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В статье продолжено развитие методов описания структур горных пород и руд 

на основе статистик межзерновых контактов. Дан краткий обзор предыдущих 

результатов и сформулирована новая задача – учет размерного эффекта мине-

ральных зерен в структурах, далеких от равновесия Харди – Вайнберга. Расчетом 

показано, что в структурах, близких к указанному равновесию, раскрываемость 

минерального зерна не зависит от числа соседей. Результаты имеют отношение к 

проблемам общей количественной характеристики структур горных пород и про-

гноза технологических свойств руд по особенностям срастаний рудных минера-

лов с нерудными.
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The article continues the development of methods for describing the structures of rocks 

and ores based on the statistics of intergrain contacts. A brief overview of the previous 

results is given and a new task is formulated – taking into account the dimensional ef-

fect of mineral grains in structures far from the Hardy – Weinberg equilibrium. The cal-

culation shows that in structures close to the specified equilibrium, the disclosure of 

mineral grains does not depend on the number of neighbors. The results are relevant to 
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the problems of general quantitative characterization of rock structures and prediction 

of ore technological properties based on the features of coalescence of ore minerals 

with non-metallic ones.
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Введение

Характеристика петрографических струк-

тур – наименее формализованная сторона опи-

сания горных пород и руд. Это особенно удру-

чает на фоне кристаллографического описания 

минералов, в основе которого лежит теория 

пространственных групп симметрии. Петрогра-

фы используют сотни терминов, учитывающих 

метрические (абсолютные и относительные 

размеры), неметрические (степень идиомор-

физма-ксеноморфизма, причем для каждого 

минерала – в своей шкале) особенности мине-

ральных зерен, пространственные отношения 

их самих (пойкилитовые структуры) и агрегатов 

(такситовые, полосчатые и др. текстуры) вкупе 

с генетическими представлениями (лепидо-, 

пойкило-, немато-... гранобластовые структу-

ры) [Петрографический…, 1981, 2008].

Общая теория систем указывает, что их 

особенности определяются не столько набо-

ром элементов (которые первичны), сколько 

разнообразием их отношений. В горных по-

родах и рудах элементы – минеральные зерна 

разных видов, системное отношение – меж-

зерновые контакты: бинарные (по поверхно-

стям), тернарные (по ребрам) и куотернарные 

(в точках). Как граничные дефекты кристал-

лических структур, зоны обрыва химических 

связей и каналы свободной энергии они рас-

смотрены в металлах и сплавах (прогноз фи-

зических свойств), горных породах и рудах 

(реконструкция генезиса, прогноз обогати-

тельных свойств) [Салтыков, 1958; Беленький, 

1980; Вернон, 1980; Бродская, 1988].

В традиционном описании горных пород и 

руд (их химического и минерального состава, 

структур и текстур) есть важный момент – оно 

выполняется на объеме, в котором достигается 

устойчивость характеристик. Петрографиче-

ское описание в своей основе имеет статисти-

ческий характер. Мы используем этот принцип, 

сосредоточив его на статистиках межзерновых 

контактов. При этом теряются некоторые ука-

занные выше моменты. Но заметим, что отно-

сительные размеры зерен участвуют в стати-

стиках контактов опосредованно, что оценки 

идиоморфизма-ксеноморфизма мы относим 

к минералогическому уровню описания и что 

генетическим догадкам вообще не место в те-

ории петрографических структур (образец пра-

вильного описания – федоровские группы в 

кристаллографии).

Краткий обзор результатов

Метод был предложен в статьях [Войтехов-

ский, 1991, 1995, 2000] и основан на том, что 

соотношение  p
ij
m

i
m

j
 = 1 (i, j = 1, …, n) опре-

деляет центральную поверхность 2-го порядка 

в n-мерном пространстве {m
1
, …, m

n
} и орга-

низацию n-минеральной горной породы, где 

p
ij
 – частоты (вероятности) межзерновых контак-

тов минералов m
i
 и m

j
. Тем самым систематика 

петрографических структур сведена к таковой 

квадратичных поверхностей. Теория содержит-

ся в любом университетском учебнике линей-

ной алгебры, а матричные преобразования 

доступны в Интернете. Петрографу остается 

подсчитать частоты p
ij
 под микроскопом, что – 

признаем – пока представляет собой рутинную 

операцию.

Метод оказался весьма чувствительным к 

статистическим особенностям межзерновых 

срастаний, плохо различимым при традицион-

ном описании структур и текстур горных пород. 

В монотонных разрезах Федорово-Панского 

интрузива удалось выявить скрытую магма-

тическую расслоенность [Войтеховский, При-

пачкин, 2001]. Уверенно различены структуры 

амфиболитов островов Керетского архипе-

лага (Белое море) [Войтеховский, Захарова, 

2021]. Важным для петрографии оказалось 

«равновесие Харди – Вайнберга» (далее ХВ, 

HW, введено в начале ХХ века в генетике), от-

вечающее идеальному перемешиванию мине-

ральных зерен в горной породе. В этом случае 

частоты p
ij
 контактов можно рассчитать по ча-

стотам p
i
 самих зерен, т. е. модальному соста-

ву горной породы или руды: p
ii
 = p

i
2, p

ij
 = 2 p

i
p

j
. 
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Для биминеральных горных пород (n = 2) линии 

ХВ задаются соотношениями: p
11

p
22

 = (p
12 

/ 2)2 

в барицентрическом треугольнике (для бинарных 

контактов) и p
111

 = p
1

3, p
112

 = 3p
1

2p
2
, p

122
 = 3p

1
p

2
2, 

p
222

 = p
2

3 в тетраэдре (для тернарных контак-

тов). Равновесие ХВ отвечает массивным тек-

стурам горных пород, интуитивно схваченным 

петрографами. На самом же деле это погра-

ничное состояние отделяет горные породы 

с всегда немассивными текстурами [Войтехов-

ский, Захарова, 2018, 2021].

В статьях [Войтеховский, Захарова, 2020; 

Войтеховский и др., 2020] выполнено стати-

стическое 2D-моделирование канонических 

петрографических структур (вкрапленных, це-

почечных, пойкилитовых, с ветвящимися кла-

стерами, порфировых, порфировидных) и тек-

стур (полосчатых, шлировых). Для фиксирован-

ных кластеров, определяющих тип структуры и 

текстуры, и их разных концентраций в матрице 

рассчитаны тренды (рис. 1). В реальных горных 

породах и рудах типы кластеров не выдержаны. 

Их фигуративные точки попадут между идеаль-

ными трендами. 

Рис. 1. Барицентрическая диаграмма (p
чч

, p
бб

, p
чб

):

ч (черный) и б (белый) – условные обозначения минераль-

ных зерен. Структуры: 1 – вкрапленная, 2 – цепочечная, 

3 – порфировые (d – диаметр фенокриста), 4 – шлировые 

(количество зерен в шлирах указано числами), 5 – с ветвя-

щимися кластерами, 6 – пойкилитовые

Fig. 1. Barycentric diagram (p
чч

, p
бб

, p
чб

):

ч (black) and б (white) – symbols of mineral grains. Structures: 

1 – disseminated, 2 – chained, 3 – porphyric (d – diameter 

of phenocryst), 4 – schlieren (quantities of grains in the schlie-

rens are indicated by the numbers), 5 – with brunching clusters, 

6 – poikilitic

Наконец, метод успешно применен к апати-

товым рудам Хибин [Захарова, Войтеховский, 

2022] и золотоносным рудам одного из место-

рождений Сибири [Захарова, Войтеховский, 

2024]. Установлены корреляции структурных 

типов руд с обогатимостью в первом случае и 

механическими свойствами (индексом Бонда) 

во втором. 

Эффект размерности

На барицентрической диаграмме (рис. 1) 

по обе стороны от линии ХВ расположены об-

ширные поля статистически неравновесных, 

«неидеально перемешанных» горных пород и 

руд. Сложность их систематики и номенклату-

ры состоит именно в том (и лишь усугубляет-

ся для полиминеральных горных пород и руд), 

что петрографы стремятся дать имя каждой 

выразительной «структуре» и «текстуре». При 

этом структурность здесь имеет смысл стати-

стической устойчивости мотива в достаточно 

большом образце и далека от категорий струк-

туры и порядка, например, в кристаллогра-

фии. Тем не менее моделирование показало, 

что в одном поле располагаются порфировые 

структуры, в другом – такситовые текстуры. 

Имеет смысл проанализировать влияние этих 

двух обстоятельств (крупные зерна условно 

рудного минерала и стягивание рудных зерен 

в шлиры в равнозернистой руде) на статисти-

ки межзерновых срастаний и их раскрытие при 

дроблении.

Рассмотрим отдельное зерно рудного ми-

нерала в системе «рудный минерал – нерудные 

минералы». Его контакты с другими зернами в 

комбинаторном приближении можно рассма-

тривать как грани полиэдра. Каждой можно 

сопоставить один из двух цветов. Известно, 

что в подавляющей массе полиэдры комбина-

торно асимметричны. Число раскрасок граней 

такого n-эдра в два цвета равно 2n. Их можно 

разделить на группы, в каждой из которых рас-

крашено m из n граней. В каждой такой группе 

C
n

m различных раскрасок. (Для симметричного 

полиэдра это число следует разделить на по-

рядок группы автоморфизмов.)

Пусть для рудного зерна вероятность кон-

такта его грани с другим рудным равна p, с 

нерудным 1 – p. Тогда вероятность того, что m 

из n граней раскрашены в «рудный» цвет, рав-

на pm(1 – p)n–m. Так как число раскрасок равно 

C
n

m, то вероятность того, что m граней поли-

эдра из n раскрашены в рудный цвет, равна 

C
n

mpm(1 – p)n–m. Пусть грани полиэдра примерно 

равны. Тогда «удельную» долю мономинеральных 

контактов рудного зерна определим как m/n. 
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В итоге получим закон дискретного распре-

деления вероятности раскрытия мономине-

ральных контактов рудного зерна с n гранями: 

P(X = m/n) = C
n

m × pm(1 – p)n–m. Ее математиче-

ское ожидание:

В результате легко угадывается биномиаль-

ное распределение c дисперсией случайной 

величины V(X = m/n) = p(1 – p). Итак, удельная 

степень раскрытия мономинеральных контак-

тов рудных зерен не зависит от их крупности 

(выраженной числом граней) и равна вероят-

ности мономинерального рудного контакта. Ре-

зультат верифицируется крайними случаями: 

в массивной руде p = 1, при рассеянии рудных 

зерен среди нерудных p = 0.

При дроблении руды межзерновые границы 

разрушаются. Для рудного зерна будем счи-

тать, что степень его раскрытия не меняется 

от того, отделилось ли от него другое рудное 

зерно. Но степень раскрытия меняется при от-

делении нерудного зерна. Будем считать кон-

такт «руда – воздух» как «руда – руда». Пусть 

вероятность разрушения границы «руда – не 

руда» равна β. Рассмотрим n-полиэдр – рудное 

зерно, контактирующее с m рудными и n – m 

нерудными. При дроблении вероятность того, 

что r из n – m границ будут разрушены, равна 

C
n-m

rβr(1 – β)(n–m)–r. Общая степень раскрытия 

зерна будет равна (m + r) / n. Найдем для каж-

дой раскраски рудного зерна его среднюю сте-

пень раскрытия Y:

Подставим это значение в первое соотно-

шение и найдем среднюю степень раскрытия 

рудного зерна при дроблении:

Проанализируем результат на крайних зна-

чениях. При β = 0 дробление не улучшает рас-

крываемость рудных зерен и М(X) = p, т. е. 

удельной степени раскрытия. При β = 1 все не-

рудные зерна отделяются от рудных и степень 

раскрытия рудных зерен равна М(X ) = 1, т. е. 

имеет место их полное раскрытие. Последний 

результат можно записать в виде: p + β – βp, т. е. 

как вероятность P(A ⋃ B) объединения случай-

ных событий: A – рудное зерно контактирует по 

данной границе с рудным, B – контакт «руда – 

не руда» по данной границе разрушен. Резуль-

тат плох тем, что удельная раскрытость не есть 

раскрытость как таковая, ведь рудное зерно 

по-прежнему находится в горной породе. Пусть 

вероятность разрушения границы «руда – руда» 

как α. Определим для каждой раскраски рудно-

го зерна с m границами «руда – руда» и n – m 

границами «руда – не руда» среднюю степень 

раскрытия. Из m границ «руда – руда» в сред-

нем разрушится:
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границ. Из n – m границ «руда – не руда» в сред-

нем разрушится β(n – m) границ. И средняя сте-

пень раскрытия зерна с данной раскраской рав-

на (αm + β(n – m)) / n. Подставим это значение 

в первое соотношение и найдем среднюю сте-

пень раскрытия рудного зерна при дроблении:

Результат отличается от предыдущего множи-

телем α при вероятности p, а формула задает 

выпуклую комбинацию α и β с коэффициен-

тами p и 1 – p. По статистике межзерновых 

контактов, т. е. вероятностям контактов p
11

 

(руда – руда) и p
12

 (руда – не руда), вероятность 

p определяется так: p = p
11

 / (p
11 

+ p
12

).

О геометрии горной породы 

На рис. 2 дана барицентрическая диаграм-

ма вероятностей бинарных контактов в би-

минеральной горной породе. Особенности 

срастаний минеральных зерен (2 по поверх-

ности, 3 по ребру, 4 в точке) не допускают ус-

ловия р
чб

 = 1, т. е. отсутствие мономинераль-

ных контактов (3D-аналог шахматной доски). 

Покажем, что у этой вершины диаграммы есть 

целая область, в которую не может попасть 

фигуративная точка горной породы с непой-

килитовой структурой. Имеет место строгое 

соотношение.

В непойкилитовой структуре биминераль-

ной горной породы сетка межзерновых границ 

связна, и возможны 4 типа тройных контактов 

(рис. 2). Так как каждое ребро смежно двум 

вершинам, будем считать, что каждая привно-

сит половину инцидентного ребра. Для типа 

«a» одна вершина дает 3 полуребра «1-1», ито-

го e’
11 

= 3n
111

, где n
111

 – число вершин «a». Для 

типа «b» число полуребер «1-1» равно e’
11 

= n
112

, 

число полуребер «1-2» равно e’
12 

= 2n
112

. Для 

типа «c» число полуребер «1-2» равно e’
12 

= 2n
122

, 

число полуребер «2-2» равно e’
22 

= n
122

. Для типа 

«d» число полуребер «2-2» равно e’
22 

= 3n
222

. 

Суммируя, получим: e’
11 

= 3n
111 

+ n
112

; e’
12 

= 

2n
112 

+ 2n
122

; e’
22 

= n
122 

+ 3n
222

. Из этих соотноше-

ний найдем e’
12

:

e’
12 

= 2(e’
11 

– 3n
111

) + 2(e’
22 

– 3n
222

) = 

= 2(e’
11 

+ e’
22

) – 6(n
111 

+ n
222

).

Учитывая, что 2E = e’
11 

+ e’
12 

+ e’
22

, где E – 

число межзерновых контактов, а e’
12 

= 2e
12

, 

где e
12

 – число ребер «1-2», последовательно 

получим:

e’
12 

= 2(2E – e’
12

) – 6(n
111 

+ n
222

) = 

= 4E – 2e’
12 

– 6(n
111 

+ n
222

),

3e’
12 

= 4E – 6(n
111 

+ n
222

), 6e
12 

= 4E – 6(n
111 

+ n
222

),

e
12 

= 2E / 3 – (n
111 

+ n
222

), p
12 

= 2/3 – (n
111 

+ n
222

) / E.

Так как n
111 

+ n
222 

 ⩾ 0, то в непойкилито-

вой структуре всегда имеет место неравен-

ство p
12 

 ⩽ 2/3. На рис. 1 крайняя точка для 

цепочечных структур указывает именно это 

положение.

Рис. 2. Четыре типа тройных межзерновых контактов 

в биминеральной горной породе

Fig. 2. Four types of triple intergrain contacts in bimi-

neral rock
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Заключение

Для описания структур и текстур горных по-

род и руд сегодня есть два подхода. Традици-

онный использует богатство языка для харак-

теристики форм, размеров, морфологических 

особенностей срастаний и взаимного про-

странственного положения минеральных зерен 

и агрегатов. Второй, развиваемый авторами, 

ориентирован на математическую теорию. Пе-

трографические структуры рассматриваются 

как системы межзерновых границ с акцентом 

на статистиках вероятностей межзерновых кон-

тактов. В алгебраических категориях постро-

ены классификация и увязанная с ней номен-

клатура петрографических структур. По-види-

мому, традиционный подход идейно исчерпан, 

математическая теория – в стадии активного 

становления. Выше показано, что разумные 

предположения о характере срастаний рудных 

и нерудных минералов (проверяемые под ми-

кроскопом, сопровождаемые подсчетом веро-

ятностей контактов) позволяют строить нетри-

виальные математические модели, в свою оче-

редь, требующие практической проверки.
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