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МАГНИТНЫЕ БУРИ И КАРТИНА ВЫЗОВОВ
СКОРОЙ ПОМОЩИ В ПЕТРОЗАВОДСКЕ

Б. З. Белашев, Н. В. Крутских, А. А. Герасимова

Институт геологии КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Используются геофизические и геохимические данные, а также обезличенный
каталог вызовов скорой помощи за период 2015–2017 гг. для изучения забо-
леваемости населения в Петрозаводске, расположенном в субарктической зоне
со сложными климатическими и погодно-геомагнитными условиями. Времен-
ные, пространственные и другие распределения экстренных вызовов скорой
медицинской помощи способны отразить влияние разных факторов на заболе-
ваемость населения. Подтверждено влияние геомагнитной активности на коли-
чество вызовов скорой помощи по поводу инфаркта миокарда и стенокардии,
снижение числа вызовов в выходные и праздничные дни по кардиозаболева-
ниям. Распределение числа вызовов скорой помощи по распространенным за-
болеваниям в жилых районах не коррелирует с загрязнением городских почв.
Полученные результаты отражают структуру заболеваемости городского насе-
ления и не противоречат известным экологическим моделям.

Ключ е вы е c л о в а: геомагнитная активность; заболевания; вызовы скорой
помощи; распределения; спектр; диагноз.

B. Z. Belashev, N. V. Krutskikh, A. A. Gerasimova. MAGNETIC
STORMS AND PATTERN OF EMERGENCY AMBULANCE
CALLS IN PETROZAVODSK
We use geophysical and geochemical data and an impersonalized catalogue of
ambulance calls for the period 2015–2017 to study the morbidity of the population
in Petrozavodsk, which is located in a sub-Arctic region with challenging climatic,
weather and geomagnetic conditions. Temporal, spatial and other emergency call
distributions, reflecting the effects of a variety of factors on morbidity, have been
investigated. The effect of geomagnetic activity on the number of ambulance calls
with myocardial infarction and stenocardia diagnoses and a reduction in the number
of calls on weekends and holidays were corroborated. Soil pollution patterns in
the city did not correlate with the distribution of the number of ambulance
calls associated with common diseases in residential areas. The results reflect the
structure of the morbidity of the urban population, and do not contradict the known
environmental models.

K e ywo r d s: geomagnetic activity; diseases; emergency calls; distributions;
spectrum; diagnosis.

Введение

В исследованиях процессов среды обита-
ния и реакции на них человека приоритетны-
ми считают задачи изучения факторов, вли-
яющих на здоровье людей. Особенно акту-

альной проблема оказывается для сердечно-
сосудистых заболеваний — основной причи-
ны смертности в развитых странах. Итогом
обобщения результатов по регионам с разным
положением, климатом, особенностями среды
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могли бы стать модели заболеваемости насе-
ления.
Известны эффекты, оказываемые электро-

магнитными полями транспорта, линий элек-
тропередачи, вышек связи, силовых электро-
установок на физическое и психическое состо-
яние людей [11]. Для геомагнитных вариаций
эффективность воздействия на человека пока
не считается подтвержденной. Внимание, уде-
ляемое этой проблеме после работ А. Л. Чи-
жевского [15, 16], связано с противоречиво-
стью результатов исследований.
Пристальный интерес вызывают магнит-

ные бури – мощные и длительные возмуще-
ния геомагнитного поля, по времени корре-
лирующие с солнечными вспышками. Причи-
ной магнитных бурь считают корпускулярное
излучение, сопровождающее вспышки, возму-
щающее магнитосферу, ионосферу, вызываю-
щее полярные сияния, появление поверхност-
ных зарядов, токов, сбои электроники, навига-
ционных систем, деградацию солнечных бата-
рей спутников, наводки в линиях электропере-
дачи, трубопроводах, кабелях, трансформато-
рах, оказывающее радиационное воздействие
на космонавтов и пассажиров авиарейсов [25].
На большинство населения магнитные бури
не действуют. Исключение составляют люди
с повышенной чувствительностью, находящи-
еся в экстремальных ситуациях, страдающие
сердечной недостаточностью и нервными рас-
стройствами [33].
Магнитное поле способно воздействовать

на кровеносную, нервную, пищеварительную
системы организма через вязкость крови,
скорость распространения сигналов, устойчи-
вость микроорганизмов [2, 3, 10, 30]. Цикличе-
ские компоненты поля синхронизируют биоло-
гические ритмы, спорадические возмущения
нарушают их. В части работ корреляционные
связи заболеваемости и магнитных бурь не
подтверждаются [14].
В ряде исследований для анализа действия

факторов среды на заболеваемость населения
используют каталоги вызовов бригад скорой
медицинской помощи, содержащие сведения о
месте, времени вызова, данных пациента, ди-
агнозе заболевания [14, 24, 37–39]. Среди та-
ких исследований отметим работы [14, 34, 36],
демонстрирующие характерные методические
приемы. Монография [14] использует базу вы-
зовов по Москве за длительный период, рас-
сматривает большой объем медицинских по-
казателей и разнообразные заболевания. В
статье [36], посвященной влиянию погодных
факторов на ишемическую болезнь сердца в
г. Каунасе (Литва) со сравнительно неболь-

шим числом жителей, высказано мнение о свя-
зи погоды и геомагнитной активности. Изу-
чение действия геомагнитной обстановки на
ишемическую болезнь сердца, инфаркт мио-
карда, инсульт проведено на примере насе-
ления Москвы в [34] с помощью обобщенной
линейной модели, для которой входными па-
раметрами являются температура, давление,
геомагнитная активность и другие.
Заболеваемость населения принято сопо-

ставлять с загрязненностью территории. Риск
кардиозаболеваний в последние десятилетия
связывают с аэрополлютантами [20, 23, 31].
Актуально изучить заболеваемость населе-

ния в арктических и субарктических районах
со сложными климатом, погодными и геомаг-
нитными условиями [29].
Цель настоящего исследования — постро-

ить и проанализировать распределение вызо-
вов скорой помощи в Петрозаводске, полу-
чить профили по группам заболеваний, оце-
нить влияние факторов окружающей среды на
заболевания человека.
Город Петрозаводск (61◦47′05′′N, 34◦20′48′′E)

расположен на берегу Онежского озера. Для
него характерными являются переменная по-
года, повышенная влажность, обильные осад-
ки, сильный ветер и колебания атмосферного
давления. Близость к высоким широтам при-
водит к повышенной геомагнитной активно-
сти, пульсациям геомагнитного поля, высоким
ионосферным токам и расширению зоны по-
лярных сияний. Изучение заболеваемости на-
селения Карелии обычно базируется на пуб-
ликациях Госкомстата. В местной медицин-
ской статистике преобладают респираторные,
сердечно-сосудистые и онкологические забо-
левания [12].

Материалы и методы
Исследование основано на данных, полу-

ченных Петрозаводской геофизической обсер-
ваторией, Лабораторией рентгеновской аст-
рономии Физического института РАН, им-
персонизированном каталоге вызовов ско-
рой помощи петрозаводской Больницы ско-
рой медицинской помощи за период 1.01.2015–
19.12.2017 и результатах геохимического опро-
бования городских почв [8]. Находящаяся в
Ботаническом саду, лесном массиве на окра-
ине города, геофизическая обсерватория под-
вержена слабому техногенному воздействию.
Проведению здесь геофизических и метеоро-
логических наблюдений способствуют нали-
чие охраны, электричества, канала передачи
данных [17].
Горизонтальные и вертикальную составля-

ющие магнитного поля Земли регистрируют
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геофизическим комплексом GI MTS-1 с часто-
той 50 Гц. По результатам измерений форми-
руют 5- и 10-минутные базы данных.
Отклонения магнитного поля Земли от

нормы за 3-часовой период описывают пла-
нетарным индексом Кр в диапазоне от 0 до
9. Значения от 5 до 9 соответствуют магнит-
ным бурям [28]. В реальном времени индекс
Кр отображается на сайтах [22, 26].
Каталог вызовов скорой помощи представ-

ляет собой таблицу, строки которой соответ-
ствуют вызовам, а столбцы – их атрибутам:
населенный пункт, адрес, возраст, пол пациен-
та, дата и время вызова, диагноз заболевания
по классификации МКБ-10. Общее число вы-
зовов за указанный период составило 352 641.
В анализе использованы подтвержденные вы-
зовы с диагнозом заболевания, поставленным
медицинским работником в составе бригады
скорой помощи.
Распределения N вызовов для k событий

строили, подсчитывая число fk(x) в диапазоне
изменения переменной x по формуле:

fk(x) = fk−1(x) + δk(x),

k = 1, ..., N ; f0(x) = 0; δk(x) = 1, если h < x <
h+Δh, и δk(x) = 0, если x < h или x > h+Δh,
k – номер вызова, h и Δh – отсчет и шаг ги-
стограммы соответственно.
Метод наложенных эпох использован для

построения распределения числа вызовов ско-
рой помощи относительно дня с заданным ин-
дексом Kp.
При обработке распределений в системе

«MATLAB» [21] применяли функции спек-
трального анализа, аппроксимации данных,
кластеризации. При работе с картографиче-
ским материалом задействован пакет «QGIS»
[27].

Результаты

Профиль группы сердечно-сосудистых
заболеваний
Распределение вызовов бригад скорой по-

мощи по основным диагнозам сердечно-
сосудистых заболеваний по годам приведено в
табл. 1. Более половины вызовов приходится
на эссенциальную гипертензию, стенокардию
– около 10%, хроническую ишемическую бо-
лезнь сердца – 9–13%, инсульт – примерно 8%.

Таблица 1. Число вызовов скорой помощи в Петрозаводске по основным заболеваниям кардиопрофиля
за период 01.01.2015–19.12.2017
Table 1. The number of emergency calls in Petrozavodsk associated with main cardiological diseases during
the period 01.01.2015–19.12.2017

Заболевание Код МКБ 2015 (%) 2016 (%) 2017 (%)
Disease ICD Code
Эссенциальная (первичная) гипертензия I10 13013 (52.8) 12475 (51.6) 12530 (50.5)
Essential hypertension
Вторичная гипертензия I15 12 (0.05) 10 (0.04) 13 (0.05)
Secondary hypertension
Стенокардия I20 2554 (10.4) 2183 (9.0) 2102 (8.5)
Stenocardia
Острый инфаркт миокарда I21 452 (1.8) 480 (2.0) 498 (2.0)
Acute myocardial infarction
Повторный инфаркт миокарда I22 35 (0.14) 28 (0.12) 30 (0.12)
Repeated myocardial infarction
Хроническая ишемическая болезнь сердца I25 3210 (13.0) 2266 (9.4) 2098 (8.5)
Chronic ischemic heart disease
Острый миокардит I40 31 (0.13) 21 (0.09) 17 (0.07)
Acute myocarditis
Кардиомиопатия I42 77 (0.31) 74 (0.31) 67 (0.27)
Cardiomyopathy
Внезапная остановка сердца I46 17 (0.07) 12 (0.05) 18 (0.07)
Sudden cardiac arrest
Инсульт I64 1905 (7.7) 1933 (8.0) 1950 (7.9)
Stroke
Все заболевания группы I00-99 24628 (100) 24182 (100) 24796 (100)
All diseases of the group
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Временные распределения числа вызо-
вов скорой помощи
Рис. 1 показывает изменение Z-компоненты

магнитного поля в Петрозаводске с 18 по
25 октября 2015 г. (а) и распределения чис-
ла вызовов скорой помощи в октябре 2015 г.
по поводу сердечно-сосудистых заболеваний
(б–е). Красным цветом отмечены вызовы в
дни магнитных бурь. Наименьшее значение
Z-компоненты поля (а) отвечает магнитной бу-
ре 18.10. Временные зависимости средних су-
точных значений Кр-индекса (а) и числа вы-
зовов скорой помощи к пациентам с диагно-
зом инфаркт миокарда (в), их спектры (б, г),
рассчитанные по остаткам после вычитания
трендов, показаны на рис. 2. Тренды пред-
ставлены регрессионными зависимостями рас-
пределений вызовов скорой помощи полинома-
ми десятой (а) и нулевой (в) степеней. Рас-
чет спектров методом максимальной энтро-
пии [18] проведен с шириной окна 40. Дис-
персии отклонений от трендов (a, в) равны
0.44 и 1.27 соответственно. Распределение хи-
квадрат с двумя степенями свободы и вероят-
ностью 0.95 делает значимые пики спектров
с амплитудами более 0.12 (б) и 0.34 (г) [1].
Тренд (а) отражает сезонную изменчивость.
В спектре вариаций Кр-индекса (б) основны-
ми являются 28.4-суточный цикл, близкий к
27-дневному периоду вращения Солнца, двух-
недельный (14.2 суток) и недельный (6.7 су-
ток) циклы. Для инфаркта миокарда (в)
сезонные факторы не проявлены. В спек-
тре (г) преобладают недельный, 25.6-, 15- и
3-суточные циклы. Для других сердечно-
сосудистых заболеваний сезонные факторы
влияют на частоту вызовов по гипертензии,
стенокардии, ишемической болезни сердца.
Близкий к периоду геомагнитной активности
цикл 25.6 суток выражен в спектрах гипертен-
зии, слабее – в спектрах стенокардии и инсуль-
та, отсутствует в спектре ишемической болез-
ни сердца. В большинстве спектров есть пики,
близкие к недельным, полунедельным, 3-, 4- и
6-суточным периодам.
Суточная динамика числа вызовов ско-
рой помощи. Эффект выходного дня
Рис. 3 демонстрирует суточную динамику

числа вызовов скорой помощи для пациентов
с диагнозом инфаркт миокарда (а) в рабочие,
выходные и праздничные дни (б), распределе-
ние пациентов с диагнозом инфаркт миокар-
да по возрасту (в), аналогичные (б) распреде-
ления вызовов скорой помощи для пациентов
с диагнозами эссенциальная гипертензия (г),
стенокардия (д), ишемическая болезнь серд-
ца (е) и инсульт (ж). Вызовы к пациентам-

мужчинам (816) преобладают над вызовами
к пациентам-женщинам (569) (а, в). Проверка
тестом Стьюдента показала, что оба распре-
деления, приведенные к числу «мужских» вы-
зовов с вероятностью 0.95, имеют одинаковые
средние значения. В рабочие дни максималь-
ные числа вызовов скорой помощи приходят-
ся на 10–11, 14–15, 19–20 часов. Наиболее под-
верженными инфаркту миокарда оказывают-
ся пациенты возрастов 55, 63, 76–83 лет. Гисто-
граммы (б, г–ж) распределения вызовов ско-
рой медицинской помощи в выходные и празд-
ничные дни (346 дней), приведенные к 738 ра-
бочим дням, демонстрируют снижение числа
вызовов скорой помощи по поводу заболева-
ний сердечно-сосудистой системы в три и бо-
лее раз.

Влияние геомагнитной активности на
число вызовов скорой помощи
Коэффициент корреляции временных зна-

чений индекса геомагнитной активности Кр
(рис. 2, а) и числа вызовов скорой медицин-
ской помощи с диагнозом инфаркт миокарда
(рис. 2, в) равен 0.04. Его проверка на значи-
мость с p < 0.05 подтверждает вывод [14] об
отсутствии корреляционной связи между ука-
занными величинами.
При изучении характера связи геомагнит-

ной активности и заболеваемости применен
кластерный анализ. Алгоритмом «k-средних»
посуточных значений Кр-индекса выявлено
пять кластеров (рис. 4, а). Для каждого кла-
стера и кардиозаболевания получены распре-
деления числа вызовов скорой помощи от
временного сдвига относительно дня события
с использованием метода наложенных эпох.
Распределения (б, в) для инфаркта миокарда
и стенокардии, приведенные к числу событий
321 самого большого кластера, демонстриру-
ют рост числа вызовов в дни, близкие к маг-
нитным бурям.

Пространственные распределения вызо-
вов скорой помощи
Пространственные распределения числа

вызовов скорой помощи построены для груп-
пы сердечно-сосудистых заболеваний, шизо-
френии, эпилепсии, вегетососудистой дисто-
нии, новообразований, бронхиальной астмы
и других социально значимых заболеваний.
Чтобы оценить влияние загрязненности почв
на заболеваемость населения, распределения
вызовов скорой помощи для 52 жилых зон
Петрозаводска сравнивали с данными геохи-
мического опробования почв [8]. Для оцен-
ки загрязненности почв использован показа-
тель экологической опасности (ПЭО), выра-
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Рис. 1. Изменение Z-компоненты магнитного поля с 18.10 по 25.10.2015 г. (а) и динамика вызовов скорой
помощи в октябре 2015 г. для пациентов с диагнозами инфаркт миокарда (б), эссенциальная гипертен-
зия (в), стенокардия (г), хроническая ишемическая болезнь сердца (д) и инсульт (е). � – дни с Kp > 4,
� – дни с Kp < 5. Наименьшее значение Z-компоненты поля (a) отвечает магнитной буре 18.10
Fig. 1. Variations in Z-component of a magnetic field from 18.10 to 25.10.2015 (а) and emergency ambulance
call dynamics in October 2015 for patients with: myocardial infarction (б), essential hypertension (в),
stenocardia (г), chronic ischemic heart disease (д) and stroke (е). � – the days with Kp > 4, � – the
days with Kp < 5. The smallest value of Z-constituent of the field (a) is consistent with the magnetic storm
on October 18
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Рис. 2. Временные зависимости дневных значений Кр-индекса (а) и числа вызовов скорой помощи для
пациентов с диагнозом инфаркт миокарда (в), их тренды (–) и спектры (б и г) соответственно
Fig. 2. Time dependences of daily Кр-index values (а) and the number of emergency ambulance calls for
patients with myocardial infarction (в) and their trends (–) and spectra (б, г), respectively

Рис. 3. Распределение суточной динамики вызовов скорой помощи по поводу инфаркта миокарда (а),
распределение динамики вызовов скорой помощи для пациентов с этим диагнозом в рабочие, выходные
и праздничные дни (б), возрастное распределение пациентов с инфарктом миокарда (в) и распределения
динамики вызовов скорой помощи, аналогичные (б) для пациентов с диагнозами эссенциальная гипер-
тензия (г), стенокардия (д), ишемическая болезнь сердца (е) и инсульт (ж). В гистограммах (а, в)� –
все вызовы, � – мужские и � – женские вызовы. В гистограммах (б, г–ж) � – вызовы в рабочие дни,
� – вызовы в выходные и праздничные дни
Fig. 3. Distribution showing daily emergency ambulance call dynamics for patients with myocardial infarction
(а), dynamics distribution of calls with this diagnosis on working days, at weekends and on holidays (б), age
distribution of patients with myocardial infarction (в), call dynamics distribution similar to (б), for patients
with essential hypertension (г), stenocardia (д), ischemic heart disease (е) and stroke (ж). In charts (а, в) �
– all calls, � – male and � – female calls. In charts (б, г–ж) � – the calls on working days, � – the calls on
weekends and on holidays
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Рис. 4. Кластерный анализ посуточных значений Кр-индекса (а) и распределения числа вызовов скорой
медицинской помощи относительно сдвига от дня элемента кластера для заболеваний инфаркт миокар-
да (б) и стенокардия (в)
Fig. 4. Cluster analysis of daily Кр-index values (а) and the distribution of the number of ambulance calls
relative to a shift from the cluster element day for patients with myocardial infarction (б) and stenocardia (в)

Рис. 5. Распределение вызовов бригад скорой медицинской помощи к пациентам с диагнозом бронхи-
альная астма по территории Петрозаводска (а) и распределение показателя экологической опасности
– характеристики загрязнения почв (б). Звездочкой отмечено положение геофизической обсерватории
«Петрозаводск»
Fig. 5. Distribution of emergency ambulance calls for patients with brochial asthma in Petrozavodsk (а) and
environmental hazard index distribution (б). The asterisk marks the position of the Petrozavodsk geophysical
observatory
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женный суммой средневзвешенных значений
коэффициентов концентраций загрязняющих
элементов As, Pb, Zn, Cd, Co, Cu, V, W. На
рис. 5 приведены карты Петрозаводска, от-
ражающие распределения числа вызовов ско-
рой помощи к пациентам с диагнозом брон-
хиальная астма (а) и показателя экологиче-
ской опасности (б). Коэффициенты корреля-
ции пространственных распределений вызовов
скорой помощи с диагнозами отмеченных за-
болеваний и показателя экологической опасно-
сти по этим зонам представлены в табл. 2.

Обсуждение

Согласно профилю кардиозаболеваний
(табл. 1) число вызовов скорой помощи по
приведенным заболеваниям по годам изуча-
емого периода находится на одном уровне.
Небольшое снижение числа вызовов наблюда-
ется для стенокардии, ишемической болезни
сердца. Максимумы числа вызовов скорой по-
мощи к пациентам с диагнозами данной груп-
пы заболеваний (рис. 1, б–е) не обязательно
приходятся на дни магнитных бурь. Циклы,
близкие к 3 и 6 суткам (рис. 2), можно связать
с активностью гормонов щитовидной железы,
близкие к 4 суткам – глюкокортикоидных гор-
монов, катализирующих процессы метаболиз-
ма [4]. Циркадным циклам приписывают уни-
версальный характер или считают их проявле-
нием нежелания людей в выходные дни попа-
дать в больницу [14]. При инфаркте миокарда
последний фактор не действует, помощь тре-
буется безотлагательно, а в спектре временной
зависимости вызовов недельный пик присут-
ствует (рис. 2, г). Для инфаркта миокарда ха-
рактерны гендерные различия пациентов при
вызовах скорой помощи (рис. 3, a, c), наличие
максимумов и минимумов в распределении
вызовов по возрасту [32]. Малое число вызо-
вов скорой помощи больными 72–75, 85 лет
отражает убыль населения, спад рождаемо-
сти во время Великой Отечественной войны и
голода тридцатых годов.
Эффект выходного дня (рис. 3, б, г–ж)

можно интерпретировать на основе свойств
гормона стресса – кортизола [35]. При нор-
мальной концентрации в крови гормон регу-
лирует минеральный и водный обмен, расщеп-
ляет жиры, препятствует выработке холесте-
рина, синтезирует инсулин и гликоген. При
стрессе его выброс в кровь вызывает ее при-
ток к сердцу, мышцам, заставляя мгновен-
но реагировать на опасность, провоцируя за-
болевания. Отдых от производственной дея-
тельности снижает уровень кортизола и число

вызовов скорой помощи по поводу сердечно-
сосудистых заболеваний в выходные дни.
Пики в распределениях суточной динамики

вызовов скорой помощи можно объяснить за-
газованностью воздуха выхлопами автотранс-
порта в часы пик (9–10, 13–14, 18–19 часов)
и околочасовой задержкой развития заболева-
ния и обращения в службу скорой помощи.
В пределах небольшого города нерегулярное
в выходные и праздничные дни движение ав-
тотранспорта становится интенсивным в часы
пик рабочих дней. Работающие на малых обо-
ротах двигатели стоящих в «пробках» автомо-
билей в максимальном количестве выбрасыва-
ют в атмосферу угарный газ, окислы азота,
свинца, бензапирен, другие вредные вещества
и пыль.
Альтернативное объяснение эффекта вы-

ходного дня дает работа [5], в которой недель-
ная цикличность трактуется как следствие
воздействия на магнитосферу и литосферу ин-
дустриальной активности, подавляющей регу-
лярные Рс магнитные вариации и снижающей
сейсмическую активность в рабочие дни. Пи-
ки суточной динамики вызовов скорой помо-
щи отражают рост потребления электроэнер-
гии в определенные часы рабочих дней. Ме-
ханизмом переноса электромагнитных воздей-
ствий на человека может быть изменение кла-
стерной структуры и свойств воды [13]. Таки-
ми механизмами также считаются резонансы
Шумана, вариации геомагнитного поля Pc1,
имеющие биотропные частоты [7, 19], влияние
геомагнитных возмущений на колебания атмо-
сферы и связанные с этим изменения темпера-
туры и давления [9].
Данные рис. 4 свидетельствуют о нелиней-

ности связи между временными изменения-
ми Кр-индекса и числа вызовов скорой помо-
щи по поводу сердечно-сосудистых заболева-
ний. Для нелинейной связи коэффициент кор-
реляции не является подходящей характери-
стикой. К сильным возмущениям магнитного
поля, доля которых невелика, чувствительны
отдельные заболевания. С этих позиций осто-
рожно, по-видимому, следует применять ли-
нейные модели заболеваемости с геомагнитной
активностью на входе. Полученный результат
и факты о влиянии магнитных полей на ско-
рость седиментации эритроцитов и тромбооб-
разование [6] указывают на адаптацию орга-
низма человека к распространенным вариаци-
ям геомагнитного поля.
Анализ пространственных распределений

числа вызовов скорой помощи для группы
сердечно-сосудистых заболеваний по районам
города показал, что максимальное число вы-
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Таблица 2. Матрица коэффициентов корреляции вызовов скорой медицинской помощи для пациентов
с некоторыми заболеваниями и показателя экологической опасности (ПЭО)
Table 2. Correlation coefficients matrix of emergency calls for patients with certain diseases and environmental
hazard indicator (EHI)

I10 I21 I20 I25 I64 F10 F20 G90 G40 J J45 C ПЭО
EHI

I10 1
I21 0.94 1
I20 0.98 0.96 1
I25 0.99 0.94 0.99 1
I64 0.96 0.96 0.99 0.98 1
F10 0.54 0.61 0.53 0.55 0.62 1
F20 0.62 0.62 0.67 0.63 0.67 0.44 1
G90 0.99 0.93 0.98 0.98 0.97 0.54 0.64 1
G40 0.97 0.94 0.99 0.97 0.97 0.59 0.67 0.98 1
J 0.98 0.92 0.97 0.98 0.97 0.55 0.62 0.98 0.96 1
J45 0.94 0.85 0.90 0.92 0.89 0.49 0.64 0.94 0.92 0.92 1
C 0.95 0.90 0.93 0.96 0.94 0.61 0.55 0.94 0.93 0.95 0.88 1
ПЭО 0.24 0.21 0.25 0.24 0.23 0.10 0.16 0.26 0.26 0.22 0.26 0.23 1
EHI

зовов по поводу эссенциальной гипертензии
(более 10 вызовов на 100 человек) приходит-
ся на районы неблагоустроенной застройки с
преимущественно пожилым населением. Вы-
зовы по стенокардии превалируют на окраи-
нах в старых районах города. Число вызовов
с диагнозом инфаркт миокарда повышено для
территорий, прилегающих к действующим за-
водам, что может отражать качество воздуш-
ной среды. Ишемическая болезнь сердца рас-
пространена (более 20 вызовов на 1000 чело-
век) в центральных районах города, микро-
районах, где велика доля проживающих мо-
лодых людей. Проверка коэффициентов кор-
реляции (табл. 2) с p < 0.05 для 52 жилых зон
Петрозаводска показала, что они меньше по-
рогового значения 0.27. Загрязненность почв
металлами не влияет на число вызовов скорой
помощи по рассматриваемым диагнозам.

Заключение

Традиционные способы обработки данных
применены для получения разнообразных рас-
пределений вызовов скорой помощи и оценки
влияния на них факторов окружающей сре-
ды. Распределение вызовов скорой помощи по
отдельным диагнозам складывается в общую
динамическую картину заболеваемости город-
ского населения. Тренды временных распре-
делений вызовов отражают влияние сезонных
факторов на частоту вызовов скорой помо-
щи, а спектры остатков оказываются инфор-
мативными в отношении цикличности заболе-

ваний. Распределение вызовов скорой помо-
щи по возрасту и полу пациентов характе-
ризует демографию населения, чувствитель-
ность к заболеваниям различных групп. Про-
странственное распределение вызовов скорой
помощи показывает связь между заболеваемо-
стью и условиями жизни населения. Сниже-
ние числа обращений в выходные дни пациен-
тов с заболеваниями сердца может быть связа-
но со снижением уровня гормона стресса кор-
тизола в крови, меньшим влиянием деятель-
ности человека на литосферу и магнитосфе-
ру. Пики распределения вызовов скорой помо-
щи в суточной динамике рабочих дней могли
отражать влияние выхлопов автотранспорта
на болезни сердца, рост потребления электро-
энергии в определенные часы. Отсутствие кор-
реляции геомагнитной активности с количе-
ством вызовов скорой помощи для пациентов
с заболеваниями сердца может определяться
нелинейной связью между ними, а также адап-
тацией организма человека к общим возмуще-
ниям магнитного поля Земли и малой долей
геомагнитных вариаций с высоким дневным
индексом Кр. Отсутствие корреляции между
количеством вызовов скорой помощи из жи-
лых зон для пациентов с распространенны-
ми заболеваниями и распределением показате-
ля экологической опасности свидетельствует о
низком уровне загрязнения тяжелыми метал-
лами городских почв. Полученные результаты
согласуются с выводами известных экологиче-
ских моделей.
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АВТОМАТИЗИРОВАННАЯ ОБРАБОТКА
ГЕОРАДАРНЫХ ДАННЫХ

Б. З. Белашев, М. Ю. Нилов

Институт геологии КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Для обработки георадарных данных применен B-алгоритм. В трассах радаро-
грамм алгоритм выявляет сопоставляемые с границами областей неоднород-
ности, сдвиги «режимов» и строит их распределение. Реализация алгоритма
в системе «MATLAB» упрощает, ускоряет вычисления, приближает получае-
мые оценки к оптимальным решениям. Протестированный на радарограммах
модельной среды и зимнего озера алгоритм продемонстрировал чувствитель-
ность к сдвигам «режимов», способность автоматически обрабатывать данные.

Ключ е вы е c л о в а: георадар; граница; неоднородность; трасса; алгоритм;
сдвиг «режима».

B. Z. Belashev, M. Yu. Nilov. GEORADAR DATA PROCESSING
BY AN AUTOMATIC ALGORITHM
B-algorithm was applied to process GPR data. The algorithm detects
heterogeneities correlated with region boundaries and “regime” shifts in GPR
data paths, and plots their distribution. Implementation of the algorithm in the
MATLAB system simplifies and accelerates the calculations, bringing the estimates
closer to the optimum solutions. The algorithm, tested in application to radargrams
from a model medium and a winter lake, proved to be sensitive to “regime” shifts
and capable of processing data automatically.

K e ywo r d s: ground-penetrating radar; boundary; heterogeneity; path; algorithm;
“regime” shift.

Введение

Одно из направлений развития автомати-
зированных систем малоглубинной геофизики
связывают с созданием алгоритмов, упроща-
ющих обработку и интерпретацию данных [3].
В полной мере это относится к георадиолока-
ционному методу изучения подповерхностных
сред. Простой, удобный, производительный в
проведении съемок, на стадии обработки дан-
ных он теряет оперативность из-за привле-
чения интерпретатора. В связи с этим акту-

альным представляется поиск алгоритмов ав-
томатизированной обработки данных хотя бы
для некоторых типичных применений метода.
Одной из распространенных задач в прак-

тике инженерно-изыскательских и геолого-
геофизических работ является выделение гра-
ниц тел или областей неоднородности сре-
ды. Необходимые сведения содержат волновые
формы радарограмм. Анализируя их карти-
ну, интерпретатор ищет оси синфазности от-
раженных от границ слоев импульсов, по ко-
торым рассчитывает время пробега зондиру-
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ющего импульса от источника до границы и
обратно до приемника сигнала. Трудности в
получении оценок связаны с диффузным ха-
рактером контакта слоев, неопределенностью
параметров, зашумленностью сигналов, нало-
жением импульсов, визуальным способом об-
работки данных [10, 15].
В статье рассматривается применение для

обработки трасс радарограмм В-алгоритма,
автоматически выделяющего сдвиги «режи-
мов» во временных рядах данных [11]. Основу
применения составляет соответствие сдвигов
«режимов» трасс границам областей неодно-
родности среды. При анализе результатов при-
менения алгоритма сфокусируемся на опреде-
лении моментов сдвигов трасс радарограмм,
не касаясь распознавания выделяемых неод-
нородностей, оценивания их электрофизиче-
ских параметров, представляющих самостоя-
тельную проблему [7].
Чтобы приспособить реализованный в си-

стеме «MATLAB» В-алгоритм [1] к специфике
задачи, была проведена его модификация [2].
Действие алгоритма продемонстрировано

на модельных данных и фрагментах геора-
дарного разреза озера Мустаярви (Суоярвский
район Республики Карелия, Российская Феде-
рация), полученного профилированием в зим-
ний период с поверхности льда.

Материалы и методы

При съемке разреза озера Мустаярви ис-
пользован георадар «Око-2» с центральной ча-
стотой 400 МГц и разрешающей способностью
0.15 м для свободного пространства. Анало-
гичный георадар применен при физическом
моделировании искусственной среды Л. Л. Фе-
доровой и К. О. Соколовым [9]. Оцифрованная
по графику программой Digitizer [13] и линей-
но интерполированная трасса этой работы ис-
пользована в качестве примера обработки дан-
ных в настоящей статье.
Георадар «Око» – промышленный геофизи-

ческий прибор, предназначенный для назем-
ной, подводной и надземной съемок. Мобиль-
ные и компактные георадары «Око» имеют
линейку сменных антенных блоков, работаю-
щих в диапазоне от 35 до 2000 МГц, позво-
ляющих проводить неразрушающие обследо-
вания окружающей среды с высокой степе-
нью детальности на глубину до нескольких де-
сятков метров. Датчики движения георадара,
подключенные к навигатору GPS, обеспечива-
ют точную привязку к местности. Для поме-
хоустойчивости измерений в приборе реали-
зована оптическая развязка между сигналь-
ными и информационными цепями. Дополни-

тельная система питания позволяет автоном-
но использовать устройство в полевых услови-
ях. Профессиональное программное обеспече-
ние прибора содержит базовые опции для об-
работки георадарного сигнала и визуализации
результатов.

Аналогами B-алгоритма являются алгорит-
мы пакета «Георадар-эксперт» [4]. Алгоритм
BSEF выполняет анализ поля обратного рассе-
яния, представляет среду разрезом атрибутов
электрофизических характеристик. Регулируя
контраст представления, алгоритм позволя-
ет апостериорно менять вертикальное разре-
шение и глубину исследования. Алгоритм B-
detector выделяет границы слоев среды, ис-
пользуя технологию распознавания образов
Канни [12]. Технология использует процеду-
ры сглаживания сигнала, поиска максималь-
ных градиентов, подавления помех, двойной
пороговой фильтрации, трассировки области
неоднозначности. B-detector сочетает высокую
скорость обработки данных с точностью пози-
ционирования границ. Инструментом анали-
за сигнала на разных масштабах, выявления
моментов резких изменений, областей наложе-
ния импульсов являются вейвлеты – функции,
локализованные по частоте и по времени [5].
Для энергетического представления сигналов
в форме огибающей удобно применять преоб-
разование Гильберта [8]. Разнообразие мето-
дов, функций, масштабов, большое число па-
раметров, визуальная интерпретация резуль-
татов усложняют процессы обработки, управ-
ления и настройки георадарных систем.

Более прост в использовании R-алгоритм,
выделяющий «режимы» в рядах климатологи-
ческих данных [16]. Оперируя небольшим ко-
личеством параметров, этот алгоритм оцени-
вает составляющую шума, в скользящем окне
рассчитывает среднее значение выборки сиг-
нала, сравнивает его с предыдущим значени-
ем и принимает решение о сдвиге «режима».
Распространению алгоритма способствует его
свободная реализация в системе Visual Basic
[17]. Стремление избежать ложных срабаты-
ваний понижает чувствительность алгоритма
к сдвигам «режимов». Выделяемые им гра-
ничные «режимы» часто бывают недостаточ-
но поддержаны данными.

Простой математический аппарат и ма-
лое число параметров имеет B-алгоритм.
Алгоритм последовательно формирует мо-
дель «режимов» трассы на этапах класте-
ризации, сравнения и оптимизации. Пред-
ставленную временным рядом трассу X =
{x1, x2, x3, . . . , xM} алгоритм разбивает на
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участки
k∪

i=1
Ai = X,Ai ∩ Aj = ∅, i �= j, опреде-

ляет сдвиг «режима», сравнивая средние зна-
чения сигнала в соседних участках, ищет ми-
нимум суммы дисперсий отклонений по участ-
кам

D =

k∑
i=1

1

ni

∑
X⊂Ai

(Xi − Ci)
2

путем варьирования их длин. ni – число чле-
нов ряда на участке Ai, Ci – их среднее значе-
ние.
Реализация алгоритма в системе компью-

терной математики «MATLAB» позволяет ис-
пользовать ее функции, упростить, ускорить
расчеты, приблизить получаемые решения к
оптимальным, в наглядной форме предста-
вить результаты. Для автоматического выпол-
нения функций «MATLAB» требуется пред-
варительное задание параметров. Параметр r
команды «горной» кластеризации «subclust»
задают числом в интервале [0.1, 0.5]. Пара-
метр p представляет уровень доверия в ко-
манде «ttest2» теста Стьюдента, сравниваю-
щей средние значения сигнала на соседних
участках трассы. По умолчанию, его значе-
ние принимают равным 0.05. Натуральный па-
раметр b, со знаками + и – добавляемый к
длинам участков, определяет диапазон изме-
нения длин в команде «patternsearch» – быст-
ро сходящейся разновидности генетического
алгоритма. Повторение B-алгоритма с чис-
лом итераций n способствует достижению наи-
меньшей суммарной дисперсии отклонений по
участкам. Дополнительные процедуры алго-
ритма выполняют перебор трасс радарограм-
мы, построение картины сдвигов «режимов»
в виде бинарной матрицы, в которой границе
отвечает 1, а ее отсутствию – 0.
Сравнение алгоритмов B- и R- на примерах

показало, что B-алгоритм уверенно выделяет
стабильные «режимы» процессов, имеет высо-
кую чувствительность к их сдвигам, различает
сдвиги и тренды «режимов» [11].

Результаты

Пример 1. Пример поясняет соответствие
сдвигов «режимов» и областей неоднородно-
сти на модельной среде, состоящей из после-
довательно расположенных по глубине слоев
почвы, мерзлого песка и бетона (рис. 1, а) [9].
При обработке радарограммы вейвлетами из-
за затухания импульсов в электропроводящем
слое мерзлого песка отражения от нижней гра-
ницы бетонного слоя не были обнаружены. К
одной из трасс [9], график которой (рис. 1, б)

был оцифрован и затем линейно интерполиро-
ван, применяли B- и R-алгоритмы (рис. 1, в, г
соответственно).
Картина сдвигов «режимов» R-алгоритма

не соответствует модели. Добиться соответ-
ствия не помогает изменение параметров в
широком диапазоне. При уменьшении дли-
ны окна алгоритм выделяет интенсивные им-
пульсы, при ее увеличении описывает трассу
одним «режимом». Причина несогласия, по-
видимому, связана с низкой чувствительно-
стью алгоритма к сдвигам «режимов».
B-алгоритм выделил сдвиги «режимов» на

всех границах модельной среды, в том чис-
ле на нижней границе бетонного слоя, пред-
ставляя сдвиг режима одним отсчетом трас-
сы. По сравнению с другими сдвигами послед-
ний сдвиг «режима» определен менее точно.
Несмотря на то что причиной этого может
быть затухание сигнала, пример тем не менее
демонстрирует возможность работы с затуха-
ющими сигналами.
Пример 2. Контроль мощности и структу-
ры ледовых покровов применяют при движе-
нии судов во льдах, использовании ледовых
переправ, строительных работах в условиях
вечной мерзлоты [6]. Перспективно обследо-
вать обширные ледовые территории георада-
ром, размещенным на летательном аппарате,
а при обработке данных использовать алго-
ритмы, распознающие виды льда, водные, воз-
душные линзы, трещины [14]. Выбор ледо-
вых покровов в качестве объектов георадар-
ных исследований удобен из-за высокого ка-
чества сигнала, малого числа распознаваемых
образов, простоты проверки результатов буре-
нием.
B-алгоритм применен для обработки фраг-

мента I георадарного разреза покрытого
льдом озера Мустаярви (рис. 2). На рис. 3 при-
ведены результаты обработки первой трассы
фрагмента I B-алгоритмом при разных значе-
ниях параметра r и структура «режимов» ле-
дового покрова фрагмента. Рис. 3, г позволяет
представить структуру как состоящую из сло-
ев рыхлого поверхностного льда, консолиди-
рованного льда и нижней менее упорядочен-
ной водно-ледяной смеси.
Пример 3. На рис. 4, а показан близкий
к берегу фрагмент II георадарного разре-
за (рис. 2), на рис. 4, б, в – результаты
его обработки технологией Канни и
гильберт-преобразованием, реализованными
в «MATLAB» командами «edge» и «hilbert».
Схема «режимов» фрагмента, выделенных
B-алгоритмом, представлена на рис. 4, г.
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Рис. 1. Модельная среда [9] (а), график трассы радарограммы [9], результаты обработки оцифрованного
и интерполированного графика (б) B-алгоритмом (r = 0.36, p = 0.05, b = 4, n = 10) (в) и R-алгоритмом
(l = 15, p = 0.05, k = 1) (г)
Fig. 1. A model medium [9] (а), a plot of a georadar data path [9], the results of the processing of the plot (б)
digitized and interpolated by B-algorithm (r = 0.36, p = 0.05, b = 4, n = 10) (в) and R-algorithm (l = 15,
p = 0.05, k = 1) (г)

Рис. 2. Часть георадарного разреза озера Мустаярви, выделенные фрагменты I и II
Fig. 2. Part of the georadar section of Lake Mustajarvi. Fragments I and II are emphasized
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Рис. 3. Трасса первого пикета фрагмента I и ее десятикратно увеличенная картина «режимов» B-
алгоритма при b = 4, n = 10 и r = 0.24, 0.36, 0.3 соответственно (а, б, в); г – структура сдвигов
«режимов» ледяного покрова для параметров b = 4, n = 10, r = 0.3
Fig. 3. The path of the first picket of fragment I and its ten-fold image of the “regime” of B-algorithm at b = 4,
n = 10 and r = 0.24, 0.36, 0.3, respectively (а, б, в); г – shift structure of ice cover “regimes” for parameters
b = 4, n = 10, r = 0.3

��
��
23



Рис. 4. Фрагмент II георадарного разреза оз. Мустаярви (а) и результаты его обработки с использова-
нием технологии Канни (б) и гильберт-преобразования (в), картина его сдвигов «режимов», полученная
B-алгоритмом с параметрами r = 0.1, b = 4, n = 15 (г)
Fig. 4. Fragment II of the georadar section of Lake Mustajarvi (а) and the results of its processing by Canny’s
technology (б) and Hilbert transform (в), an image of its “regime” shift provided by B-algorithm with the
following parameters r = 0.1, b = 4, n = 15 (г)
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Технологией Канни удалось выделить слои
ледового покрова, неоднородности в толще во-
ды, залегание пород дна водоема. Гильберт-
преобразование позволило оценить мощность
ледового покрова, положение неоднородностей
водной толщи и коренных пород. B-алгоритм
также выявил слои льда, особенности вод-
ной толщи, пологое опускание коренных по-
род ложа водоема. Хотя детальное сравне-
ние результатов алгоритмов затруднительно,
в общих чертах картина сдвигов «режимов»
B-алгоритма верно отражает положения ос-
новных неоднородностей исследуемой среды.
С глубиной положения сдвигов «режимов»

в выделяемых B-алгоритмом слоях размыва-
ются. Это может быть связано с затуханием
импульсов, как и определяться выбором пара-
метров алгоритма. Для более полного отобра-
жения сдвигов «режима» на длинной трассе
значение параметра r следует выбирать ма-
лым, соответствующим по возможности мень-
шей длине участка на этапе кластеризации ал-
горитма. При заданных значениях парамет-
ра b это может уменьшить точность определе-
ния моментов сдвигов «режимов». Проблему
можно пытаться решить, применяя апостери-
орную регулировку усиления по трассе, анализ
огибающей трассы, сравнение дисперсий на ее
участках.
Другая особенность, проявившаяся при об-

работке длинных трасс, связана с большими
затратами времени. Традиционный способ их
сокращения – отказ от последовательной об-
работки, модификация алгоритма путем рас-
параллеливания вычислений.

Заключение

Выделяемые B-алгоритмом сдвиги «режи-
мов» трасс соответствуют границам областей
неоднородности исследуемых сред. Представ-
ление «режимами» сжимает данные, упроща-
ет их обработку, выявляет особенности волно-
вых форм, замаскированные обилием деталей.
Использующая функции системы реализа-

ция алгоритма в «MATLAB» ускоряет расче-
ты и позволяет наглядно представить резуль-
таты обработки.
Проверка B-алгоритма на примерах под-

твердила возможность его применения к неко-
торым задачам георадарных исследований, от-
разила преимущества алгоритма, связанные с
его чувствительностью к сдвигам «режимов»,
способностью работать с затухающими сигна-
лами, автоматически обрабатывать данные. В
то же время проведенное исследование выяви-
ло проблемы, требующие дальнейшего изуче-
ния.

Совершенствование B-алгоритма при обра-
ботке георадарных данных возможно в на-
правлениях апостериорной регулировки ам-
плитуды сигнала и распараллеливания вычис-
лений по трассам радарограмм.

Исследование выполнено в рамках государ-
ственного задания КарНЦ РАН (Институт
геологии КарНЦ РАН, тема № AAAA-A18-
118020690231-1).
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ВЛИЯНИЕ УПРАВЛЕНИЯ НА ДИНАМИКУ МНЕНИЙ
УЧАСТНИКОВ КОЛЛЕКТИВА
Ю. А. Дорофеева

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия;
Петрозаводский государственный университет, Россия

В работе исследуется задача управления мнениями участников коллектива ме-
тодами динамического программирования. Управление заключается в приве-
дении всех мнений членов коллектива к наперед заданной величине. Процесс
формирования мнений участников зависит от влияния их друг на друга. Это
влияние заключается в выражении своего мнения, которое все участники взве-
шивают и впоследствии формируют новое мнение. Структура коллектива пред-
ставлена в виде полного неориентированного графа с тремя вершинами. Ре-
зультаты численного моделирования иллюстрируют влияние выбранных фак-
торов (управление, влияние членов коллектива друг на друга, а также наличие
связей) на динамику мнений.

Ключ е вы е c л о в а: динамика мнений; среднее значение; оптимальное управ-
ление; функция Беллмана.

Yu. A. Dorofeeva. MANAGEMENT EFFECTS ON THE
DYNAMICS OF OPINIONS IN A TEAM
This paper explores the problem of manipulating the opinions of team members
using dynamic programming methods. The mission of the management is to steer all
the opinions of the team members towards a certain pre-defined value. The opinions
of participants are shaped by their influence on each other. A member expresses
one’s opinion, the others analyze it, and then form a new opinion taking into
account the opinions of others. The structure of the team is portrayed as a complete
undirected graph with three vertices. The results of numerical modeling illustrate
the influence of the selected factors (management, influence of team members on
each other, as well as existing connections) on opinion dynamics.

K e ywo r d s: opinion dynamics; mean; optimal management; Bellman function.

Введение

Эволюция моделей динамики мнений в раз-
личных социальных сообществах напрямую
связана с главным вопросом достижения кон-
сенсуса, а также условиями его существова-
ния. Одной из первых моделей была модель
Де Гроота [7], в которой автор предложил до-
статочно простой закон изменения мнений в

коллективе путем взвешивания своего мнения
и мнений остальных участников. В этом слу-
чае консенсус достижим в случае существова-
ния предельной матрицы влияния. Достиже-
ние консенсуса рассматривается в модели Хег-
сельманна – Крауза [8], где мнения меняют-
ся за счет «усреднения». Особенностью этой
динамики является то, что участники обмени-
ваются мнениями не со всем коллективом, а
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только с теми, кто входит в их «круг интере-
сов». Достижение консенсуса в коллективе с
центрами влияния описаны в работах [5, 6].
Важными в этой области можно также на-
звать модели Фридкина – Джонсена. В дан-
ном случае консенсус достигается аналогично
закону Де Гроота. Стоит упомянуть модели
Деффаунта [8], Снайда [7, 8] и др. Однако во
всех отмеченных выше моделях не рассматри-
вается вопрос об управлении мнениями членов
коллектива. На данный момент есть исследо-
вания, посвященные игровым динамикам мне-
ний. Так, в работах [4, 9, 10] рассматривает-
ся модель Де Гроота в конфликтных услови-
ях. В работе [3] исследуется проблема игры
согласованного влияния на мнения участни-
ков социальной сети в качестве кооператив-
ной линейно-квадратичной игры в дискретном
времени [2]. В этой модели некоторые члены
выражают свое мнение агентам сети согласо-
ванно с целью приблизить их среднее мнение
к желаемому. В данном контексте это являет-
ся управлением мнением других участников.
Однако в такой постановке не учитывается
структура связей между агентами и участни-
ками сети, так как моделирование проводится
для графа решетки. В настоящей работе пред-
ложено исследование, посвященное динамике
мнений с учетом системы взаимодействия всех
членов коллектива.

Постановка задачи

Исследуется динамика мнений в коллек-
тиве в течение бесконечного периода време-
ни. Коллектив представим в виде пары (V, g),
где V – конечное множество вершин (участ-
ников коллектива), а g – множество направ-
ленных ребер, отражающих структуру взаи-
модействия внутри этого сообщества. Один
из участников управляет мнением остальных
участников. Используя общепринятую тер-
минологию, члены коллектива, которые под-
вержены влиянию, называются «агентами».
Участник, управляющий мнением агентов, –
это «игрок».
В общем виде динамика мнений всех чле-

нов выглядит следующим образом:

xi(t+ 1) = xi(t) + ai((

n∑
i=1

xi(t)

n
)− xi(t)),

где ai – это коэффициент, индивидуальный
для каждого члена коллектива, ai ∈ R+.
Рассмотрим коллектив, в котором взаимо-

действуют три участника. Представим его в
виде планарного графа.

1

2

3

Динамика мнений для такой конфигурации
описывается с помощью линейной разностной
системы:⎧⎪⎨⎪⎩
x1(t+1)=x1(t)+a1(

∑3
i=1

xi(t)
3 − x1(t))

x2(t+1)=x2(t)+a2(
∑3

i=1
xi(t)
3 − x2(t))+u(t).

x3(t+1)=x3(t)+a3(
∑3

i=1
xi(t)
3 − x3(t))

Начальные условия xi(0) = x0i , i = 1, 2, 3.
В процессе обмена мнениями целью второго
участника-игрока является управление мнени-
ями двух других агентов, т. е. ограничение их
мнений и «приведение» их к заданной вели-
чине a ∈ R+. Решение задачи сводится к ми-
нимизации функционала:

J(u) =

∞∑
t=0

δt(

3∑
i=1

(xi − a)2 + cu2t ),

где δ ∈ (0; 1] – коэффициент дисконтирования,
c – цена управления.
Для решения используем метод динамиче-

ского программирования [1]. Уравнение Белл-
мана в данном случае имеет вид:

V (x1, x2, x3) (1)

= min
u

(

3∑
i=1

(xi − a)2 + cu2t + δV (x′1, x
′
2, x

′
3)),

где ⎧⎨⎩
x′1 = x1 + a1(

∑3
i=1

xi

3 − x1)

x′2 = x2 + a2(
∑3

i=1
xi

3 − x2) + u .

x′3 = x3 + a3(
∑3

i=1
xi

3 − x3)

(2)

Оптимальное управление будем искать в
классе линейных функций

u(x1, x2, x3) = c1x1 + c2x2 + c3x3 + c0, (3)

а функцию Беллмана – в классе квадратиче-
ских функций

V(x1, x2, x3)=

3∑
i=1

kixi+

3∑
i=1

3∑
j=1

kijxixj+k0, (4)

где kij = kji, i �= j. Найдем минимум по u пра-
вой части (1) из уравнения:

(

3∑
i=1

(xi − a)2 + cu2t + δV (x′1, x
′
2, x

′
3))

′
u = 0
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или

2cu+ δ
∂V

∂x′2

∂x′2
∂u

= 0.

Отсюда

2cu+ δ(k2+2k12x
′
1+2k22x

′
2+2k23x

′
3) = 0. (5)

Подставив (2) в (5), найдем выражение для
управления в линейной форме (3), где

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
c1 = − δ((3−2a1)k12+a2k22+a3k23)

3(k22δ+c)

c2 = − δ(a1k12+(3−2a2)k22+a3k23)
3(k22δ+c)

c3 = − δ(a1k12+a2k22+(3−2a3)k23)
3(k22δ+c) .

c0 = − δk2

2(k22δ+c)

(6)

Наконец, подставив (6) в уравнение (1), вы-
числим коэффициенты в функции Беллмана
(7).

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

k11 =
36(k22δ+c)2+cδ2(4a1k12−2a2k22−2a3k23−6k12)2

36(k22δ+c)2(1−δ)

k22 =
36(k22δ+c)2+cδ2(4a2k22−2a1k12−2a3k23−6k22)2

36(k22δ+c)2(1−δ)

k33 =
36(k22δ+c)2+cδ2(4a3k23−2a1k12−2a2k22−6k23)2

36(k22δ+c)2(1−δ)

k12 =
cδ2(−2a1k12+4a2k22−2a3k23−6k22)(4a1k12−2a2k22−2a3k23−6k12)

18(k22δ+c)2(1−2δ)

k13 =
cδ2(−2a1k12+4a3k23−2a2k22−6k23)(4a1k12−2a2k22−2a3k23−6k12)

18(k22δ+c)2(1−2δ)

k23 =
cδ2(−2a1k12+4a3k23−2a2k22−6k23)(4a1k12−2a2k22−2a3k23−6k23)

18(k22δ+c)2(1−2δ) .

k1 =
−12a(k22δ+c)2−cδ2k2(4a1k12−2a2k22−2a3k23−6k12)

6(k22δ+c)2

k2 =
−12a(k22δ+c)2−cδ2k2(4a2k22−2a1k12−2a3k23−6k22)

6(k22δ+c)2

k3 =
−12a(k22δ+c)2−cδ2k2(4a3k23−2a1k12−2a3k23−6k23)

6(k22δ+c)2

k0 =
12a2(k22δ+c)2+cδ2k2

2

4(k22δ+c)2(1−δ)

(7)

Численное моделирование

С помощью программы Wolfram
Mathematica были получены численные ре-
зультаты, которые позволяют проанализиро-
вать и оценить изменения величины управ-
ления, а также его связь с остальными пара-
метрами модели. Поскольку влияние игрока
на агентов одинаково и система симметрична,
предполагаем, что начальные данные первого
и третьего агентов равны, а также равны их
коэффициенты a1 = a3. Рассмотрим два при-
мера.

Пример 1.
Начальные данные x0

1 = x0
3 = 0.4, x0

2 = 0.3,
a1=a3=0.8, a2=0.6, δ=0.9, c=0.1, a=1.

В результате решения системы (7) были по-
лучены несколько наборов решений. Для од-
ного из них, k0 = −10, k1 = 10, k2 = −0.1,
k3=10, k11=−2, k12=0.1, k13=−3, k22=−0.1,
k23 = 0.1, k33 = −2, определим управление
u(x1, x2, x3) с помощью коэффициентов (6), а
также функцию Беллмана V (x1, x2, x3).

u(x1, x2, x3) = −0, 9x1 − 0.2x2 − 0.9x3 + 2. (8)

Определим вид функции Беллмана по фор-
муле (4) в классе квадратических функций.

Рис. 1. Динамика изменения функции управления
в коллективе с одним игроком и двумя агентами
для δ = 0.9, c = 0.1
Fig. 1. The dynamics of changes in the management
function in a team with one player and two agents for
δ = 0.9, c = 0.1

V (x1, x2, x3) = −2x21 − 0.1x22 − 2x23 − 6x1x3
(9)

+0.2x2x3+0.2x1x2+10x1−0.1x2+10x3−10.
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Таблица 1. Изменение мнения агентов, игрока и функции управления во времени к примеру 1
Table 1. Change of opinion of agents, player and management functions over time for example 1

t = 0 t = 1 t = 2 t = 3 t = 4 t = 5 t = 6 t = 7 t = 8 t = 9 t = 10
x1(t) 0.4 0.4 0.66 0.78 0.81 0.88 0.91 0.93 0.94 0.96 0.99
x2(t) 0.3 1.4 1.45 1.37 1.28 1.23 1.21 1.19 1.16 1.02 1.01
x3(t) 0.4 0.4 0.66 0.78 0.81 0.88 0.91 0.93 0.94 0.96 0.99
u(t) 0.99 0.97 0.45 0.22 0.15 0.13 0.12 0.10 0.08 0.08 0.02
V(t) −3.6 −3.7 −1.1 −0.38 −0.21 0.01 0.11 0.13 0.15 0.22 0.29

Рис. 2. Динамика мнений игрока и агентов во вре-
мени для δ = 0.9, c = 0.1 ( – агенты x1(t), x3(t);
– игрок x2(t))
Fig. 2. The dynamics of the opinions of the player
and agents over time for δ = 0.9, c = 0.1 ( – agents
x1(t), x3(t); – player x2(t))

Рис. 3. Динамика мнений игрока и агентов во вре-
мени для δ = 0.8, c = 0.4 ( – агенты x1(t), x3(t);
– игрок x2(t))
Fig. 3. The dynamics of the opinions of the player
and agents over time for δ = 0.8, c = 0.4 ( – agents
x1(t), x3(t); – player x2(t))

Таблица 2. Изменение мнения агентов, игрока и функции управления во времени к примеру 2
Table 2. Change of opinion of agents, player and management functions over time for example 2

t=0 t=2 t=4 t=6 t=8 t=10 t=12 t=14 t=16 t=18 t=20 t=22 t=24
x1(t) 2 2.03 2.3 2.6 2.82 2.71 2.69 2.65 2.59 2.49 2.46 2.42 2.33
x2(t) 2 4.31 3.34 3.31 3.34 3.32 3.12 3.05 2.94 2.82 2.68 2.53 2.51
x3(t) 2 2.03 2.3 2.6 2.82 2.71 2.69 2.65 2.59 2.49 2.46 2.42 2.33
u(t) 0.17 0.81 0.42 0.31 0.29 0.275 0.22 0.21 0.20 0.19 0.18 0.17 0.15
V(t) −3.81 −6.74 −21.3 −25.6 −24.3 −22.4 −19.2 −14.7 −10.3 −9.4 −8.7 −5.6 −1.2

Для данных начальных условий x1(0) =
x3(0) = 0.4, x2(0) = 0.3 оптимальная траекто-
рия для управления (8) имеет вид, представ-
ленный на рис. 1, а численные значения управ-
ления (8) и функции Беллмана (9) приведены
в табл. 1. На рис. 2 представлена динамика
мнений агента и игроков.

Исходя из полученных результатов можно
сделать вывод о том, что сходимость мнений
агентов к наперед заданному значению проис-
ходит за относительно небольшое количество
итераций. Это связано с тем, что для дан-
ной динамики характерна достаточно «низ-

кая» цена. Начальные мнения всех участников
лежат в интервале (0, 1). Функция управления
носит убывающий характер.
Пример 2. Начальные данные x0

1 = x0
2 =

x0
3 = 2, δ = 0.8, c = 0.4, a1 = a3 = a2 = 0.6,

a = 1.
Аналогичным образом, как и в первом слу-

чае, строится таблица зависимости мнения
агентов и игрока, а также графики.
На рис. 3 представлен график изменения

мнений участников коллектива во времени, а
на рис. 4 – график изменения функции управ-
ления по времени.
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В результате решения системы (7) полу-
чены несколько наборов решений. Для одно-
го из них, k0 = −20, k1 = 20, k2 = −0.7,
k3 = 20, k11 = −5, k12 = 0.4, k13 = −6, k22 =
−0.5, k23 = 0.5, k33 = −5, определим управ-
ление u(x1, x2, x3) с помощью коэффициентов
(9), а также функцию Беллмана V (x1, x2, x3).

u(x1, x2, x3)

= −0.13x1 + 0.26x2 − 0.13x3 + 0.16. (10)

Определим вид функции Беллмана по фор-
муле (4) в классе квадратических функций.

V (x1, x2, x3)=−5x21−0.5x22−5x23−6x1x3
(11)

+0.5x2x3+0.4x1x2+20x1−0.7x2+20x3−20.

Для данных начальных условий x1(0) =
x2(0) = x3(0) = 0.6 оптимальная траектория
для управления (8) имеет вид, представлен-
ный на рис. 4, а численные значения управле-
ния (10) и функции Беллмана (11) приведены
в табл. 2.

Рис. 4. Динамика изменений функции управления
в коллективе с одним игроком и двумя агентами
для δ = 0.8, c = 0.4
Fig. 4. Dynamics of changes in the management
function in a team with one player and two agents
for δ = 0.8, c = 0.4

Сравнивая результаты примеров 1 и 2,
можно сделать вывод о том, что сходимость
мнений агентов и игрока к наперед задан-
ной величине во втором случае происходит за
большее количество итераций.
«Замедление» можно объяснить тем, что в

четыре раза вырос такой параметр, как цена,
c = 0.4, в первом случае c = 0.1, а также из-
менились индивидуальные коэффициенты ai.

Кроме того, в примере 1 разница между на-
чальными мнениями агентов и заданным от-
личается на меньшую величину, чем в приме-
ре 2. В первом случае a − x1(0) = a − x3(0) =
0.2, а во втором a − x1(0) = a − x3(0) = 1,
т. е. итераций во втором сценарии потребует-
ся больше, чем в первом. Функция управления
имеет убывающий вид, как и в предыдущем
случае.

Заключение

Рассмотрена задача динамики мнений
участников, в которой структура взаимодей-
ствия представлена в виде полного графа с
тремя вершинами. Мнением одного из агентов
управляет некий игрок, который минимизиру-
ет разницу между мнениями других участни-
ков и заданной величиной. В данной постанов-
ке задача решается с применением функции
Беллмана.
Важно, что именно функция управления

влияет на «сведение» мнений участников к
желаемому значению, а значит, и на всю
динамику в целом, делая ее определенной,
«предсказуемой». Численное значение функ-
ции управления уменьшается по мере того, как
близки мнения агентов к заданному.
В качестве иллюстрации выбраны примеры

с разными начальными мнениями всех членов
коллектива, а также значениями коэффици-
ента дисконтирования, индивидуальных коэф-
фициентов и цены игры. Именно эти показа-
тели влияют на скорость сходимости. Важным
выводом является следующее:
- чем выше цена, которую платит игрок,

тем медленнее процесс сходимости;
- процесс зависит от начальных мнений

всех участников: чем меньше разница между
ними, тем быстрее сходимость.
Важно отметить, что данная постановка

является не игровой, а носит оптимизацион-
ный характер. Однако это исследование дает
широкую перспективу для дальнейшего изу-
чения конфликтных сценариев в случае, когда
игроков более одного и появляется конкурен-
ция.
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ПЕРЕНОСА CO2

В ЛЕСНЫХ ПЕСЧАНЫХ ПОЧВАХ

Ю. В. Заика1, О. Н. Бахмет2

1Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

2Отдел комплексных научных исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

В контексте анализа влияния антропогенных факторов на изменения глобаль-
ных биосферных процессов исследования круговорота углерода в масштабе
«атмосфера–растения–почва» соответствующие математические модели пред-
ставляют значительный интерес. Помимо оценки глобального баланса потоков
углерода отмечается необходимость более пристального внимания к математи-
ческому описанию газовой фазы почв на локальном уровне, учитывая много-
образие почв и условий их жизненного цикла. В частности, именно на основе
локальных экспериментальных данных делаются выводы о преимущественной
эмиссии или доминирующем стоке углерода на тех или иных территориях, о
влиянии мелиорации почв, таяния вечной мерзлоты и т. д. В работе предло-
жена математическая модель продуцирования и переноса углекислого газа в
суточном диапазоне времени в лесных почвах, характерных для Восточной
Фенноскандии. Модель ориентирована на сравнительный количественный ана-
лиз диффузионной и конвективной составляющих с целью оценки динамики
дыхания почвы и изменений направлений стока. Предпринята попытка огра-
ничиться минимальным количеством необходимых параметров краевой задачи,
требующих оценки по экспериментальным данным.

Ключ е вы е c л о в а: краевые задачи в пористой среде; диффузия и конвекция;
перенос CO2 в песчаных почвах.

Yu. V. Zaika, O. N. Bakhmet. BOUNDARY VALUE PROBLEM
OF CO2 TRANSPORT IN SANDY FOREST SOILS

In the context of human-induced changes in global biospheric processes, research
on carbon cycling at the ‘atmosphere – plants – soil’ scale and the corresponding
mathematical models are of substantial interest. In addition to the global analysis
of the balance of carbon fluxes, specialists in soil science argue that closer attention
should be given to the mathematical description of the gaseous phase of soils at the
‘local level’, taking into account the diversity of soils and their ‘life cycle’ conditions.
Thus, it is the local experimental data that are the basis for conclusions about an
area being mainly a source or a sink of carbon, about the effects of soil reclamation,
permafrost thawing, etc. A mathematical model is suggested here for daily carbon
dioxide production and transport in forest soils typical of Eastern Fennoscandia. The
model performs a comparative quantitative analysis of the diffusion and convection
components to estimate changes in soil respiration and transfer directions. An
attempt is made to minimize the number of boundary value problem parameters to
be estimated using experimental data.

K e ywo r d s: boundary value problems in a porous medium; diffusion and
convection; CO2 transport in sandy soils.

��
��
34



Введение

Комплексные модели круговорота углеро-
да в масштабе «атмосфера–растения–почва»,
обстоятельный обзор литературы, тенденции
развития математического моделирования в
этой области представлены в [9, 14, 15, 18]. Бо-
лее пристальное внимание к физически обос-
нованному математическому описанию газо-
вой фазы почв уделено в [13, 17, 18, 20]. Имен-
но на основе локальных экспериментальных
данных о дыхании почв делаются выводы о
преимущественной эмиссии или доминирую-
щем стоке углерода на тех или иных тер-
риториях, о влиянии мелиорации почв, тая-
ния вечной мерзлоты и т. д. Проблема меж-
дисциплинарная. Результаты численного мо-
делирования – лишь один из аргументов при
обсуждении дискуссионных вопросов и про-
блем, возникающих, в частности, при анали-
зе баланса потоков углекислого газа и мета-
на в различных почвенных и болотных эко-
системах. Вести речь о какой-либо универ-
сальной математической модели переноса уг-
лекислого газа в почвенном горизонте прежде-
временно. Модель должна «подстраиваться»
под конкретную задачу, описывать влияние
лишь лимитирующих факторов с учетом име-
ющихся возможностей и точности измерений
тех или иных потоков, концентраций, характе-
ристик (гранулометрический состав, физико-
химические параметры и т. д.). Трудно рассчи-
тывать на корректную оценку десятков апри-
ори неизвестных параметров в детализирован-
ных моделях по измерениям «внешних» по-
токов CO2 из почвы, дискретным показани-
ям температуры, влажности и т. п. Здесь сле-
дует иметь в виду и следующее обстоятель-
ство. Коэффициенты (например, диффузии),
как известно, не измеряются, а вычисляются
по измерениям в рамках конкретной модели
(как правило, очень упрощенной). Использо-
вать эти значения в других (более детализи-
рованных) моделях нужно с осторожностью,
ориентируясь в лучшем случае на порядок ве-
личины. Один и тот же (формально по на-
званию) коэффициент, но в разных моделях
(например, при различных краевых услови-
ях) примет различные значения, даже если об-
рабатывается одна и та же «эксперименталь-
ная кривая». Поэтому, используя литератур-
ные данные, следует, помимо уточнения экспе-
риментальных условий, обращать внимание на
методику вычисления значения того или ино-
го «табличного» коэффициента. И если не ре-
шать глобальные задачи (требующие усилий

больших научных коллективов, длительного
времени, дорогостоящих экспериментальных и
вычислительных ресурсов), то трудно приду-
мать конкретную прикладную задачу, в кото-
рой (условно) при 10-процентной погрешности
измерений требуется выделить десять процес-
сов, вносящих сопоставимый друг с другом 10-
процентный вклад «в общий поток».
Исходя из этих общих соображений рас-

смотрим следующую задачу моделирования.
Для определенности представим себе обычный
погожий летний день в конце июля в обыч-
ном сосновом лесу Восточной Фенноскандии.
Обычная песчаная почва, покрытая обыч-
ной лесной подстилкой. Рассмотрим вопрос
о количественном сопоставлении диффузион-
ной и конвективной составляющих переноса
углекислого газа (исторически «постулирует-
ся» преимущественный характер молекуляр-
ной диффузии). В научной литературе ана-
лизируются и другие возможные механизмы
переноса [13, гл.V], вплоть до «экзотических»
(кнудсеновская диффузия, диффузия по по-
верхности твердой фазы, тепловое скольже-
ние и т. п.). Конечно, эти процессы участвуют,
их список можно продолжить, вопрос лишь в
их сопоставимости (и где взять значения соот-
ветствующих коэффициентов?). В частности,
вряд ли тепловое скольжение может играть за-
метную роль, поскольку оно становится замет-
ным лишь в сильно разреженных газах [12,
с. 357]. Это возможно в микропорах, но они
слабо связаны и вряд ли представляют «кон-
курирующий» канал переноса. Впрочем, не бу-
дем столь категоричны, поскольку принятая
модель основана на интегральных, усреднен-
ных характеристиках без детализации много-
образия механизмов переноса.
В целом, исходя из поставленной задачи

(она еще будет уточняться), будем придержи-
ваться следующего подхода. Постулаты нерав-
новесной термодинамики (уравнения Онзаге-
ра) предписывают «перекрестный» учет гра-
диентов концентраций, температуры, давле-
ния, влажности . . . , что для наших целей при-
ведет к неоправданному усложнению многопа-
раметрической модели. Будем моделировать
динамику газовой фазы (характеристики ко-
торой трудно измерить с высокой точностью).
А температуру и влажность будем учитывать
их влиянием на «эффективные газовые пара-
метры» переноса, ориентируясь на экспери-
ментальные данные и их физически осмыслен-
ную аппроксимацию (не выписывая уравнения
теплопроводности и влагопереноса).
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В общих математических терминах рас-
суждаем следующим образом. Рассмотрим
функционал J [t, z, c(t, ·)], значение которого в
момент времени t на глубине z определяется
распределением концентрации c(t, ·) в окрест-
ности текущей точки z. В линейном прибли-
жении локально это распределение характери-
зуется первыми двумя слагаемыми формулы
Тейлора: значениями c(t, z) и ∂zc(t, z). Клас-
сическая молекулярная диффузия реагирует
на градиент, а конвективное движение угле-
кислого газа (гравитационное, в растворенной
форме в почвенной влаге, в результате испа-
рения влаги и т. п.) по величине определяется
скоростью среды и значением концентрации.
Различные процессы переноса газа в почве до-
статочно подробно описаны в книге [13, гл.V],
а в справочнике [6, с. 437] только для изотер-
мических условий выделены десять основных
возможных механизмов переноса. Не задава-
ясь необозримой задачей явного учета такого
многообразия процессов (а конкретную прак-
тическую задачу, для которой это необходимо,
трудно сформулировать), будем в линейном
приближении классифицировать эти процессы
по их вкладу преимущественно в коэффици-
енты при концентрации или при ее градиенте.
При этом «накапливается» эффективная ско-
рость конвекции и эффективный коэффици-
ент диффузии. Чтобы не загромождать обо-
значения индексом eff, далее подразумеваем,
что упоминаемые коэффициент диффузии и
скорость конвективного переноса носят инте-
гральный, усредненный, эффективный, акку-
мулирующий характер. Численному анализу и
сравнению подлежат «типы переноса» (вклю-
чая их локальное направление по глубине поч-
венного слоя), а не многочисленные «составля-
ющие», имеющие каждый конкретный физи-
ческий или биохимический смысл и механизм
реализации. В частности, нас будет интересо-
вать, какая часть продуцируемого в почве уг-
лекислого газа (в основном благодаря дыха-
нию корней, химическим процессам разложе-
ния органических веществ и жизнедеятельно-
сти микроорганизмов) достигает поверхности
(с которой эмиссия CO2 регистрируется доста-
точно надежно), а какая часть депонируется
глубинными слоями почвы (в частности, уно-
сится грунтовыми водами).

При изложении модели в форме краевой
задачи будем последовательно анализировать
выделенные лимитирующие процессы. Англо-
язычная версия описания модели представле-
на в [21]. Авторы ссылались в основном лишь
на доступные русскоязычные монографии, не
ставя перед собой цель обзора.

Математическая модель

Температура
Начнем с «самого простого» — учета вли-

яния суточных колебаний температуры кор-
необитаемого слоя почвы. Кавычки означают,
что мы воспользуемся простейшей аппрокси-
мацией температуры T (t, z) по времени t и
глубине z, не привлекая сложный математиче-
ский аппарат теплофизики почв [16]. Летний
период в сосновом лесу Восточной Фенноскан-
дии характеризуется небольшой суточной ам-
плитудой температуры. Что касается почвы,
то следует учесть значительный демпфиру-
ющий эффект лесной подстилки. На фоне
физико-химических процессов продуцирова-
ния CO2, которые обычно характеризуются
экспоненциальной зависимостью от темпера-
туры (по закону Аррениуса), коэффициенты
диффузии и конвекции слабо (степенным об-
разом с удовлетворительной точностью) зави-
сят от T . Но мы учтем и такую зависимость из
соображений сбалансированности модели и ис-
ходя из возможности малых колебаний иници-
ировать резонансные явления. Мы не нацеле-
ны на предельные упрощения, которые бы поз-
волили надеяться на аналитические выклад-
ки. Для численного анализа указанное уточ-
нение учесть несложно.
Будем ориентироваться на качественный

характер динамики температуры почвы, пред-
ставленный на рис. 1 (см. также [20, с. 15, 16]).
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Рис. 1. Сезонный ход температуры
Fig. 1. Seasonal temperature variations

Воспользуемся решением классической «зада-
чи о температуре земли» [2, §14], точнее, вы-
ражениями для температурных волн [12, §55]:

αy ≡
√

ωy[2χy]−1, Ty(t, z) = T∞

+ΔTy exp
{− αyz

}
cos
{
ωyt− αyz

}
.
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Вместо функции cos можно взять sin в за-
висимости от предпочтительного выбора на-
чала отсчета времени (уточним позже). По-
ка ограничимся среднегодовыми колебаниями
(индекс y означает «year»). Значение T∞ соот-
ветствует установившейся температуре на глу-
бине 3–4 метра (например, T∞ = 4 ◦C). Период
колебаний τy = 2π/ωy равен году, ωy — соот-
ветствующая частота. Для численных расче-
тов по уравнению диффузии в относительно
небольшом диапазоне времени удобно принять
[t] = s. Для ориентировки по порядку вели-
чин [2, с. 101]: период τy ≈ 365 · 24 · 60 · 60 ≈
3.15× 107s, коэффициент температуропровод-
ности χy ≈ 2×10−3cm2/s. Тепловая волна рас-
пространяется с задержкой по фазе, что от-
ражено в формуле. Поверхность равной фа-
зы ωyt − αyz = const движется вглубь поч-
вы со скоростью v = dz/dt =

√
2ωyχy. При

z = 0 получаем колебание температуры при-
поверхностного слоя почвы: T 0

y (t) = T∞ +
ΔTy cos{ωyt}. Если для примера фиксировать
амплитуду ΔTy = 6 ◦C, то T 0

y (t) ∈ [−2, 10] и
на глубине 3–4 метра колебания практически
затухают. Формально maxT 0

y достигается при
t = 0, т. е. здесь за начало отсчета време-
ни примем условно границу июль-август. По-
скольку нас далее будет интересовать суточ-
ный ход температуры, то, пренебрегая малой
величиной ωyt (ωy ≈ 2 × 10−7), зафиксируем
«базовое распределение (J = July)»

TJ(z) = T∞ +ΔTy exp
{−αyz

}
cos
{−αyz

}
.

Отметим также, что для указанного значения
температуропроводности χy (по порядку вели-
чины) αy ≈ 10−2 и колебательный характер
экспоненциально затухающей функции TJ(z)
будет слабо заметен.
Аналогичным образом примем аппрокси-

мацию в дневном диапазоне:

αd ≡
√

ωd[2χd]−1, Td(t, z) = TJ(z)

−ΔTd exp
{− αdz

}
cos
{
ωdt− αdz

}
. (1)

При этом ωd � ωy (примерно в 365 раз) и
αd � αy (примерно в 19 раз). Дневная ам-
плитуда колебаний ΔTd невелика (например,
ΔTd = 2) за счет демпфирующего влияния
лесной подстилки. Для указанных значений
имеем T 0

d (t) ∈ [8, 12]◦C. Минимум приповерх-
ностной (z = 0) температуры достигается при
t = 0, так что в формуле (1) за начало от-
счета времени принимаем начало нагрева поч-
вы после ночного охлаждения, условно 6 часов
утра. Для краткости говорим о начале свето-
вого дня (подразумевая уровень освещения пе-

рехода «охлаждение–нагрев»). Колебания за-
трагивают, по существу, лишь примерно полу-
метровый корнеобитаемый подповерхностный
слой, где и происходит в основном активное
дыхание почвы и продуцирование CO2 в ре-
зультате физико-химических процессов разло-
жения органических веществ и жизнедеятель-
ности микроорганизмов.
Отметим теперь следующие обстоятель-

ства. Даже в безоблачные сутки колебания
приповерхностной температуры лишь грубо
опишутся синусоидой. Среднегодовая ампли-
туда ΔTy тоже весьма условна, а измерен-
ная ΔTd будет существенно варьироваться да-
же в пределах нескольких квадратных мет-
ров под лесной подстилкой. Значения темпера-
туропроводностей χy,d существенно различны,
хотя речь «об одной и той же почве». За сезон
можно говорить о некотором усредненном про-
греве или охлаждении почвы, а в течение су-
ток колебания температуры приземного слоя
воздуха приведут лишь к изменениям темпе-
ратуры некоторого объема почвы «в окрест-
ности каналов порового пространства». Не го-
воря уже о том, что усредненные (эффектив-
ные) значения χy,d не отражают изменения
теплопроводности почвы по мере изменения
ее структуры и состава с глубиной. Таким об-
разом, формулу (1) будем воспринимать как
физически осмысленный вариант аппроксима-
ции (стандартным методом наименьших квад-
ратов) экспериментальных данных по темпе-
ратуре варьированием в разумных пределах
параметров T∞, ΔTy,d, χy,d.
Требования к высокой точности аппрокси-

мации нет, поскольку формула будет исполь-
зоваться лишь в степенных (невысокой сте-
пени) зависимостях коэффициентов от темпе-
ратуры (на фоне экспоненциального всплеска
продуцирования CO2 в корнеобитаемом слое
при благоприятных условиях по температу-
ре и влажности). Вместе с тем анализ значе-
ний варьируемых параметров позволяет про-
водить условный сравнительный анализ почв
даже в пределах небольшой территории.

Концентрация CO2

Нас будут интересовать концентрации уг-
лекислого газа в почвенном воздухе и в поч-
венной влаге (в растворенном состоянии). Со-
пряжение с атмосферным воздухом осуществ-
ляется в основном вдоль поровых каналов до-
статочно большого диаметра (микропоры в
значительной степени изолированы и не со-
ставляют в целом сопоставимого канала пере-
носа газовой фазы почвы). Поэтому за основу
дальнейших рассмотрений примем равенство
давлений атмосферного воздуха и газовой фа-
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зы почвы в слое активного продуцирования
CO2. Незначительные колебания атмосферно-
го давления в течение суток не учитываем.
При изучении явлений переноса в га-

зах (в частности, диффузионных процессов в
смеси газов) общеупотребительны следующие
обозначения [12, гл.VII]: n — полная концен-
трация (общее число молекул газа в едини-
це объема газа, [n] = 1/cm3, можно исполь-
зовать и mol/cm3, mol/m3); если n1 относится
к какому-либо газу в смеси, то c1 = n1/n — от-
носительная концентрация «первого газа» (ко-
торым для нас далее будет CO2). Для отличия
массовую концентрацию будем обозначать за-
главной буквой C, [C] = mg/cm3, g/m3. Под-
черкнем, что при изучении газовой фазы поч-
вы [13] имеется в виду масса изучаемого га-
за в единице объема почвенного воздуха. Газ,
растворенный в почвенной влаге и адсорбиро-
ванный на свободной поверхности твердой фа-
зы, учитывается отдельно. Состав атмосферы
в объемных %: 78 (азот), 20.9 (кислород), . . . ,
0.035 (CO2),. . . (в массовых %: 75.51, 23.14, . . . ,
0.05, . . . ). В почвенном воздухе ситуация кар-
динально меняется [20, с. 34]. Уже на глубине
10–20 cm концентрация CO2 может возрасти
по порядку. В [13, с. 29] и [17, с. 298] указан
«предельный» диапазон: 0.035–20%.
Перейдем к растворимости углекислого га-

за в жидкой фазе. Учтем, что почвенная вла-
га обладает своеобразной спецификой [8, с. 25],
вода (по классификации А. Ф. Лебедева) мо-
жет принимать следующие формы: 1) водя-
ной пар, 2) гигроскопическая вода, 3) пленоч-
ная вода, 4) гравитационная вода, 5) вода в
твердом состоянии, 6) кристаллическая вода и
7) химически связанная вода. Локально рас-
творенному углекислому газу не приходится
«диффундировать в толщу воды». «Рабочий
диапазон» газовой концентрации находится на
уровне процентов. Процесс растворения явля-
ется быстрым в масштабе характерного вре-
мени лимитирующей молекулярной диффузии
в газовой фазе. По этим причинам примем в
линейном приближении модели в целом про-
порциональную зависимость Cw = γ(T )Cg, где
Cw — массовая концентрация CO2, растворен-
ного в единице объема жидкости, Cg ≡ C.
Здесь γ(T ) также следует воспринимать как
эффективный коэффициент и только в сред-
нем (по порядку величины) можно ориенти-
роваться на «табличную» растворимость.
В монографии [13] ставится проблема уче-

та адсорбированного углекислого газа на сво-
бодной поверхности твердой фазы. Одним из
возможных механизмов переноса является по-
верхностная диффузия. В количественном от-

ношении поверхностная концентрация (осо-
бенно если удельная поверхность велика) су-
щественна и регистрируется при проведении
экспериментов дегазации образцов почвы. Но
нас интересует динамика переноса, а не общая
концентрация. Воспринимаем количество ад-
сорбированного газа как слабоподвижный фон
(но который, несомненно, следует учесть при
оценке общего содержания углекислого газа
в почве). В порядке аналогии это согласует-
ся с известным мнением [1, с. 512] (правда, по
поводу совсем другого газа): «Правильнее, по
всей вероятности, считать, что часть водоро-
да прочно удерживается дефектами решетки
и поэтому не должна учитываться при опреде-
лении концентрации, градиент которой входит
в уравнение закона Фика, т. е. часть водорода
является полуинертной примесью. Закон Фи-
ка применим только к оставшейся части».
Введем теперь в рассмотрение два необхо-

димых параметра: ε(t, z) — порозность аэра-
ции (объемная доля газа в почве), θ(t, z) —
объемная доля влаги. Тогда 1 − (ε + θ) ≡
ζ(t, z) — объемная доля твердого вещества
почвы. Теоретически ε ∈ (0, 1), но близкие к
предельным значения не согласуются с поня-
тием почвы, будем рассматривать более узкий
реальный диапазон. Начиная с относительно
небольшой глубины в пределах метра величи-
на ζ (а значит, и доля порового пространства
ε+ θ) стабилизируется.
Итак, далее нас будет интересовать основ-

ная подвижная часть углекислого газа с общей
концентрацией

Cm(t, z) = Cg(t, z)ε(t, z) + Cw(t, z)θ(t, z)

= C(t, z)
[
ε+ γ(T )θ

] (
C ≡ Cg

)
.

Это массовое количество CO2 в газовой фазе и
растворе (суммарно в поровом пространстве),
отнесенное к единице объема почвы.

Диффузия и конвекция
Будем считать, что атмосферное давление

стабильно в течение суток. Давление почвен-
ного воздуха находится в квазиравновесном
соответствии с приповерхностным атмосфер-
ным. При этом учитываем лишь основной ка-
нал переноса по системе связанных макропор.
Микропоры и микрокапилляры, в которых мо-
гут проявляться эффекты теплового скольже-
ния, кнудсеновская диффузия, считаем второ-
степенным каналом. Поскольку молекулы N2,
O2 сравнимы по массе и размерам, молеку-
ла CO2 тяжелее (но не на порядок) и концен-
трация углекислого газа находится на уровне
нескольких %, то можно воспользоваться тео-
рией диффузии в бинарной смеси газов.
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Сначала для простоты представим себе
«почву» как набор вертикальных полых ци-
линдров (каналов) с диаметрами, значительно
превышающими длину свободного пробега мо-
лекул газа. Порозность аэрации учтем после
предварительных рассмотрений.
Обозначим через n1 концентрацию (плот-

ность) молекул «первого газа» (CO2) с отно-
сительно малой концентрацией по сравнению
со «вторым газом» (N2+O2). Соответственно,
n2 — число молекул N2+O2 в единице объема
(для определенности cm3), n = n1 + n2 — об-
щая концентрация (плотность) частиц почвен-
ного воздуха. Другими незначительными газо-
выми составляющими пренебрегаем. Отметим
при этом, что в обычных условиях в почве со-
блюдается примерное равенство (в объемных
процентах) [17, с. 298]: O2 + CO2 ≈ 21%.
В указанном приближении плотность диф-

фузионного потока частиц запишется в фор-
ме [12, с. 344], [3, с. 117]:

J1 = −Dn
∂c1
∂z

, c1 =
n1

n
,

где c1 — относительная концентрация (CO2).
Величина n не обязательно постоянна, она мо-
жет меняться в пространстве под действием
какой-либо причины (например, силового по-
ля или градиента температуры, так что тер-
модиффузия косвенно учитывается). Но урав-
нение идеального газа считаем справедливым:
p = nkT . Здесь и далее [T ] = K. Преобразуем
производную частного:

J1 = −D
∂n1

∂z
+Dn1n

−1∂n

∂z

= −D
∂n1

∂z
+ v1n1, v1 ≡ D[lnn]′. (2)

В обычных условиях общая концентрация ста-
бильна, можно изменением функции lnn пре-
небречь (v1 ≈ 0 в (2)) и пользоваться вы-
ражением J1 ≈ −D∂zn1. При этом [4, с. 357]
(см. также [3, 5]) коэффициент диффузии D
растет с увеличением температуры пропорци-
онально T 3/2 (и обратно пропорционален дав-
лению p). В принятых единицах измерений
[J1] = 1/(cm2s), [D] = cm2/s, [v1] = cm/s,
т. е. слагаемое v1n1 имеет формальный смысл
конвективного потока со скоростью среды v1.
Если скорость течения газа u ненулевая, то в
выражение для потока добавляется слагаемое
(молярный перенос), учитывающее течение га-
за как целого [3, с. 117]:

J2 = −Dn
∂c1
∂z

+ nc1u

= −D
∂n1

∂z
+ v2n1, v2 ≡ v1 + u. (3)

Принимая во внимание трудности подроб-
ного описания большого числа механизмов пе-
реноса, будем их классифицировать по фор-
мальному признаку вклада в одно из слагае-
мых в выражение, обобщающее (3). Локально
ситуация определяется не значением концен-
трации в точке, а распределением в ее окрест-
ности. В линейном приближении n1(t, ·) зада-
ется двумя числами n1(t, z) и ∂zn1(t, z). В (3)
выделено стандартное по форме слагаемое для
молекулярной диффузии, определяемое гра-
диентом, и конвективное слагаемое, зависящее
от концентрации. Движение паров воды, гра-
витационное стекание более тяжелого газа, об-
легченный канал переноса вдоль корней, вет-
ровые условия у поверхности, . . . — все это
приведет к накоплению вместо v2 некоторо-
го обобщенного коэффициента «скорости сре-
ды». Таким образом, далее нас будет интересо-
вать сопоставимость вклада двух механизмов
переноса без детализации составляющих.
Если домножить выражение для потока на

массу молекулы CO2, то, в силу линейности
по n1, приходим к массовому потоку (ориенти-
руемся на размерность mg/(cm2s)). Выделив
«базовую» температурную зависимость и нор-
мальные условия p0 = 760Torr, T0 = 273K,
запишем следующее выражение (пока без уче-
та порозности аэрации):

J◦ = −D0
p0
p̄

·
[
T

T0

]3/2∂C
∂z

+ v0
p0
p̄

·
[
T

T0

]1/2
C,

p̄ = pair, C = Cg, [C] = mg/cm3, [T ] = K. В те-
чение расчетного периода атмосферное давле-
ние считаем постоянным (pair = const). Это
давление считаем общим для смеси газов в
рассматриваемой толще почвы, имея в виду
основные макроканалы переноса CO2.
Корневая по температуре зависимость вы-

делена с учетом средней скорости теплово-
го движения молекул. В рамках кинетической
теории идеальных газов степень можно уточ-
нить в сторону возрастания (1.5 → 1.75). Для
реальных газов рекомендуется [7, с. 261] округ-
ление, так что примем

J◦ = −D(p̄, T )
∂C

∂z
+ v(p̄, T )C, (4)

D(p̄, T ) ≡ D0
p0
p̄

·
[
T

T0

]2
, v(p̄, T ) ≡ v0

p0
p̄

· T

T0
.

Колебания атмосферного давления и темпера-
туры в почве (с учетом демпфирования лес-
ной подстилкой) относительно малы и степен-
ными зависимостями невысокой степени обыч-
но пренебрегают на фоне экспоненциальных,
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характерных для химических реакций. Вме-
сте с тем такое уточнение разумно с точки
зрения целостности модели «концентрация–
температура–влажность». Величины D0, v0
будем уже считать не зависящими от p̄, T .
Как указано в [7, с. 267], «в большинстве

случаев, за исключением смесей, содержа-
щих водород, термодиффузией можно прене-
бречь». Тогда, если необходимо отразить ре-
акцию потока на градиент температуры, в (4)
следует добавить соответствующее слагаемое(
D(p̄, T ) = D, v(p̄, T ) = v

)
:

J◦ = −D
∂C

∂z
−D

C

T
· ∂T
∂z

+ vC (5)

= −D∂zC + V C,

V = V (p̄, T, ∂zT ) ≡ v −DT−1∂zT.

Здесь следует иметь в виду, что, пренебрегая
в добавочном слагаемом собственно механиз-
мом термодиффузии, мы «не теряем» гради-
ент температуры. Солидаризируемся со следу-
ющим обоснованным мнением [7, c. 266]. «Мы
считаем, что при неизотермической диффузии
. . . разделения молекулярного потока веще-
ства на поток концентрационной диффузии и
термодиффузионный поток делать не следу-
ет, а необходимо пользоваться обычным вы-
ражением для диффузии, только в качестве
движущей силы диффузии считать не кон-
центрацию, а парциальное давление. В этом
случае под явлением термодиффузии понима-
ется относительный молекулярный перенос в
неоднородных газах (или газовых смесях), вы-
званный наличием температурного градиен-
та». Появление второго слагаемого в (5) опре-
деляется уравнением идеального газа:

Dg∂zp1 = Dg∂z(n1kT ) = DgkT∂zn1

+Dgkn1∂zT ⇒ D = DgkT.

В модели температура T = Td(t, z) пред-
ставлена композицией элементарных функ-
ций (1), так что градиент ∂zT (t, z) задается
явной формулой. Нас будет интересовать каж-
дое слагаемое в формуле (5) как характери-
стика определенного механизма переноса: мо-
лекулярного (диффузионного) и конвективно-
го (в обобщенном смысле). Формально можно
величину V считать «обобщенной скоростью»
движения (молярного переноса). По направле-
нию переноса тепла диффундирует и водяной
пар, который может «увлекать» с собой значи-
тельное количество углекислого газа. Так что
смена знака градиента ∂zT (t, z) по времени
и глубине существенно влияет на общий про-
цесс переноса. Это особенно важно при анали-

зе суточных колебаний температуры и влаж-
ности. Кроме того, более тяжелые молекулы
CO2 (из учитываемых газов) диффундируют
по направлению потока тепла. Таким образом,
учет зависимости V от градиента ∂zT пред-
ставляется необходимым элементом модели.

Пористость аэрации
В [20, с. 42] приводится два варианта вы-

бора коэффициента диффузии: “effective” DB

(при градиенте общей концентрации Cm =
Cgε+Cwθ) и “apparent” Ds (при градиенте кон-
центрации углекислого газа C = Cg в газовой
фазе). Адсорбированный твердой фазой поч-
вы CO2 считаем «инертным фоном» и не учи-
тываем в динамике в качестве канала перено-
са. При контакте с влагой он переходит в рас-
твор и косвенно учитывается посредством кон-
центрации Cw. Иначе следует рассматривать
более сложный вариант Cm = Cgε+Cwθ+Csζ.
Зависимость Ds(ε) имеет некоторые осо-

бенности [20, с. 39]: сначала наблюдается мед-
ленный рост (плато), а затем резкий взлет.
В [13, 17] отмечается, что обычно использу-
ют степенную зависимость. Постараемся избе-
жать формальных аппроксимаций полинома-
ми. Воспользуемся физической аналогией.
В среднем плоское сечение единичной пло-

щади, перпендикулярное вертикальной оси z,
имеет ту же долю «газового окна» ε. В про-
тивном случае, используя разбиение на тон-
кие объемные слои (и составляя интегральную
сумму), получили бы отличную от ε объемную
долю. Поэтому в конструируемой «интеграль-
ной» модели не будем делать различия между
поверхностной пористостью и объемной, обо-
значая эти величины одинаково: ε, θ.
На самом деле не только сама порозность

важна, но и так называемая извилистость по-
рового пространства [20, с. 52]. Рост извили-
стости (обозначим ее через δ), естественно,
уменьшает поток газа. С учетом этого мо-
дельную плотность потока запишем в форме
J = J◦ε/δ. Параметры ε и δ не являются
независимыми. По мере роста среднего разме-
ра пор начиная с некоторого момента они ла-
винообразно соединяются, относительно быст-
ро уменьшается извилистость. По аналогии с
активационным характером химических реак-
ций вместо степенной рассмотрим экспоненци-
альную зависимость (похожую на аррениусов-
скую): exp{−a/ε}, a > 0. Добавим нормиру-
ющий множитель exp{a}, чтобы фактор уче-
та порозности аэрации (включая в обобщен-
ном смысле и извилистость поровых каналов)
ε/δ(ε) ≡ fε = exp{a} exp{−a/ε} = exp{−a/σ}
принимал единичное значение при формаль-
ной подстановке ε = 1. Параметр модели σ ≡
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ε/(1− ε) = ε/(θ + ζ) играет роль аналога тем-
пературы при активации химических реакций.
Разумеется, асимптотика ε → 1 соответству-
ет вырождению понятия почвы, так что при-
нятую аппроксимацию следует рассматривать
лишь в реальном диапазоне ε.
Параметр a приобретает «активационный»

смысл (и можно сравнивать почвы по этому
параметру). Обеспечен начальный «период на-
копления» и взлет с ожидаемым из физиче-
ских соображений замедлением монотонной S-
образной кривой насыщения (при a < 1 име-
ется точка перегиба). Характерный вид fε в
зависимости от a > 0 представлен на рис. 2.
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Рис. 2. Фактор порозности аэрации
Fig. 2. Aeration porosity factor

Если использовать такой множитель при
корректировке «идеального» потока (5), то
параметры D0 и v0 приобретают смысл
предельных — в приповерхностном воздуш-
ном пространстве при нормальных услови-
ях
({p0, T0}

)
. Это дает возможность ориенти-

роваться по порядку величины на коэффици-
ент диффузии CO2 в атмосфере. Итак, окон-
чательно примем следующее выражение для
плотности потока:

J(t, z) = fε(ε)
[−D∂zC + V C(t, z)

]
, (6)

D = D
(
p̄, T

)
, V = V

(
p̄, T, ∂zT

)
,

fε(ε) = exp
{
− a

σ

}
, σ(ε) ≡ ε

1− ε
=

ε

θ + ζ
.

Здесь уже считаем D0 и «усредненную кон-
вективную скорость среды» v0 варьируемыми
в разумных пределах параметрами. В первом
приближении полагаем v0 = v̄ = const для све-
тового дня и ночи, причем знак v̄ не уточняем
и выбираем его отдельно (v̄ = v̄d,n).

Замечание. Предполагаем, что в течение
рассматриваемых летних суток не происхо-
дит дождей и резкой смены установившейся

погоды, распределение влаги по глубине ста-
бильно. Имеет место лишь относительно мед-
ленное изменение профиля θ(t, z) (уточнение
см. далее). Днем происходит некоторое иссу-
шение верхних слоев почвы, в том числе и за
счет корневой системы растений. Ночью про-
филь влаги частично восстанавливается из-за
восходящего потока и конденсации паров во-
ды. Незначительный перенос углекислого га-
за парами воды формально учитывается ин-
тегральным конвективным слагаемым в (6)
с учетом преобразования Cw = γ(T )Cg. За-
метные «гидродинамические» потоки почвен-
ной влаги вглубь отсутствуют, так что таким
механизмом переноса растворенного CO2 в (6)
в явной форме пренебрегаем.

Продуктивность CO2

В уравнении материального баланса выде-
лим две составляющие — транспортное слага-
емое и продуктивность верхнего корнеобитае-
мого слоя почвы:

∂Cm

∂t
= Ftr + Fpr, Ftr = −∂J

∂z
, (7)

Cm = Cgε+ Cwθ, C ≡ Cg.

Характерный вид второго слагаемого (продук-
тивности) Pr = Fpr представлен на рис. 3 (где
[Pr] = mg/m2 ·cm·h как на Fig. 3.9 [20]).
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Рис. 3. Продуктивность CO2

Fig. 3. CO2 productivity

Разложение органики, дыхание корней,
жизнедеятельность микроорганизмов — слож-
нейшая задача моделирования (см., напри-
мер, описание многопараметрической модели
ROMUL [15, 19]). Вместе с тем характерный
вид продуктивности CO2, представленный на
рис. 3, прозрачен и его можно постулировать
по разрезу почвы. Ясно, на какой глубине
максимум, а в лабораторных условиях можно
для конкретного типа почвы определить опти-
мальные температуру и влажность.
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В качестве базовой примем в (7) зависи-
мость Fpr = A exp{−b/z}/zk, k > 0. Арре-
ниусовский всплеск в подповерхностном слое
(температуру и влажность считаем макси-
мально благоприятными) сменяется относи-
тельно медленным спадом со степенной ско-
ростью (плотность корней, бактерий, органи-
ческих веществ быстро спадает). Параметры
A, b, k подлежат уточнению в лабораторных
условиях.
Остается учесть влияние отклонений тем-

пературы и влажности от оптимальных зна-
чений. Воспользуемся методологией штраф-
ных функций (или факторов). Вне некоторо-
го промежутка значений объемной влажно-
сти продуцирование CO2 практически прекра-
щается, следовательно, остается рассмотреть
θ ∈ [θ 0

min, θ
0
max]. Выберем, следуя [13], фактор

влажности в форме: α > 1, β > 0,

fθ(θ) =

[
θ − θ 0

min

θ̂ − θ 0
min

]α

·
[
θ 0
max − θ

θ 0
max − θ̂

]β

. (8)

Значение θ̂ = [αθ 0
max+βθ 0

min]/[α+β] оптималь-
ной влажности (при благоприятной темпера-
туре), для которой fmax = fθ(θ̂) = 1, задается
из опытных данных. Варьируемым парамет-
ром является α > 1, а значение β > 0 вычисля-
ется по заданным θ̂, α. Условие α > 1 обеспе-
чивает более «плавную» восходящую ветвь в
силу fθ(θ 0

min) = f ′
θ(θ

0
min) = 0. Характерный вид

функции fθ представлен на рис. 4. Для приме-
ра θ 0

min = 0.1, θ 0
max = 0.8, θ̂ = 0.5, 0.6.
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Рис. 4. Зависимость фактора fθ от a = α
Fig. 4. Dependence of the factor fθ on the a = α

Аналогичным образом определяется фак-
тор fT (T ), и тогда продуктивность принимает
форму зависимости

Fpr = fθ(θ)fT (T )A exp
{− bz−1

}
z−k, (9)

θ = θ(t, z), T = T (t, z).

В (9) не будем формально использовать фак-
тор порозности аэрации fε, поскольку это
лишь одна из многих дополнительных харак-
теристик, влияющих на продуктивность «жиз-
необитаемого» слоя («паспорт» слоя будет
определяться значениями A, b, k).
Если участок леса открытый и травянистая

растительность достаточно развита, то необхо-
димо дополнительно учесть световой фактор:

fL(t) = L0 + (1− L0)

[
t

tL

] p

·
[
t∗ − t

t∗ − tL

] q

, (10)

где принято p > 1, q > 0, « L = Light »,
tL : fmax = fL(tL) = 1, t∗ — суточный пери-
од времени (до начала следующего светового
дня). В июле в условиях белых ночей мож-
но в (10) принять tL = t∗/2 (6 часов вечера).
При этом q = q(p, tL) аналогично (8). Значение
«минимального уровня» L0 > 0 соответствует
заметному продуцированию CO2 в течение су-
ток, даже ночью (иначе L0 = 0).

Динамика ε(t, z) и θ(t, z)

Один из характерных вариантов зависимо-
стей порозности аэрации и объемной влажно-
сти от глубины представлен в [20, с. 40]: по-
розность монотонно убывает, а влажность рас-
тет (с выходом на асимптоты). Величины ε, θ
связаны соотношением ε + θ + ζ = 1, где ζ —
объемная доля сухого вещества почвы. Целе-
сообразно экспериментально определять θ и ζ,
а уже затем вычислять ε. Если воспринимать
влагу как питательный ресурс, то по анало-
гии можно воспользоваться часто используе-
мыми в микробиологии и биохимии функци-
ями Моно (Михаэлиса –Ментен) [10, с. 18] ви-
да θ = θmaxz/[z + h]. Это кривая насыщения,
параметр h имеет смысл глубины, на которой
функция достигает половины «асимптотиче-
ского» максимума. Впрочем, такая же функ-
ция используется и при описании зависимости
средней длины свободного пробега от темпера-
туры в газовой динамике: λ = λ∞T/[T +const]
(формула Сезерленда [11, с. 377]). Можно до-
бавить в знаменателе «ингибирующее» слага-
емое вида rz2 [10, с. 30], которое даст возмож-
ность моделировать максимум на определен-
ной глубине (следствие прошедшего накануне
дождя) или использовать более «плавную»
квадратичную зависимость (см. рис. 5, 6).
Целесообразно отразить зависимость объ-

емной влажности от времени h = h(t), по-
скольку происходят интенсивные процессы ис-
парения, жизнедеятельности микроорганиз-
мов и корневой системы (гравитационное сте-
кание влаги уже практически прекратилось).
В частности, днем θ(t, z) = θmaxz/[z + h(t)]
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с монотонно растущей функцией h(t), напри-
мер, h(t) = h0+vht, vh = vh,d > 0. Тогда дости-
жение половины максимума будет во време-
ни сдвигаться вглубь почвы, что соответствует
процессу «оседания» уровня влаги. В ночной
период vh = vh,n < 0 и происходит частичное
восстановление влажности.

Z
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(t,z) =   max [z/(z+h(t))].
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0.4  [z/(z+15)]
0.4  [z/(z+25)].

.

. 

Рис. 5. Зависимость θ от параметра b = h
Fig. 5. Dependence of θ on the parameter b = h
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Рис. 6.Динамика квадратичной зависимости θ
Fig. 6. The dynamic of θ quadratic dependence

Это простейший вариант моделирования
динамики θ(t, z). Использование теории дви-
жения почвенной влаги [8] существенно
усложнило бы модель. Параметр скорости осе-
дания влаги vh зависит от интенсивности про-
цессов испарения и поглощения корневой си-
стемой. Детализация этих процессов является
сложной самостоятельной проблемой. Измере-
ния влажности и температуры (по глубине и в
динамике) для рассматриваемого класса пес-
чаных почв значительно более доступны по
сравнению с «трудноуловимой» газовой фа-
зой. Это позволяет не усложнять модель.

Начальные и граничные условия

Начало отсчета времени соответствует на-
чалу светового дня (началу нагрева почвы,

условно 6 часов утра). Начальные условия
генерируются с помощью тех же функций
насыщения (аналогично зависимостям, пред-
ставленным на рис. 5, 6) по эксперименталь-
ным данным. За ночь происходит «разгрузка»
профиля концентрации, график концентрации
становится монотонным по глубине.
Граничные условия для краевой задачи

принимаем первого рода: задаются концентра-
ции CO2 на глубине 1–2 метра (стабильное зна-
чение, которое можно установить эксперимен-
тально) и у поверхности (атмосферный уро-
вень углекислого газа).
Измеряются показатели температуры, объ-

емной влажности и поток CO2 с поверхности
почвы в атмосферу. По этим данным требу-
ется настроить (идентифицировать) парамет-
ры модели. Поставленная цель моделирова-
ния: сопоставить диффузионную и конвектив-
ную составляющие потока и оценить, какая
часть продуцирования углекислого газа отно-
сится к стоку в атмосферу, а какая достигает
грунтовых вод и способна к депонированию.
По порозности аэрации на «контрольной

глубине» (плоское горизонтальное сечение по-
делится на части в соответствии с объемными
показателями ε, θ и ζ) можно оценить газовую
составляющую потока CO2 вглубь, а показа-
ния лизиметров дадут представление о пото-
ке растворенного углекислого газа в почвен-
ной влаге после интенсивных осадков. Эту ин-
формацию следует учесть при решении обрат-
ной задачи параметрической идентификации
модели, при подсчете концентраций и матери-
ального баланса потоков.

Финансирование исследований осуществ-
лялось из средств федерального бюджета на
выполнение государственного задания КарНЦ
РАН (Институт прикладных математи-
ческих исследований КарНЦ РАН, Отдел
комплексных научных исследований КарНЦ
РАН).
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ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ПИКОВ
ТЕРМОДЕСОРБЦИИ ВОДОРОДА

Ю. В. Заика, Е. К. Костикова

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

При исследовании спектров термодесорбции (ТДС-спектров) изотопов водоро-
да используются различные математические модели, в частности, в форме ре-
акции первого порядка для усредненной по объему концентрации (в случае ли-
митирования диффузией), второго порядка (с учетом рекомбинации атомов во-
дорода на поверхности в молекулы) и более детализированные модели, отража-
ющие многостадийность переноса (диффузия в объеме, выход на поверхность,
рекомбинация, десорбция). Интерес представляет анализ структуры спектра с
целью выявления соответствующих каждому пику причин и «движущих сил»
физико-химического характера. В статье приведены анализ симметричности
унимодальных ТДС-спектров и результаты численного моделирования.

Ключ е вы е c л о в а: термодесорбция водорода; численное моделирование.

Yu. V. Zaika, E. K. Kostikova. NUMERICAL MODELING OF
HYDROGEN THERMAL DESORPTION PEAKS
Various mathematical models are used for investigate the thermal desorption
spectra (TDS spectra) of hydrogen isotopes, in particular, in the form of a first-
order reaction for the volume-averaged concentration (in the case of limitation by
diffusion), second-order models (taking into account the recombination of hydrogen
atoms on the surface into molecules) and more detailed models reflecting multistage
transport (diffusion in the buk, mifration to the surface, recombination, desorption).
It is interesting to analyze the structure of the spectrum in order to identify the
causes and «driving forces» of a physical and chemical nature corresponding to each
peak. The article presents an analysis of the symmetry of unimodal TDS spectra
and the results of simulation.

K e ywo r d s: hydrogen thermodesorption; numerical modeling.

Введение

Интерес к взаимодействию изотопов водо-
рода с различными материалами носит мно-
гоплановый характер [1–5]: защита конструк-
ционных материалов от водородной корро-
зии, транспортировка углеводородного сырья,
ракетостроение, водородная энергетика, пер-
спективы термоядерного синтеза.

Одним из наиболее информативных мето-
дов исследования кинетики взаимодействия
новых материалов с водородом является тер-
модесорбционная спектрометрия (ТДС), поз-
воляющая «сканировать» материал в нестаци-
онарных условиях в широком диапазоне рабо-
чих температур. Математические модели тер-
модесорбции и водородопроницаемости с уче-
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том различных стадий переноса и численные
методы решения краевых задач, разрабатыва-
емые авторами статьи, изложены в [11, 15–18].
Трудности анализа спектров типичны для

некорректных обратных задач математи-
ческой физики: неединственность решения,
неоднозначность интерпретации и высокая
чувствительность к погрешностям входных
данных. На экспериментальном спектре на-
блюдается результат наложения множества
процессов, подлежащих идентификации. Сна-
чала необходима идентификация по физико-
химическим процессам, а затем уже пара-
метрическая идентификация в соответствии
с принятой физически обоснованной моделью.
Статья содержит некоторые результаты

численного моделирования, ориентированные
на экспериментальные данные и теорети-
ческие положения кинетики взаимодействия
изотопов водорода с различными материала-
ми, изложенные в работах [4, 7–10, 12–14].

Модель реакции порядка α ∈ [1, 2]

В качестве отправной точки рассуждений
рассмотрим уравнение реакции первого поряд-
ка Ẋ(t) = −K(T )X(t), где X(t) – текущая
усредненная концентрация водорода в образ-
це, K(T ) = K0 exp{−Q/RT} (аррениусовская
зависимость кинетического коэффициента от
температуры), T (t) = T0 + βt (равномерный
линейный нагрев с относительно невысокой
скоростью β, [β] = K/s).
Для полноты изложения, чтобы пояснить

смысл обобщения, приведем кратко схему вы-
вода уравнения, когда десорбция лимитиро-
вана диффузией. Рассмотрим краевую задачу
ct = D(T (t))cxx

[
t > 0, x ∈ (0, h)

]
, c = c0 > 0

[t = 0], c = 0 [t > 0, x = 0, h]. Для раство-
ренного водорода речь идет об атомах, [c] =
1/cм3. В начальный момент диффузант рас-
пределен равномерно. Затем вследствие ваку-
умирования мгновенно (в относительном мас-
штабе времени) устанавливаются нулевые кон-
центрации в подповерхностном объеме пласти-
ны. После перехода к безразмерным перемен-
ным t′ =

∫ t
0D(T (τ)) dτ/h2, x′ = x/h, c′ = c/c0

получаем формально D = 1, h = 1, c0 = 1
(в текущих промежуточных выкладках остав-
ляем прежние обозначения, не усложняя их
штрихами). Тогда для усредненной перемен-
ной c̄(t) =

∫ 1
0 c(t, x) dx (см., например, [6, с. 27])

справедливо представление

c̄(t) =
∑

n=1,3,5 ...

8

π2n2
exp

{
− n2t

τ

}
, τ ≡ 1

π2
.

При анализе ТДС-спектров нас интересует
производная dc̄/dt, которая при t = 0 не
определяется почленным дифференцировани-
ем ряда. Это естественное следствие несогла-
сованности при t = 0 начального и гранич-
ного условий. Строго говоря, ряд представля-
ет так называемое обобщенное решение кра-
евой задачи. Спустя непродолжительное вре-
мя можно ограничиться первым слагаемым:
c̄(t) ≈ 8 exp{−t/τ}/π2 (t > t0 > 0), где пара-
метр τ приобретает смысл «времени релакса-
ции» (уменьшения в e раз). Чтобы компенси-
ровать отброшенные слагаемые и ретроспек-
тивно «вписаться» в начальные данные c̄(0) =
c0 = 1, увеличим коэффициент с 8/π2 до 1.
Теперь для аппроксимации X(t) ≈ c̄(t) (t � 0)
примем модель Ẋ(t) = X(t)/τ , X(0) = X0 = 1,
и возвратимся к исходным переменным (t, x):

Ẋ(t) = −K(T )X(t), X0 = 1, K = π2h−2D(T ).

Здесь мы оставили нормировку c̄(t) =∫ h
0 c(t, x) dx/h �→ c̄(t)/c0, т. е. теперь X(t) ∈
(0, 1) — усредненная доля (от исходной рав-
номерной концентрации водорода c0), остав-
шаяся в образце к моменту времени t > 0.
Модель работоспособна, когда в приложениях
нас интересует интегральный поток десорбции
без детализации последовательности физико-
химических процессов. Интерпретация K(T )
позволяет для пористых и порошкообразных
материалов говорить обобщенно об эффектив-
ных характеристиках переноса: коэффициен-
те диффузии D и характерном диффузион-
ном пробеге h. В принципе можно не свя-
зывать K(T ) с диффузией, ограничившись
выводом уравнения на уровне «скорость де-
сорбции пропорциональна текущей усреднен-
ной концентрации». В любом случае постули-
руется аррениусовская зависимость K(T ) =
K0 exp{−Q/RT} с предэкспонентой (частот-
ным множителемK0) и энергией активации Q.
С другой стороны, в теории адсорбции-

десорбции используется уравнение Поляни –
Вигнера θ̇(t) = −M(T )θn(t), где θ — сте-
пень заполнения поверхности. В частности,
если речь идет о термодесорбции диссоциа-
тивно хемосорбированного двухатомного га-
за, то n = 2. Модель можно адаптировать
и для усредненной по объему концентрации,
используя понятие эффективного коэффици-
ента рекомбинации [5]. Для этого уравнение
dc̄/dt = −b(T )c̄2 разделим на c0 и получим
Ẋ = −K(T )X2, где K = bc0. Концентрация c0
определяется начальным насыщением образ-
ца. При этом с ростом давления насыщения из
газовой фазы температура максимума модель-
ного потока десорбции будет уменьшаться.
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Преимущественно адсорбция водорода ха-
рактерна при относительно низких темпера-
турах, а описанное выше лимитирование диф-
фузией – при высоких. В реальности диффу-
зия и десорбция с поверхности взаимосвяза-
ны (динамика процессов на поверхности дик-
тует граничные условия для уравнения диф-
фузии). Такие более детализированные моде-
ли уже требуют разработки специализирован-
ного математического обеспечения [16, 18].
Синтезируя приведенные рассуждения,

рассмотрим усредненную модель (для равно-
мерного нагрева):

dX

dT
= −β−1K(T )Xα(T ), X(T0) = 1, α ∈ [1, 2],

K(T )= K0 exp{−Q[RT ]−1}, T ∈ [T0, T∗],

T (t) = T0 + βt, dT = βdt.

Здесь T0 — начальная температура (обычно
комнатная), когда десорбция водорода прак-
тически отсутствует; T∗ — конечная темпе-
ратура (когда десорбция уже пренебрежимо
мала на фоне максимума потока); безразмер-
ная переменнаяX(T ) имеет смысл доли усред-
ненной по объему образца концентрации c̄
от концентрации равномерного начального на-
сыщения c0. В силу t ↔ T можно записать
X(T ) = c̄(T )/c0. Кинетический коэффициент
K(T ) ([K] = 1/s) заранее не связываем яв-
ной формулой с коэффициентом диффузии
D(T ) или коэффициентом рекомбинации b(T ).
Если предполагается обрабатывать данные с
различными условиями равномерного насы-
щения, то целесообразно явно выделить зави-
симость от c0 в форме K = Kc(T )c

α−1
0 .

Параметр α ∈ [1, 2] позволяет учитывать
степень участия в процессе насыщения ассо-
циативной хемосорбции, растворения в объе-
ме с последующей рекомбинацией атомов во-
дорода в молекулы при термодесорбции. Ины-
ми словами, применяем усреднение не толь-
ко по концентрации, но также по лимитиру-
ющим (во взаимодействии) процессам диф-
фузии и рекомбинации. Что касается самой
«дробности», то в математической физике тео-
рия уравнений диффузии с дробными произ-
водными разработана. Усредненные по кон-
центрации модели (если нас интересует общий
поток без детализации) адекватно описывают
основную часть изолированного всплеска на
ТДС-спектре (когда ростуK(T ) активно «про-
тиводействует» уменьшение X(T ), что и фор-
мирует пик). Начальные и конечные участки
графика термодесорбции (когда поток отно-
сительно мал и измеряется с меньшей точно-
стью) малоинформативны.

Свойства модельного ТДС-пика

Унимодальность и метод Киссинджера
Нас интересует зависимость w(T ) ≡

−dX/dT = K(T )Xα(T )/β — нормированный
поток термодесорбции (в долях X = c̄/c0 на
градус температуры). Знак тождества (≡) ча-
сто используем по контексту в смысле равен-
ства по определению. Если оперируем вре-
менем, то рассматриваем v(t) ≡ −Ẋ(t) =
K(T (t))Xα(t). При этом w(T ) = v(T )/β с уче-
том t ↔ T = T0 + βt. График w(T ) пред-
ставляет ТДС-спектр. Поскольку использует-
ся (безразмерная) нормировка X(T0) = 1, то
должно быть S ≡ ∫ T∗

T0
w(T ) dT = 1. Строго

говоря, нужно формально интегрировать на
(0,+∞), но мы рассматриваем отрезок [T0, T∗],
вне которого поток пренебрежимо мал. Итак,
модельный ТДС-пик нормирован по площади.
Регистрируемый поток (например, в единицах
mol/cm3s) нормируется интегралом (который
равен c0). Говоря о потоках, слово «плотность»
обычно опускаем по контексту.
Интегрируя уравнение dX/dT = −KXα/β

в квадратурах, получаем: w(T ) = −dX/dT ,

w(T )=

⎧⎪⎨⎪⎩
β−1K(T ) exp

{
− β−1

∫ T
T0

K(T̃ ) dT̃
}
,

β−1K(T )
[
1 + (α−1)β−1

∫ T
T0

K dT̃
] α

1−α

,

где первая формула соответствует α = 1,
а вторая – α ∈ (1, 2]. Представления согла-
сованы: правосторонний предельный переход
α → +1 во второй формуле дает первую. На-
чальная температура T0 относительно низкая
(обычно комнатная, когда K(T0) � 1 и поток
еще пренебрежимо мал). С ростом температу-
ры аррениусовский коэффициент K(T ) моно-
тонно выходит на горизонтальную асимптоту,
а множитель с интегралом монотонно убыва-
ет. Это дает колоколообразный график w(T ).
Далее производную по T (в отличие от точ-

ки сверху для производной по времени t) бу-
дем обозначать штрихом. Приведем результа-
ты вычислений (с учетом K ′ = KQ/RT 2):

w′(T ) = w(T )ϕ(T ), α ∈ [1, 2],

w′′(T ) = w(T )
[
ϕ2(T ) + ϕ′(T )

]
,

w′′′(T ) = w(T )
[
ϕ3(T ) + 3ϕ(T )ϕ′(T ) + ϕ′′(T )

]
.

Здесь приняты обозначения

ϕ(T ) ≡ Q

RT 2
− αβ−1K(T )K̂−1(T ),

K̂(T ;α) ≡
[
1 + (α− 1)β−1

∫ T

T0

K(T̃ ) dT̃

]
.
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В контексте обратной задачи параметрической
идентификации отметим, что

K̂(T ;α) = X1−α(T ), K̂(T ; 1) = 1.

Для поиска температуры Tm = Tmax экс-
тремума (который является единственным,
глобальным максимумом) запишем уравнение
w′(Tm) = 0, откуда w′ = 0 ⇔ ϕ = 0,

K(Tm) =
βz

αTm
K̂(Tm;α), z ≡ Q

RTm
. (1)

Выделение безразмерной переменной z в вы-
кладках целесообразно, поскольку дробь вида
−E/RT фигурирует в экспоненте закона Ар-
рениуса. В дальнейшем рассмотрении потре-
буются следующие производные:

w′′(Tm) = w(Tm)ϕ′(Tm)

= w(Tm)T−2
m z

[− α−1z − 2
]
< 0, (2)

w′′′(Tm) = w(Tm)ϕ′′(Tm) (3)

= w(Tm)T−3
m z

[
α−2(α− 2) z2 + 2z + 6

]
.

Рассмотрим сначала (1) как уравнение для
T = Tm. Перепишем его в форме

f(T ) ≡ αT 2K − (α− 1)
Q

R

∫ T

T0

K dT̃ =
βQ

R
. (4)

Геометрически требуется найти пересечение
графика функции f(T ) с горизонтальной пря-
мой, определяемой значением βQ/R. Посколь-
ку из соотношений K(T ) = K0 exp{−Q/RT},
K ′(T ) = K(T )Q/

[
RT 2

]
следует неравенство

f ′(T ) = K(T )[2αT + Q/R] > 0 (положитель-
на и вторая производная), то решение един-
ственно. Существование обеспечивается усло-
вием K(T0) � 1 (формально можно рассмат-
ривать T0 = 0 и T > 0). Увеличение β (пра-
вой части уравнения (4)) смещает температу-
ру максимума спектра (Tm) вправо.
Уточним априорное ограничение на выбор

предэкспоненты (частотного множителя) K0,
диктуемое уравнением (4). Значение T0 опре-
делено как температура (обычно комнатная),
при которой поток еще незначителен на фоне
предстоящего максимума при T = Tm > T0.
Поэтому в рамках модели ТДС-пика должно
быть выполнено неравенство f(T0) < βQ/R,
т. е. K0 < βQ exp

{
Q/RT0

}
/
[
αRT 2

0

]
.

На практике (при α = 1) для оценки па-
раметров K0, Q используют зависимость ре-
гистрируемого значения Tm от скорости на-
грева β. После чего полученные оценки со-
поставляются с экспертными данными о па-
раметрах возможных физико-химических про-
цессов. Скорости нагрева известны, а Tm опре-
деляются по экспериментальному графику.

Подчеркнем, что зависимость Tm(K0, Q;α, β)
определяется алгоритмически численным ре-
шением уравнения (4), т. е. у переменной z =
Q/RTm числитель и знаменатель не являются
независимыми при фиксированных K0.

На рисунках 1–4 показаны возможные зна-
чения параметра K0 в зависимости от скоро-
сти нагрева β для широких диапазонов пи-
ковых температур T 1

Peak–T
4
Peak (согласно дан-

ным [7]) и энергий активации основных диф-
фузионных и хемосорбционных процессов в
графите QI–QIV (в соответствии с табл. 1 [4]).

Tm, K

-3

ln(K0/  )

QI = 20   2 kJ/mol-1+_

Q, kJ/mol

QI

T 1Peak T 2Peak

Рис. 1. Значения ln[K0/β]: ∼ Tm, Q ≈ QI

Fig. 1. Values ln[K0/β]: ∼ Tm, Q ≈ QI

T m,  K- T 3,  K-

ln(K0/  )Q, - I=2 kl

T2 J/o

Q11/P/em0///m/- I=2 klae+_

Q11

T e,  K-

Рис. 2. Значения ln[K0/β]: ∼ Tm, Q ≈ QII

Fig. 2. Values ln[K0/β]: ∼ Tm, Q ≈ QII

Классического метода Киссинджера и при-
ближения ТДС-1 (α = 1) не всегда достаточ-
но для удовлетворительной аппроксимации.
В статье [7] на рис. 3 представлены пять ТДС-
спектров дейтерия, полученных при различ-
ных скоростях нагрева графита ISO-880.
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QIII= 250   3 kJ/mol-1+_

ln(K0/  )Q, kJ/mol

Tm, K
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Рис. 3. Значения ln[K0/β]: ∼ Tm, Q ≈ QIII

Fig. 3. Values ln[K0/β]: ∼ Tm, Q ≈ QIII

38

QIV=365   50 kJ/mol-1+_

T 3Peak T 4Peak

18

Q, kJ/mol ln(K0/  )

QIV

Tm, K

Рис. 4. Значения ln[K0/β]: ∼ Tm, Q ≈ QIV

Fig. 4. Values ln[K0/β]: ∼ Tm, Q ≈ QIV

Спектры имеют по 4 вершины (пики прону-
мерованы по возрастанию температуры). Ав-
торы, используя метод Киссинджера, оцени-
вают энергию активации высокотемператур-
ных пиков 3 и 4 по сдвигу пиковой темпера-
туры при варьировании скорости нагрева. По
мнению авторов, пик 3, вероятно, лимитиру-
ется диффузией, а пик 4 — процессами вы-
свобождения из дефектов. Но при наложении
на экспериментальный график пиков с энер-
гиями активации, полученными методом Кис-
синджера, видно существенное расхождение:
теоретические пики оказываются заметно у́же
экспериментальных. Кроме того, отмечается,
что полученная методом Киссинджера энер-
гия активации пика 3 (3.48 эВ) довольно вы-
сока, чтобы быть энергией активации диффу-
зии. Поэтому на этот пик, по мнению авторов,
оказывают сильное влияние процессы захвата

и высвобождения ловушками. Для пика 4 та
же ситуация: теоретическая кривая (по Кис-
синджеру) не воспроизводит эксперименталь-
ные спектры. Авторы предполагают, что ши-
рокий высокотемпературный пик 4 обуслов-
лен кластерами дефектов сложной структуры.
А потому пик 4 может разлагаться на сумму
(до 10!?) пиков десорбции из ловушек с раз-
личными энергиями активации.
Выполнен расчет энергий активации вы-

сокотемпературных пиков 3–4 (в обозначени-
ях [7]) с использованием аналога метода Кис-
синджера, но в предположении, что пики обу-
словлены реакциями второго порядка (α = 2).
Результаты представлены на рис. 5. С учетом
K̂−1(Tm;α) = Xα−1(Tm) «соотношение Кис-
синджера» для различных α записывается как

ln
β1/α

T 2
m

=− 1

αRTm
·Q+ ln

[αR
Q

·(K0w
α−1(Tm)

)1/α]
.

Это соотношение следует из подстанов-
ки в формулу (1) усредненной текущей
концентрации, определяемой выражением
X = (w/[K/β])1/α, где нормированный по-
ток w известен по результатам эксперимента.
В координатах {−1/[αRTm], ln[β1/α/T 2]} зна-
чение энергии активации есть угловой коэф-
фициент линейной регрессии. Как показали
численные эксперименты, при расстановке пи-
ковых температур для различных скоростей
нагрева (данные взяты с рис. 3 [7]) в коорди-
натах «типа Киссинджера» точки группиру-
ются близко к линии регрессии и при α = 1,
и при α = 2 (промежуточные значения дают
такую же картину). Полученные значения Q
несколько меньше, чем в [7] (при α = 1).

x = -1/(2RTm)

y = ln[     /Tm] 2

y = 300.08x-1.818

y = 532.98x+3.6656

300.08 kJ/mol
(3.11 eV)

532.98 kJ/mol
(5.53 eV)

Peak 3
(~1300K)

Peak 4
(~1600K)

Рис. 5. Определение энергии активации, α = 2
Fig. 5. Determination of activation energy, α = 2
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Анализ симметрии ТДС-пика
Одной из общепринятых методик являет-

ся разложение спектра на сумму гауссовских
кривых (например, в пакете прикладных про-
грамм Origin). Более адекватным является
разложение на сумму ТДС-пиков, генерируе-
мых реакциями 1–2 порядков. Но они, стро-
го говоря, несимметричны. Возникает задача
поиска критериев симметричности и диапазо-
нов параметров, где отклонения от гауссианов
практически несущественны.
Качественное отличие ТДС-пика (α ∈ [1, 2])

от гауссовской кривой вида

G(T ) =
A

σ
√
2π

· exp
{
− (T − Tm)2

2σ2

}
лишь в возможной существенной (в широком
диапазоне параметров) несимметричности от-
носительно вертикали T = Tm. В этом случае
унимодальный ТДС-спектр хорошо аппрокси-
мируется склейкой двух гауссианов

G1,2(T ) = w(Tm) exp
{
− (T − Tm)2

2σ2
1,2

}
, T ≶ Tm.

Следуя «правилу двух сигм», такую ап-
проксимацию достаточно рассматривать на
отрезке [T−

m , T+
m ] ≡ [Tm−2σ1, Tm+2σ2]∩[T0, T∗].

Практический интерес представляет «яркая»
часть спектра, начальный и конечный этапы
(когда поток незначителен на фоне максиму-
ма) малоинформативны.

На рис. 6 представлено отношение σ2/σ1
для модельных спектров при различных α ∈
[1, 2] и энергиях активации QI–QIV, характер-
ных для процессов хемосорбции и диффузии
в углеродных материалах (см. табл. 1 [4]).

Численные эксперименты в широком диа-
пазоне {K0, Q} [4] показывают, что, за ред-
ким исключением, модельный спектр несим-
метричен. Это соответствует эксперименталь-
ным данным. Аппроксимация спектров гаусси-
анами позволяет получать приближения пара-
метров с последующим уточнением в рамках
рассматриваемых моделей. Пик, соответству-
ющий реакции первого порядка (α = 1), мо-
жет быть практически симметричным. Возмо-
жен вариант «относительно крутой восходя-
щий фронт и пологий нисходящий», но обычно
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Рис. 6. Отношение ширины нисходящего фронта к ширине восходящего
Fig. 6. The ratio of the width of the descending front to the width of the ascending

��
��
51



пологий восходящий фронт сменяется крутым
нисходящим. Для спектра реакции второго по-
рядка (α = 2) характерен относительно кру-
той восходящий фронт и пологий нисходящий.
Перейдем к критерию симметричности гра-

фика w(T ) относительно вертикали T = Tm.
Для этого воспользуемся разложением

w(Tm +Δ) = w(Tm) + w′(Tm)Δ +
1

2
w′′
mΔ2

+
1

6
w′′′(Tm)Δ3 +

1

24
w(4)(Tm)Δ4 + o(Δ4).

Численные эксперименты подтверждают, что
в физически реальном диапазоне T ∈ [T−

m , T+
m ]

пятую производную уже можно не учитывать.
В экстремуме w′(Tm) = 0, а слагаемые с Δ2 и
Δ4 дадут те же значения при замене Δ на −Δ.
Следовательно, для оценки симметричности
нужно оценить w′′′(Tm) в сравнении с w′′(Tm).
Критерий симметричности (с учетом (1), (2))

|w′′(Tm)| � |Δ|
3

|w′′′(Tm)|, Δ ∈ [−2σ1, 2σ2],

Tm = Tm

(
K0, Q;α, β

)
, σi = σi(Tm, Q;α, β),

преобразуется к виду (z ≡ Q/RTm)

|Δ|
3Tm

·
∣∣6 + 2z − α−2(2− α) z2

∣∣
2 + z

� 1. (5)

Проиллюстрируем предложенный крите-
рий на рис. 7. Среди представленных допусти-
мых значений α и z только малая часть то-
чек оказывается на «высоком хребте», где со-
отношение параметров дает практически сим-
метричный спектр. Отметим, что при α = 2
заведомо w′′′(Tm) = w(Tm)(2z + 6)z/T 3

m > 0,
что объясняет выводы численных эксперимен-
тов о несимметричности ТДС-спектра реак-
ции второго порядка (восходящий фронт ни-
же). Вопрос лишь в том, насколько это от-
клонение существенно в конкретной задаче.
Для α < 2 спектры, близкие к симметрич-
ным, получаются при w′′′(Tm) ≈ 0, откуда
z(α) ≈ α2

[
1+
√

1 + 6α−2(2− α)
]
/(2−α). Фор-

мально z(α) → +∞ при α → 2−, но гипотети-
ческое превышение порога z > 20− 30 требует
дополнительного физического обоснования.
В частности, для реакции первого поряд-

ка z ≈ Q/[RTm] = 1 +
√
7 (α = 1), что со-

ответствует относительно низким значениям
энергии активации Q. Даже если выполняет-
ся равенство w′′′(Tm) = 0 (z2 − 2z − 6 = 0),
то при соответствующем значении z выпол-
няется w(5)(Tm) = w(Tm)zT−5

m p4(z), p4(z) ≡
(z2 − 2z − 6)(9z2 + 20z − 42) − 60z − 132 < 0.

Строго говоря, спектр всегда несимметричен.
Поскольку третья производная w′′′(Tm) может
менять знак (в широком диапазоне парамет-
ров), то более пологой может оказаться как
восходящая, так и нисходящая ветвь.
При фиксированном Q спектр второго по-

рядка шире, значения w′′(Tm) и w′′′(Tm) боль-
ше при α = 2, чем при α = 1. Варьирова-
ние порядка реакции α ∈ [1, 2] сопровожда-
ется сдвигом пиковой температуры. Изолиро-
ванный пик, в котором пологий восходящий
фронт сменяется резким нисходящим, не сле-
дует связывать с реакцией второго порядка.

Рис. 7. Критерий (5) симметричности пиков
Fig. 7. Criterion (5) of peaks symmetry

Модель с динамическими
граничными условиями

Выше рассмотрена модель динамики де-
сорбции в терминах усредненной по объему об-
разца концентрации. Рассмотрим более дета-
лизированную модель, явно разделяя объем-
ные и поверхностные процессы (следуя работе
[1, с. 177–206]). Ресорбцией пренебрегаем. Для
тонкой пластины толщины � краевая задача
ТДС-дегазации примет следующий вид:

ct(t, x) = D(T )cxx, t ∈ (0, t∗), x ∈ (0, �),

c(0, x) = c0, x ∈ [0, �], c0,�(t) = g(T )q(t),

q̇(t) = −b(T )q2(t) +D(T )cx(t, 0),

J(T ) = b(T )q2(t), T (t) = T0 + βt, β > 0.

Здесь c(t, x) — концентрация растворенного
атомарного водорода; q(t) — поверхностная
концентрация; D, b, g — (аррениусовские) ко-
эффициенты диффузии, десорбции, быстрого
растворения (квазиравновесия поверхностной
и приповерхностной объемной концентрации);
J(t) = J(T (t)) — плотность десорбции (ато-
мов, рекомбинировавших в молекулы).
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Модель позволяет на качественном уровне
воспроизвести кривые, подобные эксперимен-
тальным пикам 1–4 (см. Fig. 5 в [8]). Резуль-
таты численного моделирования представле-
ны на рис. 8 и 9, в том числе в логарифми-
ческой шкале. Фиксированы следующие зна-
чения параметров: � = 0.1 см, b0 = 103 см2/c,
Eb = 250кДж/моль,D0 = 0.1 см2/c, ED = 125,
g0 = 104 см−1, Eg = 0, c0 = 4.8 × 1018 см−3,
T0 = 300К. Скорость нагрева варьируется:
Ṫ = β = 0.0083, 0.0167, 0.0333, 0.0667, 0.1K/c.
При меньшей скорости нагрева максимумы
пиков достигаются при меньшей температуре
(но за большее время).
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Рис. 8. Модельные спектры, влияние β
Fig. 8. Model spectrum, effect of β
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Рис. 9. Cпектры в логарифмической шкале
Fig. 9. Spectrum in logarithmic scale

Алгоритм решения краевых задач термоде-
сорбции на основе разностных схем (включая
учет обратимого захвата диффузанта различ-
ного рода ловушками) подробно описан в [15].
Аппроксимации в классе ODE представлены

в [16, 18]. «Раздвоение» (бифуркация) спек-
тра появляется при определенном соотноше-
нии энергий активации диффузии и десорб-
ции, когда ни один из процессов не является
строго лимитирующим и проявляется взаимо-
обусловленность их динамики. В «синтезиро-
ванной» модели для усредненной концентра-
ции использование параметра α ∈ [1, 2] поз-
воляет учитывать интегрально вклад (доли)
диффузионных и поверхностных процессов.
Представление в линейных координатах на

рис. 8 показывает несопоставимость масшта-
бов пиков, обозначенных номерами 2 и 3 на
Fig. 1,6 [8], с основным ТДС-всплеском. Выра-
женными эти «пики» становятся лишь при ис-
пользовании логарифмической шкалы.
Более того, причина модельного пика 2-3

известна. После десорбции с поверхности и из
подповерхностного слоя поток локально пада-
ет (пик 1). Затем поток начинает снова рас-
ти. Причина: дальнейший нагрев и образовав-
шийся большой градиент концентрации у по-
верхности. Падение градиента замедляет ско-
рость диффузионной подкачки, и образуется
естественное плечо 2-3, которое не является
следствием каких-либо реакций 1-2 порядков
в объеме (ловушек с «энергиями связи» нет).
Это в модели, когда ответ на вопрос о при-
чинах изгибов спектра известен после числен-
ного решения краевой задачи. Приписывание
каждому экспериментальному локальному пи-
ку энергий связи в объеме требует дополни-
тельного физического обоснования.
Модель динамического взаимодействия

«поверхность–объем» позволяет воспроизве-
сти экспериментальный спектр с пиками 1–4
(Fig. 5 [8]). Один из способов добавления пя-
того широкого высокотемпературного пика в
модельном спектре — учет дефектов:

∂tc = D∂2
xc−

∑m

ν=1

[
a−ν
[
1− Zν

]
c− a+ν zν

]
,

∂tzν = a−ν (T )
[
1− Zν

]
c(t, x)− a+ν (T )zν(t, x).

Здесь zν(t, x) — концентрации атомов водо-
рода, захваченного дефектами различных ти-
пов; a∓ν — коэффициенты поглощения и вы-
деления H ловушками; Zν ≡ zν(t, x)/z

ν
max —

степень насыщения
(
zνmax = max zν

)
. Для

практических целей захват учтен в простей-
шей «интегральной» форме, уточнение гео-
метрии дефектов и их распределения суще-
ственно усложнило бы модель. Если дефект,
например, не микрополости, а включения гид-
ридной фазы, то на этапе дегазации соответ-
ствующий коэффициент a−j (T ) ≡ 0, а значение
a+j (T ) > 0 лишь после достижения критиче-
ской температуры: T (t) � Tcrit.
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Например, для модельного воспроизведе-
ния высокотемпературного пика 5 (Fig. 5 [8]) в
краевую задачу достаточно добавить одну ло-
вушку типа «разложения гидридной фазы» (в
процессе дегазации a− = 0), динамика концен-
трации в которой определяется соотношением
∂tz = −a+(T )z. Параметры: z(0) = 1018 см−3;
a+0 = 50 c−1; Ea = 150; дефект начинает вы-
делять водород при достижении критической
температуры Tcrit = 1200K.

Воспримем теперь ТДС-спектр, генериру-
емый динамической моделью, как экспери-
ментальный и применим к пикам ##1–3 на
рис. 9 (по аналогии с пиками 1, 4, 5 в нумера-
ции [8]) методику разложения на «составляю-
щие» элементарные реакции и методику Кис-
синджера. Соответствующие этим локальным
пикам температуры: T1−3 ≈ 650, 1300, 1600K.
Плечо 2-3, заметное лишь в логарифмической
шкале, относим к естественному замедлению
диффузии-десорбции и не воспринимаем как
проявление реакций в объеме. Обработка «экс-
периментальных данных» в априорном пред-
положении наложения реакций 1-го поряд-
ка (для определенности) дает следующие ре-
зультаты (см. рис. 10). Энергия активации, со-
ответствующая Tm(Peak #1), имеет значение
264.5 кДж/моль. Это соответствует Eb = 250,
так что первый локальный пик спектра можно
считать именно десорбционным. На его долю
приходится малое количество выделившегося
водорода (менее 0.2%). Второй выраженный
пик Tm(Peak #2) дает «диффузионное» зна-
чение 125.3 ≈ 125 = ED. Высокотемператур-
ному пику соответствует (естественно в силу
модели) 150 = Ea. При этом в координатах
Киссинджера

{
1/Tm, ln[β/T 2

m]
}
имеем практи-

чески прямые во всех трех случаях.
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Рис. 10. Оценка энергий активации
Fig. 10. Estimation of activation energies

Таким образом, в приведенном модельном
примере методика разложения на элементар-
ные реакции (в терминах усредненной объем-
ной концентрации) дает хорошие приближе-
ния, но не для «энергий связи» захваченно-
го в объеме водорода, а для энергий акти-
вации физико-химических процессов десорб-
ции, диффузии, разложения «гидридной фа-
зы» (или оксида на поверхности при соответ-
ствующем увеличении эффективного коэффи-
циента b) в их динамическом взаимодействии.

Финансирование исследований осуществ-
лялось из средств федерального бюджета на
выполнение государственного задания КарНЦ
РАН (Институт прикладных математиче-
ских исследований КарНЦ РАН).
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О ВЕРОЯТНОСТНЫХ МЕРАХ С МАКСИМАЛЬНОЙ
РАЗМЕРНОСТЬЮ КВАНТОВАНИЯ
А. В. Иванов
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Известно, что размерность квантования вероятностной меры, заданной на мет-
рическом компакте, не превосходит емкостной размерности ее носителя. В свя-
зи с этим естественно возникает следующий вопрос о промежуточных значе-
ниях размерностей квантования. Пусть (X, ρ) – метрический компакт емкост-
ной размерности dimB X = d. Верно ли, что для любого a ∈ [0, d] существу-
ет вероятностная мера μ с носителем supp(μ) = X, для которой размерность
квантования D(μ) равна a? В работе рассматривается частный случай этого
вопроса, касающийся существования мер, размерность квантования которых
принимает наибольшее возможное значение равное dimB X. Получена оцен-
ка нижней размерности квантования вероятностной меры μ, удовлетворяющей
условию μ(B(x, ε)) � cεγ для любой точки x ∈ X, где c и γ – положитель-
ные константы (теорема 1). Из этой оценки следует существование искомых
мер на слабо однородных компактах. Из теоремы 1 вытекает также равенство
D(μ) = dimB X для равномерно распределенных мер (в смысле терминологии,
принятой в геометрической теории меры) и вероятностных мер компактных
метрических пространств Альфорса.

Ключ е вы е c л о в а: размерность квантования; емкостная размерность; слабо
однородный компакт; пространство Альфорса.

A. V. Ivanov. ON PROBABILITY MEASURES WITH A
MAXIMUM OF QUANTIZATION DIMENSION

It is known that the quantization dimension of a probability measure on a metric
compact space does not exceed the box-dimension of its support. In this connection,
the following question naturally arises about intermediate values of quantization
dimensions. Let (X, ρ) be a metric compact with box-dimension dimB X = d. Is
it true that for any a ∈ [0, d] there exists a probability measure μ with support
supp(μ) = X for which the quantization dimension D(μ) is a? In this paper we
consider a special case of this question concerning the existence of measures whose
quantization dimension takes the largest possible value, which is equal to dimB X.
An estimate is obtained for the lower quantization dimension of a probability
measure μ satisfying the condition μ(B(x, ε)) � cεγ for any point x ∈ X, where c
and γ are positive constants (Theorem 1). This estimate implies the existence of the
desired measures on weakly homogeneous compact spaces. Theorem 1 also implies
the equality D(μ) = dimB X for uniformly distributed measures (in the sense of
the terminology adopted in geometric measure theory) and probability measures of
compact metric Ahlfors spaces.

K e ywo r d s: quantization dimension; box-dimension; weakly homogeneous
compact space; Ahlfors space.
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Известно, что размерность квантования ве-
роятностной меры, заданной на метрическом
компакте, не превосходит емкостной размер-
ности ее носителя. В связи с этим в работе
[1] поставлен следующий вопрос о промежу-
точных значениях размерностей квантования.
Пусть (X, ρ) — метрический компакт емкост-
ной размерности dimB X = d. Верно ли, что
для любого a ∈ [0, d] существует вероятност-
ная мера μ с носителем supp(μ) = X, для
которой размерность квантования D(μ) рав-
на a? В данной статье рассматривается част-
ный случай этого вопроса, касающийся суще-
ствования мер, размерность квантования ко-
торых принимает наибольшее возможное зна-
чение равное dimB X. В [1] показано, что усло-
вие supp(μ) = X при этом не является суще-
ственным, поскольку для любой вероятност-
ной меры μ существует мера μ′ той же размер-
ности квантования с носителем supp(μ′) = X.
В настоящей работе получена оценка

нижней размерности квантования вероят-
ностной меры μ, удовлетворяющей условию
μ(B(x, ε)) � cεγ для некоторых положитель-
ных констант c и γ для любой точки x ∈ X
при малых ε1 (теорема 1). Из этой оценки сле-
дует существование искомых мер на слабо од-
нородных компактах. Из теоремы 1 вытекает
также равенство D(μ) = dimB X для равно-
мерно распределенных мер (в смысле терми-
нологии, принятой в геометрической теории
меры) и вероятностных мер компактных мет-
рических пространств Альфорса.
Емкостная размерность замкнутого под-

множества метрического компакта (X, ρ) и
размерность квантования вероятностной ме-
ры, заданной на X, могут быть определе-
ны по общей функториальной схеме (см. [1]).
Для компакта (X, ρ) через expX обозначает-
ся пространство непустых замкнутых подмно-
жеств X с метрикой Хаусдорфа ρH . Извест-
но, что метрическое пространство (expX, ρH)
компактно (см. [3]). Для любого натурального
n expnX = {F ∈ expX : |F | � n} — замкну-
тое подпространство expX. Пусть F ∈ expX.
Положим

N(F, ε) = min{n : ρH(F, expnX) � ε},
где ε > 0. Нетрудно показать, что N(X, ε) рав-
но наименьшему числу элементов ε-сети в X.
ε-Сеть A ⊂ X будем называть оптимальной,
если |A| = N(X, ε). Подмножество C ⊂ X на-
зывается ε-разделенным, если для любых двух
различных точек x, y ∈ C ρ(x, y) > ε. Любое
максимальное (по включению) ε-разделенное
множество является ε-сетью. Следовательно,

в компактеX всегда существует ε-разделенное
множество мощности N(X, ε).
Емкостная размерность dimB F множества

F ∈ expX определяется по следующей фор-
муле (см. [2]):

dimB F = lim
ε→0

lnN(F, ε)

− ln ε
. (1)

Если указанный предел не существует, то рас-
сматривают верхний или нижний пределы и
получают соответственно верхнюю dimBF или
нижнюю dimBF емкостные размерности мно-
жества F . При этом всегда dimBF � dimBF .
(Равенство dimBF = dimBF означает, что
определена размерность dimB F .)
Для компакта X через P (X) будем обозна-

чать пространство вероятностных мер на X
(см. [2]), наделенное метрикой Канторовича –
Рубинштейна ρP . По определению, для любых
мер μ, ν ∈ P (X)

ρP (μ, ν) = sup{|μ(f)− ν(f)| : f ∈ Lip1(X)},
где Lip1(X) – множество нерастягивающих
функций, то есть таких отображений f : X →
R, для которых |f(x)− f(y)| � ρ(x, y) для лю-
бых x, y ∈ X (при этом μ(f) =

∫
X f dμ). Но-

сителем supp(μ) меры μ ∈ P (X) называется
наименьшее замкнутое подмножество X, ме-
ра которого равна 1. Для любого натураль-
ного n множество Pn(X) = {μ ∈ P (X) :
|supp(μ)| � n} является замкнутым подпро-
странством P (X). Для μ ∈ P (X) и ε > 0 по-
ложим

N(μ, ε) = min{n : ρP (μ, Pn(X)) � ε}.
В [1] показано, что размерности квантования
меры μ ∈ P (X) (верхнюю D(μ) и нижнюю
D(μ)) можно определить по формулам, ана-
логичным (1):

D(μ) = limε→0
lnN(μ, ε)

− ln ε
,

D(μ) = limε→0

lnN(μ, ε)

− ln ε
.

Если D(μ) = D(μ), то существует

lim
ε→0

lnN(μ, ε)

− ln ε
= D(μ).

Известно (см. [1, 4]), что всегда

D(μ) � dimB(supp(μ)),

D(μ) � dimB(supp(μ)).

В основе полученных в работе результатов
лежит следующая

1Через B(x, ε) обозначается замкнутый ε-шар точки x ∈ X: B(x, ε) = {y : ρ(x, y) � ε}.
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Теорема 1. Пусть μ — вероятностная ме-
ра на X, для которой существуют положи-
тельные числа c, γ и ε0 такие, что для любой
точки x ∈ X и ε ∈ (0, ε0] выполняется нера-
венство

μ(B(x, ε)) � cεγ . (1)

Тогда dimBX � γ и

D(μ) � β

γ − β + 1
, (2)

где β = dimBX.

Доказательство. Пусть A = {a1, . . . , ak}
— ε-разделенное множество мощности k =
N(X, ε). Тогда μ(

⋃
iB(ai, ε/2)) � 1, и множе-

ства B(ai, ε/2) попарно не пересекаются. Сле-
довательно, N(X, ε)c(ε/2)γ � 1. Таким обра-
зом, для любого ε > 0

N(X, ε) � p

εγ
,

где p > 0. Откуда следует, что

dimBX � limε→0
ln p

εγ

− ln ε
= γ.

Для точки a ∈ X и ε > 0 определим
функцию f(a,ε) : X → R следующим обра-
зом: f(a,ε)(x) = ε − ρ(a, x) при x ∈ B(a, ε), и
f(a,ε)(x) = 0 при x �∈ B(a, ε).
В силу неравенств (1) и f(a,ε)(x) � 0 полу-

чаем: ∫
B(a,ε)

f(a,ε)dμ �
∫
B(a,ε/2)

f(a,ε)dμ

� ε

2
μ(B(a, ε/2)) � qεγ+1, (3)

где q = c
2γ+1 > 0.

Пусть β = dimBX � dimBX � γ. Если
β = 0, то неравенство (2) очевидно. Поэтому
будем считать, что β > 0, и пусть δ > 0 таково,
что β − δ > 0. Поскольку β = limε→0

lnN(X,ε)
− ln ε ,

при малых ε выполняется неравенство

1

εβ−δ
< N(X, ε). (4)

Рассмотрим теперь произвольную меру ν ∈
P (X), носитель которой содержит m ∈ N то-
чек, и пусть положительное число ε удовле-
творяет неравенству:

1

εβ−δ
> 2m. (5)

Тогда в силу (4)

N(X, ε) > 2m (6)

при достаточно малых ε.
Пусть C = {c1, . . . , ck} — ε-разделенная

ε-сеть в X. Тогда k � N(X, ε) и множества
Bi = B(ci,

ε
2), i = 1, . . . , k попарно не пересе-

каются. Положим E = {i : Bi ∩ supp(ν) = ∅}.
В силу (4) и (5)

|E| > 1

2εβ−δ
. (7)

Рассмотрим функцию f : X → R, кото-
рая определяется следующим образом: f(x) =
f(ci,ε/2) при x ∈ Bi, i ∈ E и f(x) = 0 при x ∈
X \⋃i∈E Bi. Легко проверить, что f ∈ Lip1(X)
и ν(f) = 0. Применяя неравенства (3) и (7),
получаем

ρP (ν, μ) � |μ(f)− ν(f)| =
∑
i∈E

∫
Bi

fdμ

=
∑
i∈E

∫
Bi

f(ci, ε2 )dμ � |E|q(ε/2)γ+1 > sεγ−β+δ+1,

где s = q
2γ+2 > 0.

Тем самым доказано, что если ε достаточ-
но мало и m = |supp(ν)| < 1

2εβ−δ , то ρP (ν, μ) >

sεγ−β+δ+1. Следовательно, N(μ, sεγ−β+δ+1) �
1

2εβ−δ . Таким образом,

D(μ) = limε→0

lnN(μ, sεγ−β+δ+1)

− ln(sεγ−β+δ+1)

� β − δ

γ − β + δ + 1

для любого δ > 0, откуда сразу следует нера-
венство (2).

Следствие 1. Пусть (X, ρ) — метрический
компакт и μ ∈ P (X). Если dimB X = α и для
меры μ существуют константы c, ε0 > 0 та-
кие, что для любого ε ∈ (0, ε0] и любой точки
x ∈ X

μ(B(x, ε)) � c

N(X, ε)
,

то D(μ) = dimB X = α.

Доказательство. При α = 0 утверждение
тривиально, поскольку D(μ) � dimB X. Пусть
α > 0. Фиксируем δ > 0 такое, что α − δ > 0.
Поскольку dimB X = α, при достаточно ма-
лых ε выполняется неравенство: N(X, ε) <
1

εα+δ . Таким образом, μ(B(X, ε)) � cεα+δ при
малых ε. Откуда в силу теоремы 1 получаем

D(μ) � α

δ + 1

для любого δ > 0. Следовательно, α � D(μ) �
D(μ) � dimBX = α.
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В геометрической теории меры мера μ ∈
P (X) называется равномерно распределенной,
если для любого ε > 0 и любых двух точек
x, y ∈ X

μ(B(x, ε)) = μ(B(y, ε)) > 0.

Следствие 2. Пусть (X, ρ) — метрический
компакт размерности dimB X = α, на кото-
ром существует равномерно распределенная
вероятностная мера μ. Тогда D(μ) = α.

Доказательство. Для ε > 0 рассмотрим оп-
тимальную ε-сеть A = {a1, . . . , ak}, где k =
N(X, ε). Имеем:

1 = μ(

k⋃
i=1

B(ai, ε)) � kμ(B(x, ε)),

где x — произвольная точка X. Откуда следу-
ет, что

μ(B(x, ε)) � 1

N(X, ε)
.

Таким образом, D(μ) = α в силу след-
ствия 1.

Метрический компакт (X, ρ) называется
слабо однородным (см. [5]), если существует
константа c > 0 такая, что для любых двух
положительных чисел ε, r : ε � r выполняет-
ся неравенство

N(X, r) inf
x∈X

N(B(x, r), ε) � cN(X, ε).

Напомним, что компакт X называется одно-
родным, если для любых точек x, y ∈ X су-
ществует изометрия f : X → X, перево-
дящая x в y. В однородном компакте вели-
чина N(B(x, r), ε) не зависит от выбора x.
При этом выполняется очевидное неравенство
N(X, r)N(B(x, r), ε) � N(X, ε). Таким обра-
зом, всякий однородный компакт слабо одно-
роден.

Следствие 3. Если X — слабо однородный
компакт размерности dimB X = α, то на X
существует вероятностная мера μ, для ко-
торой D(μ) = α.

Доказательство. Пусть as(X) = {N(X, ε) :
ε > 0} = {1, k2, . . . , kn, . . .} — аппроксимаци-
онный спектр компакта X (см. [1]). Положим
εn = min{ε : N(X, ε) = kn}. Пусть A — конеч-
ное подмножествоX. Через μu

A обозначим рав-
номерно распределенную вероятностную меру
на A: μu

A = 1
|A|
∑

x∈A δx, где δx — мера Дира-
ка. Всякую последовательность (μu

An
: n ∈ N),

где An — εn-оптимальное подмножествоX, на-
зовем допустимой. Аналогичная конструкция

была рассмотрена в [5], где фактически дока-
зано (теорема 4), что для всякой меры μ, кото-
рая является предельной точкой допустимой
последовательности в слабо однородном ком-
пакте, существует константа c > 0 такая, что
для любого ε > 0 и любой точки x ∈ X

μ(B(x, ε)) � c

N(X, ε)
.

Поэтому в силу следствия 1 D(μ) = α для
всякой предельной точки μ любой допустимой
последовательности в слабо однородном ком-
пакте.

Метрический компакт (X, ρ) с заданной на
нем вероятностной мерой μ называется про-
странством Альфорса размерности d > 0, если
существуют положительные константы c1 и c2
такие, что для любой точки x ∈ X и любого
ε > 0 выполняются неравенства:

c1ε
d � μ(B(x, ε)) � c2ε

d.

Следующее утверждение, доказанное в [4]
для компактных подмножеств R

n с метрикой,
индуцированной нормой, также вытекает из
теоремы 1.

Следствие 4. Если (X, ρ, μ) — компакт Аль-
форса размерности d, то D(μ) = dimB X = d.

Доказательство. Пусть A — оптимальная
ε-сеть в X, т. е. |A| = N(X, ε). Тогда∑

x∈A
μ(B(x, ε)) � μ(

⋃
x∈A

B(x, ε)) = 1.

Следовательно, N(X, ε)c2ε
d � 1 и, значит,

N(X, ε) � 1
c2εd

. Таким образом,

dimBX = limε→0

lnN(X, ε)

− ln ε
� d.

В то же время по теореме 1 dimBX � d.
Значит, dimBX = dimBX = d, и в силу (2)
D(μ) = d.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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О СООТНОШЕНИИ КЛАССОВ КОМПАКТОВ
ФЕДОРЧУКА И РОЗЕНТАЛЯ

А. В. Иванов
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Вопрос о соотношении классов компактов Федорчука и Розенталя впервые за-
тронут в работе С. Ватсона 1992 года. Примером компакта Розенталя, который
не является компактом Федорчука счетной спектральной высоты, является из-
вестный компакт Хелли. В работе показано, что существуют многочисленные
примеры компактов Федорчука спектральной высоты 3 (среди которых есть и
совершенно нормальные компакты), не являющихся компактами Розенталя.

Ключ е вы е c л о в а: вполне замкнутое отображение; компакт Федорчука;
компакт Розенталя; LUR-норма.

A. V. Ivanov. ON THE RELATION BETWEEN THE CLASSES
OF FEDORCHUK AND ROSENTHAL COMPACTA
The question of the relationship between the classes of Fedorchuk and Rosenthal
compact spaces was first raised in 1992 by Watson. An example of a Rosenthal
compact, which is not a Fedorchuk compact of countable spectral height, is the
well-known Helly compact. It is shown here that there exist numerous examples of
Fedorchuk compacta of spectral height 3 (among which there are perfectly normal
compacta) that are not Rosenthal.

K e ywo r d s: fully closed mapping; Fedorchuk compactum; Rosenthal compactum;
LUR-norm.

Вопрос о соотношении классов компактов
Федорчука и Розенталя впервые был затро-
нут в работе С. Ватсона 1992 года, где бы-
ла сформулирована следующая проблема (см.
[10, problem 3.2.14]): верно ли, что компакт
Хелли можно представить как предел счет-
ной обратной последовательности резольвент?
Компакт Хелли — наиболее известный пример
из класса компактов Розенталя, а понятие ре-
зольвенты лежит в основе определения ком-
пактов Федорчука. Проблема Ватсона в 2018
году была решена отрицательно [4].
Тематика данной заметки связана с резуль-

татами, касающимися перенормировки бана-
хова пространства C(X) непрерывных функ-
ций, заданных на компакте X. В работе [7]

доказано существование LUR-нормы на C(X)
для компактов X, лежащих в некотором под-
классе класса компактов Розенталя. В [6] ана-
логичное утверждение установлено для ком-
пактов Федорчука спектральной высоты 3.
Указанные результаты естественно приводят к
вопросу о соотношении этих двух классов (та-
кой вопрос был поставлен, в частности, Т. Ба-
нахом на конференции «2018 International
Conference on Topology and its Applications»
в Нафпактосе (Греция) в июле 2018). Извест-
но, что классический компакт «две стрелки»:
S(I) = [0, 1]×l{0, 1} (лексикографическое про-
изведение отрезка I на двоеточие с порядко-
вой топологией) является компактом Розен-
таля и одновременно компактом Федорчука
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спектральной высоты 3. В то же время ком-
пакт Хелли, для которого существует LUR-
норма на C(X) (см., [8]), не является компак-
том Федорчука счетной спектральной высоты
согласно [4]. В настоящей заметке показано,
что существуют разнообразные примеры ком-
пактов Федорчука спектральной высоты 3 (в
числе которых и совершенно нормальные ком-
пакты), которые не являются компактами Ро-
зенталя.
Напомним, что компактами Розенталя на-

зываются компактные подмножества про-
странства функций первого класса Бэра (с то-
пологией поточечной сходимости), заданных
на полном сепарабельном метрическом про-
странстве.
Определение компактов Федорчука, или

F -компактов, неразрывно связано с поняти-
ем вполне замкнутого отображения, которое
обобщает упомянутую выше конструкцию ре-
зольвенты. Непрерывное сюръективное отоб-
ражение f : X → Y компактов1 называет-
ся вполне замкнутым, если для любых двух
дизъюнктных замкнутых подмножеств A,B ⊂
X пересечение f(A) ∩ f(B) конечно (см. [5]).
Вполне замкнутое отображение f будем на-
зывать допустимым, если прообразы f−1(y)
всех точек y ∈ Y имеют счетный вес. Компакт
X называется F -компактом, если его мож-
но представить в виде предела непрерывного
вполне упорядоченного обратного спектра S =
{Xα, π

α
β : α, β < γ}, в котором X0 есть точка, а

все соседние проекции πα+1
α (α+1 < γ) – допу-

стимые вполне замкнутые отображения. Наи-
меньшая возможная длина γ такого спектра S,
дающего в пределе X, называется спектраль-
ной высотой sh(X) F -компакта X (см. [3]).
Ниже пойдет речь исключительно об F -

компактах спектральной высоты 3, которые
могут быть охарактеризованы как неметри-
зуемые компакты, обладающие допустимым
вполне замкнутым отображением на метризуе-
мый неодноточечный компакт. Таким образом,
со всяким F -компактом X спектральной вы-
соты sh(X) = 3 изначально связано некото-
рое допустимое вполне замкнутое отображе-
ние f : X → K на метризуемый компакт K.
При этом множество T (X, f) = {f−1(t) : t ∈
K, |f−1(t)| > 1} нетривиальных слоев отобра-
жения f несчетно в силу неметризуемости X
(см. [5, предложение 3.10]). В работе [2] дока-
зано, что допустимое вполне замкнутое отоб-
ражение f : X → K компакта X на метризуе-
мый компактK определено почти однозначно.
А именно имеет место следующая теорема.

Теорема 1. [2] Если fi : X → Ki, i = 1, 2
— допустимые вполне замкнутые отображе-
ния компакта X на метризуемые компак-
ты K1, K2, то множество несовпадающих
нетривиальных слоев f1 и f2 не более чем
счетно. Другими словами,

|T (X, f1)ΔT (X, f2)| � ω0,

где Δ обозначает симметрическую разность
множеств.

Для всякого допустимого вполне замкнуто-
го отображения f : X → K компакта X на
метризуемый компакт K введем обозначения:

A(X, f, 2) = {t ∈ K : |f−1(t)| = 2},
A(X, f,> 2) = {t ∈ K : |f−1(t)| > 2}.

В силу теоремы 1 свойства счетности2 или
несчетности множеств A(X, f, 2) и A(X, f,> 2)
не зависят от выбора конкретного отображе-
ния f , т. е. являются топологическими свой-
ствами F -компакта X. Поэтому, когда речь
идет о мощности этих множеств, параметр f
в их обозначении можно опустить.
В формулировке следующей ниже теоремы

2 фигурирует понятие ps-свойства (perfect set
property) топологического пространства, кото-
рое означает, что в данном пространстве име-
ется подмножество, гомеоморфное канторов-
скому совершенному множеству Π. Доказа-
тельство теоремы 2 опирается на следующую
лемму, которая фактически доказана в [2].

Лемма 1. Пусть fi : X → Ki, i = 1, 2
— непрерывные отображения компакта X
на метризуемые компакты Ki с метризу-
емыми слоями f−1

i (t), t ∈ Ki, причем f2
вполне замкнуто. Тогда множество {t ∈ K2 :
|f1(f−1

2 (t))| > 1} не более чем счетно.

Другими словами, в условиях леммы почти
все слои отображения f2 содержатся в слоях
f1.

Теорема 2. Пусть X — совершенно нормаль-
ный F -компакт спектральной высоты 3, яв-
ляющийся компактом Розенталя. Тогда для
X выполняются неравенства |A(X, 2)| > ω0,
|A(X,> 2)| � ω0 и для любого допустимо-
го вполне замкнутого отображения f : X →
K на метризуемый компакт K множество
A(X, f, 2) обладает ps-свойством.

Доказательство. Всякий совершенно нор-
мальный F -компакт счетной спектральной
высоты наследственно сепарабелен (см. [3]).

1Компакт – компактное хаусдорфово пространство.
2Для упрощения терминологии под счетным множеством мы понимаем множество мощности � ω0.
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Следовательно, в X нет несчетных дискрет-
ных подпространств и, согласно теореме С. То-
дорчевича [9, теорема 3], существует непре-
рывное отображение f1 : X → K1 на метри-
зуемый компакт K1, все слои которого f−1

1 (t),
t ∈ K1 содержат не более двух точек. Пусть
f2 : X → K2 — произвольное допустимое
вполне замкнутое отображение X на метри-
зуемый компакт K2. По лемме 1 почти все
слои f2 содержатся в слоях f1, т. е. состоят не
более чем из двух точек. Откуда сразу следует,
что |A(X,> 2)| � ω0. А поскольку компакт X
неметризуем и множество нетривиальных сло-
ев f2 несчетно, получаем, что |A(X, 2)| > ω0.
Пусть теперь f : X → K — произволь-

ное допустимое вполне замкнутое отображе-
ние на метризуемый компакт. Поскольку X
— наследственно сепарабельный компакт Ро-
зенталя, в X топологически содержится про-
странство «две стрелки» S(I) (см. [9, теорема
4]). Положим, g1 = f |S(I) : S(I) → f(S(I)) =
K1 ⊂ K, и пусть g2 — стандартное проекти-
рование S(I) на отрезок I. Отображение g1
вполне замкнуто как ограничение вполне за-
мкнутого отображения на замкнутое подпро-
странство (см. [5, предложение 1.14]); g2 также
является вполне замкнутым. Поэтому соглас-
но теореме 1 почти все слои g1 состоят из двух
точек. Следовательно,

|K1 \A(X, f, 2)| � ω0.

Таким образом, множество K1 ∩ A(X, f, 2)
является несчетным борелевским подмноже-
ством K и, следовательно, обладает ps-
свойством.

Установленное при доказательстве теоре-
мы 2 ограничение на множество A(X, f, 2)
(ps-свойство) для всякого содержащего S(I)
совершенно нормального F -компакта спек-
тральной высоты 3 на первый взгляд пред-
ставляется слишком слабым. Однако следую-
щее предложение показывает, что усилить это
требование нельзя.

Предложение 1. Для любого подмно-
жества B ⊂ I = [0, 1], обладающего
ps-свойством, существуют совершенно нор-
мальный F -компакт X спектральной высоты
3 и допустимое вполне замкнутое отображе-
ние f : X → I такие, что X содержит S(I),
A(X, f, 2) = B и A(X, f,> 2) = ∅.

Доказательство. Пусть π : S(I) → I – проек-
ция «двух стрелок» на отрезок. Рассмотрим на
S(I) разбиение R, нетривиальными элемента-
ми которого являются множества π−1(t) при
t �∈ B. Поскольку отображение π вполне за-
мкнуто, фактор-пространство X = S(I)/R по

разбиению R является хаусдорфовым (см. [5]).
Кроме того, в [5] доказано, что однознач-
но определенное отображение f : X → I,
удовлетворяющее равенству: π = f ◦ g, где
g : S(I) → X – факторная проекция, яв-
ляется вполне замкнутым. Таким образом, X
– совершенно нормальный F -компакт спек-
тральной высоты 3. При этом очевидно, что
A(X, f, 2) = B и A(X, f,> 2) = ∅.
Покажем, что X содержит S(I). По усло-

вию в B содержится канторово совершенное
множество Π. Пусть a = inf Π, b = supΠ. То-
гда Π можно представить в виде:

Π = [a, b] \
⋃
n∈N

(an, bn),

где (an, bn) — попарно дизъюнктные интерва-
лы, лежащие на отрезке [a, b]. Склеивая точки
каждой пары an, bn, n ∈ N, мы получим фак-
торное отображение h : Π → I ′ на некоторый
отрезок I ′.
Множество f−1Π состоит из точек вида

(t, 0), (t, 1) ∈ f−1(t) ⊂ S(I), где t ∈ Π. Рас-
смотрим в f−1Π подмножество

Z =
⋃

{f−1(t) : t ∈ Π, t �= an, bn, n ∈ N}
∪ {(an, 0) : n ∈ N} ∪ {(bn, 1) : n ∈ N}.

Легко проверить, что отображение s : Z →
S(I ′), действующее по формулам: s(t, 0) =
(h(t), 0), s(t, 1) = (h(t), 1), где t ∈ Π, являет-
ся гомеоморфизмом Z и S(I ′).

Из теоремы 2 сразу следует, что лю-
бой совершенно нормальный компакт Фе-
дорчука спектральной высоты 3, для ко-
торого множество A(X,> 2) несчетно, не
является компактом Розенталя. Такие при-
меры известны (см. [5]), однако все они
построены при дополнительных теоретико-
множественных предположениях (например,
в предположении континуум-гипотезы CH).
Тем не менее справедлива следующая «наив-
ная» теорема.

Теорема 3. Существует сепарабельный ком-
пакт Федорчука X спектральной высоты 3,
не являющийся компактом Розенталя, для
которого |A(X, 2)| � ω0 и |A(X,> 2)| > ω0.

Доказательство. В предположении CH иско-
мым компактом является любой упомянутый
выше совершенно нормальный F -компакт.
Предположим теперь, что выполняется от-

рицание континуум-гипотезы. Пусть Y — F -
компакт спектральной высоты 3 с несовпада-
ющими размерностями, построенный В. В. Фе-
дорчуком (см. [1, гл. 5.6.2]). Компакт Y се-
парабелен и обладает допустимым вполне за-
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мкнутым отображением f : Y → K на мет-
рический компакт, все слои которого име-
ют мощность континуум. Пусть B — несчет-
ное подмножество K мощности < c. Рассмот-
рим разбиение R компакта Y , нетривиальны-
ми элементами которого являются множества
f−1(t) при t �∈ B. Как и при доказатель-
стве предложения 1, получаем, что фактор-
пространство X = Y/R является сепарабель-
ным F -компактом спектральной высоты 3 и
существует вполне замкнутое отображение g :
X → K, нетривиальные слои которого совпа-
дают с множествами f−1(t), t ∈ B.
Согласно результатам С. Тодорчевича [9,

теорема 5], всякий сепарабельный компакт Ро-
зенталя либо содержит дискретное подмно-
жество мощности континуум, либо допуска-
ет непрерывное отображение на метризуемый
компакт кратности не больше 2.
Компакт X не содержит дискретных под-

множеств мощности c. В самом деле, если D
– дискретное подмножество X, то множество
точекD, в которых отображение g взаимно од-
нозначно, не более чем счетно в силу метри-
зуемости K. Пересечение D с каждым слоем
g−1(t), t ∈ B также не более чем счетно в си-
лу метризуемости такого слоя. Следователь-
но, |D| � |B| < c. В силу леммы 1 компакт
X нельзя непрерывно отобразить на метри-
ческий компакт с кратностью � 2, посколь-
ку вполне замкнутое отображение g имеет
несчетное множество слоев бесконечной мощ-
ности. Итак, X не является компактом Розен-
таля.

Пример совершенно нормального F -
компакта спектральной высоты 3, не являю-
щегося компактом Розенталя, можно постро-
ить также на основе установленного в теореме
2 ps-свойства множества A(X, f, 2).
Теорема 4. Существует совершенно нор-
мальный F -компакт X спектральной высоты
3, не являющийся компактом Розенталя, для
которого |A(X,> 2)| � ω0.
Доказательство. Пусть B — множество
Бернштейна, лежащее на отрезке I (такое
множество пересекается с каждым замкну-
тым нигде не плотным подмножеством I по
счетному числу точек). Множество B несчет-
но и не обладает ps-свойством. Как и при
доказательстве предложения 1, рассмотрим
вполне замкнутую проекцию π : S(I) → I и
для подмножества B ⊂ I построим фактор-
пространство X и вполне замкнутое отобра-
жение f : X → I. Мы получим совершен-
но нормальный F -компакт X спектральной

высоты 3, для которого A(X, f, 2) = B и
A(X, f,> 2) = ∅. Поскольку B не обладает
ps-свойством, X не является компактом Ро-
зенталя.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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ДИНАМИКА ПРОЦЕССА БИООЧИСТКИ
ПРИ ПЕРЕМЕННОМ ВХОДНОМ ПОТОКЕ ЗАГРЯЗНЕНИЙ:
ИНВАРИАНТНЫЕ МНОЖЕСТВА И СТАБИЛИЗАЦИЯ

А. Н. Кириллов, И. В. Данилова

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Предлагается математическая модель процесса биологической очистки сточ-
ных вод в аэротенке на основе естественных балансовых соотношений. Модель,
задаваемая системой нелинейных обыкновенных дифференциальных уравне-
ний, носит достаточно общий характер: функции, описывающие процесс окис-
ления и входные потоки, не конкретизируются. Найдено инвариантное мно-
жество и доказана его асимптотическая глобальная устойчивость. На основа-
нии предложенной модели разработан метод стабилизации процесса биоочист-
ки при нестационарном, кусочно-постоянном, входном потоке загрязнений.

Ключ е вы е c л о в а: стабилизация; биологичеcкая очистка; инвариантное
множество.

A. N. Kirillov, I. V. Danilova. DYNAMICS OF THE
BIOLOGICAL WASTEWATER TREATMENT PROCESS
UNDER VARIABLE POLLUTION INPUT FLOW: INVARIANT
SETS AND STABILIZATION
A mathematical model of the biological wastewater treatment process, based on
simple balance equations, is proposed. The model of the process, a nonlinear system
of ordinary differential equations, has a general nature: the functions describing
oxidation and the input flow are not specified. The invariant set is found and
its asymptotic global stability is proved. On the basis of the proposed model, a
technique has been developed to stabilize the wastewater treatment process when
the pollutant inflow is non-stationary, piecewise-constant.

K e ywo r d s: stabilization; biological treatment; invariant set.

Введение

Математическому моделированию динами-
ки процесса биологической очистки сточных
вод на основе применения активного ила по-
священо большое количество исследований
[1–3, 6–10]. Моделирование технологических
процессов, к которым относится и процесс
биоочистки, отличается от моделирования,

например, процессов движения летательных
объектов обилием факторов, влияющих на
процесс, невозможностью их точного описа-
ния, а также невозможностью проведения экс-
периментов с исследуемым процессом. Попыт-
ки учесть как можно большее число парамет-
ров и связей между ними приводят к невоз-
можности исследования модели и, в результа-
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те, к невозможности ее применения для пред-
сказания развития процесса и управления им.
В связи с этим в предлагаемой работе рассмат-
ривается простая, основанная на балансовых
соотношениях, модель системы биологической
очистки осадков сточных вод, состоящей из
аэротенка, отстойника и звена рециркуляции.

Инвариантные множества динами-
ческой системы биоочистки

Рассмотрим следующую динамическую си-
стему, представляющую модель процесса био-
очистки воды в аэротенке:⎧⎪⎨⎪⎩

ẋ = Q(a1, u) + f(x, s)− (b+ u)x,

ṡ = R(a2, b)− 1

Y
f(x, s)− (b+ u)s,

(1)

где s = s(t) – концентрация загрязнений (суб-
страта); x = x(t) – концентрация микроорга-
низмов, t – время; Y – коэффициент утилиза-
ции субстрата-загрязнителя в биомассу мик-
роорганизмов; k – константа полунасыщения;
b, a2 – соответственно скорость и концентра-
ция субстрата на входе; u, a1 – соответствен-
но скорость и концентрация биомассы в воз-
вратном потоке, u ∈ [0, ū], 0 < u – постоян-
ная, характеризующая технические возмож-
ности аэротенка; μ – максимальная удельная
скорость роста микроорганизмов. Будем счи-
тать, что Y , b, a2, a1 – положительные посто-
янные, u – управляющее воздействие. Пусть
функции Q,R, f обеспечивают единственность
решения задачи Коши.
Поясним смысл балансовых уравнений (1):

Q = Q(a1, u), R = R(a2, b) – скорости расхода
микроорганизмов и субстратов соответственно
на входе в аэротенк, Q ∈ [0, Q̄], R ∈ [0, R̄], Q̄, R̄
– положительные постоянные; f(x, s) � 0 –
скорость прироста биомассы микроорганизмов
за счет окисления ими субстратов, −f(x, s)/Y
– скорость убыли субстратов за счет их окис-
ления микроорганизмами; −(b+u)x,−(b+u)s –
скорости расхода биомассы и субстратов соот-
ветственно на выходе из аэротенка. Естествен-
но предположить, что f(x, 0) = f(0, s) = 0
и f(x, s) � cx, где 0 � c – постоянная. По-
следнее ограничение отражает насыщаемость,
присущую процессу окисления субстрата мик-
роорганизмами.
Следует отметить, что представленная ди-

намическая система (1) обобщает модель био-
очистки, предложенную в [2].
Нетрудно показать, что положительная

четверть R
2
+ = {(x, s) : x � 0, s � 0)} явля-

ется инвариантным множеством системы (1).

Также из вида правых частей системы (1) и
ограничений на Q,R, f , которые введены вы-
ше, следует, что при достаточно больших по-
стоянных x̄ � 0, s̄ � 0 инвариантным множе-
ством системы (1) является прямоугольник P
вида:

P = {(x, s) : x ∈ [0, x̄], s ∈ [0, s̄}. (2)

Соотношение (2) значит, что решения систе-
мы (1) положительно устойчивы по Лагран-
жу, что мотивирует использование этой мо-
дели процесса биоочистки. Устойчивость по
Лагранжу, как важная характеристика мате-
матических моделей экологических систем, от-
мечена в известной работе [5].

Теорема 1. Пусть Q,R – положительные
постоянные, D(u) = (Q+Y ·R)/(b+u). Тогда
прямая

l(u) =
{
(x, s) : x+ sY = D(u)

}
является интегральным притягивающим
множеством системы (1) при постоянном u.

Доказательство. Умножив второе уравнение
системы (1) на Y и сложив его с первым урав-
нением, получим

ż = Q+ Y ·R− (b+ u)z, (3)

где z = x+Y s. Приравняв правую часть урав-
нения (3) к нулю, получим его стационарное
решение

z = D(u).

Таким образом, прямая x + Y s = D(u) – ин-
вариантное множество системы (1). Посколь-
ку в (3) коэффициент перед z отрицателен, то
положение равновесия асимптотически (гло-
бально) устойчиво, откуда следует утвержде-
ние леммы.

Конкретизируем вид функций Q и R, сле-
дуя работе [6]. Пусть Q(a1, u) = ua1, R(a2, b) =
ba2. Тогда система (1) примет вид⎧⎪⎨⎪⎩

ẋ = ua1 + f(x, s)− (b+ u)x,

ṡ = ba2 − 1

Y
f(x, s)− (b+ u)s.

(4)

Стабилизация системы (4) при
кусочно-постоянном R. В работах [3, 4] раз-
работан метод стабилизации системы, предло-
женной в [6]. При этом величина входного
потока загрязнений Q была постоянной. Но в
реальных условиях нагрузка на входе в аэро-
тенк не является стационарной. Поэтому важ-
но так организовать технологический процесс
биоочистки, чтобы изменения входного пото-
ка не ухудшали качество очищенной воды.
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Ниже будем предполагать, что R – кусочно-
постоянная функция времени.
Предварительно получим следующий тех-

нический результат, а именно исследуем кине-
матику прямой l(u). Имеем

D(u) =
ua1 + Y ba2

b+ u
,

D′(u) =
a1(b+ u)− (ua1 + Y ba2)

(b+ u)2

=
b(a1 − Y a2)

(b+ u)2
.

Отсюда следует, что если a1 − Y a2 > 0, то
D′(u) > 0, т. е. прямая l(u) движется вверх
с возрастанием u. Если a1 − Y a2 < 0, то l(u)
с ростом u движется вниз. Если a1 − Y a2 = 0,
то при изменении u прямая l0 остается непо-
движной.
Очевидно, величины b, a2, характеризую-

щие интенсивность потока загрязнений на
входе в аэротенк, не являются постоянны-
ми. Естественно предположить, что b и a2
– кусочно-постоянные функции времени. Та-
ким образом, как отмечено выше, R = ba2 –
кусочно-постоянная функция времени. Огра-
ничимся случаем кусочно-постоянной концен-
трации загрязнения a2, считая величину b по-
стоянной. Случай кусочно-постоянной скоро-
сти b при постоянной концентрации a2 рас-
сматривается, как будет видно из дальнейше-
го, проще. Если же кусочно-постоянны обе ве-
личины, b и a2, то рассуждение следует пер-
вому случаю. Ниже используем обозначение
l(u) = l(u, a2), D(u) = D(u, a2).
Рассмотрим следующую задачу стабилиза-

ции. Пусть в аэротенке при a2 = a∗2 поддержи-
вается скорость возвратного потока активно-
го ила на желательном уровне u = u∗, кото-
рому соответствует инвариантное множество
l(u∗, a∗2) системы (4). Поставим задачу стаби-
лизации множества l(u∗) за счет изменения
скорости u.
Предположим, что в некоторый момент

времени t = t1 произошло увеличение концен-
трации загрязнителя до значения a2 = a+ >
a∗2. Следует отметить, что мгновенность изме-
нения концентрации рассматривать проще, а
суть метода стабилизации не изменится, если
ввести временной промежуток, на котором из-
меняется концентрация a2.
Пусть a∗2 < a1/Y , т. е. a1 − Y a∗2 > 0. Ес-

ли a+ < a1/Y , то учитывая, что при увеличе-
нии a2 увеличивается D(u, a2), получаем, что
прямая l(u∗, a+) будет расположена выше, чем
l(u∗, a∗2). Поскольку D′(u, a2) > 0, то для воз-
врата прямой l(u∗, a+) в начальное положение

l(u∗, a∗2) следует уменьшить значение u∗, поло-
жив u = ũ, где ũ – решение уравнения

D(u∗, a∗2) = D(ũ, a+), (5)

откуда получаем

ũ =
Y a+(b+ u∗)− (a1u

∗ + Y ba∗2)
(Y a∗2 − a1)

.

Но при этом должно выполняться условие
ũ > 0, что равносильно D(u∗, a∗2) > Y a+, или

a+ <
u∗a1 + Y da∗2
Y (b+ u∗)

. (6)

Условие (6) дает ограничения на концентра-
цию входного потока загрязнений, с которой
может справиться система биоочистки, ис-
пользующая предлагаемый метод стабилиза-
ции, если выполнены ограничения, заданные
выше.
Пусть по-прежнему a∗2 < a1/Y , но a+ �

a1/Y . Тогда, как нетрудно показать, не су-
ществует положительного решения ũ уравне-
ния (6).
Пусть a∗2 � a1/Y . Тогда, очевидно, a+ >

a1/Y . Поскольку теперь D′(u, a2) < 0, то при
любом a+ > a∗2 существует решение ũ уравне-
ния (5).
Случай, когда в некоторый момент време-

ни t = t2 происходит уменьшение величины
a∗2 до значения a− < a∗2, рассматривается ана-
логично вышеизложенному. А именно, если
a∗2 < a1/Y , то при любом a− < a∗2 существу-
ет решение û уравнения D(u∗, a∗2) = D(û, a−).
Если a∗2 > a1/Y и a− > a1/Y , то решение û
существует при условии a− > D(u∗, a∗2). Если
a∗2 > a1/Y и a− � a1/Y , то û не существует.
Следует отметить, что предложенный вы-

ше метод стабилизации применим и к более
общей системе (1), если на функции Q,R, f на-
ложить соответствующие естественные огра-
ничения. Для того чтобы изложение не име-
ло чрезмерно абстрактный характер, метод
стабилизации изложен на примере системы
(4). Несложно видеть, что метод стабилиза-
ции, опирающийся на теорему 1, применим и
в случае, когда параметры системы не извест-
ны точно, что означает его грубость, которая
является крайне важной характеристикой в
практических задачах.

Заключение

Предложена общая модель биологической
очистки сточных вод в аэротенке, получен-
ная из естественных балансовых соотноше-
ний. Найдено инвариантное множество соот-
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ветствующей динамической системы и дока-
зана его асимптотическая глобальная устой-
чивость. На основании предложенной модели
разработан метод стабилизации процесса био-
очистки при нестационарном входном потоке
загрязнений.

Работа выполнена при поддержке РФФИ,
грант 18–01–00249а.
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ОБ УСЛОВИЯХ СВЯЗНОСТИ
КОНФИГУРАЦИОННЫХ ГРАФОВ

М. М. Лери

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматриваются два вида моделей случайных конфигурационных графов с
разными распределениями степеней вершин: дискретным степенным распре-
делением и распределением Пуассона. Параметры распределений принима-
ют фиксированные значения. Посредством имитационного моделирования для
разных видов графов найдены оценки вероятностей того, что граф представ-
ляет собой одну компоненту связности, состоящую из всех вершин графа в
зависимости от размера графа и параметра распределения степеней вершин.

Ключ е вы е c л о в а: конфигурационный граф; степенное распределение; рас-
пределение Пуассона; связность графа; имитационное моделирование.

M. M. Leri. ON CONDITIONS OF CONFIGURATION
GRAPHS’ CONNECTIVITY
We consider two types of random configuration graphs: with the power-law and with
the Poisson vertex degree distributions. The parameters of these distributions are
fixed. By simulations we estimate the probabilities of graph connectivity (when all
graph vertices are joined into one connected component) in different graph types and
their dependence on the graph size and the vertex degree distribution parameter.

K e ywo r d s: configuration graph; power-law distribution; Poisson distribution;
graph connectivity; simulations.

Введение
Хорошо известно (см., например, [3–5]), что

случайные графы нашли широкое применение
в качестве моделей для описания различных
видов сетей коммуникаций, от локальных се-
тей местного значения до глобальных, имею-
щих международный охват. Сетевые модели,
соответственно, также имеют некоторое раз-
нообразие, как в определении степеней вер-
шин случайного графа, так и в установлении
связей между этими вершинами. В частности,
наблюдения за реальными сетями телекомму-
никаций показали (см., например, [4, 9]), что
для их описания лучше всего подходят модели
случайных графов, степени вершин которых
являются независимыми одинаково распреде-
ленными случайными величинами с общим за-
коном распределения.

С увеличением размеров сетей и с ростом
их разнообразия стало понятно, что для адек-
ватного отражения топологии и функциони-
рования таких сетей при построении их мате-
матических моделей недостаточно учитывать
только распределение степеней вершин в со-
ответствующей модели случайного графа, но
необходимо также принимать в рассмотрение
и другие не менее важные характеристики се-
ти. Одной из таких характеристик качества се-
ти является связность. Связность сети и, соот-
ветственно, связность случайного графа озна-
чают, что все вершины объекта напрямую или
опосредованно связаны между собой, то есть
для любой пары вершин всегда существует хо-
тя бы одна цепь, соединяющая их между со-
бой.
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Связность конфигурационных гра-
фов
В работе рассматриваются конфигурацион-

ные графы, впервые предложенные Б. Болло-
башем в [2], с N вершинами, степени которых
ξ1, ξ2, . . . , ξN являются независимыми одина-
ково распределенными случайными величина-
ми с общим распределением. Рассматриваются
два варианта распределений степеней вершин
графа. Во-первых, это степенное распределе-
ние, заданное следующим равенством [9]:

pk = P{ξ = k + c1} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)

где k = 1, 2, . . . , и, во-вторых, распределение
Пуассона:

pk = P{ξ = k + c2} =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, . . . (2)

Целочисленные константы c1 � 0 и c2 � 1
определяют сдвиги соответствующих распре-
делений. Параметры τ > 1 и λ > 0 распреде-
лений (1) и (2) степеней вершин графа прини-
мают фиксированные значения. При построе-
нии конфигурационного графа вначале опре-
деляются степени каждой из N вершин в со-
ответствии с выбранным распределением (сте-
пенным или Пуассона) с заданными парамет-
рами τ или λ соответственно. Степени вер-
шин графа определяют различимые полуреб-
ра [9], занумерованные в произвольном поряд-
ке. Соединение всех полуребер графа между
собой попарно и равновероятно образует реб-
ра. Сумма степеней вершин при таком постро-
ении должна быть четной, поэтому, если она
оказывается нечетной, к равновероятно вы-
бранной вершине добавляется одно недостаю-
щее полуребро: степень соответствующей вер-
шины увеличивается на 1, и она соединяется
ребром с той вершиной, чье ребро ранее оста-
лось без пары. В результате такого построения
конфигурационные графы могут иметь петли,
циклы и кратные ребра.
Относительно конфигурационных графов с

распределением степеней вершин (1) известно
(см., например, [3, 5, 9]), что если значение па-
раметра распределения степеней вершин τ ле-
жит в интервале (1, 2), то в таком графе суще-
ствует так называемая гигантская компонента
связности, и она единственна. Число вершин,
принадлежащих этой компоненте, пропорцио-
нально числу вершин графа N при N → ∞,
в то время как число вершин любой из мень-
ших компонент этого графа бесконечно мало
по сравнению с числом вершин в гигантской
компоненте.
Обозначим через A событие, состоящее в

том, что рассматриваемый случайный граф

представляет собой одну компоненту связно-
сти, содержащую в себе все N вершин графа.
В [6] показано, что если распределение степе-
ней вершин случайного графа задано так, что
p1 = p2 = 0, то вероятность P(A) → 1 при
N → ∞. В [1] рассматривались условные кон-
фигурационные графы с неизвестным распре-
делением степеней вершин при слабых огра-
ничениях на предельное поведение хвоста рас-
пределения и были найдены условия, при ко-
торых граф будет асимптотически достоверно
связен.

Результаты
Цель данной работы состояла в том, чтобы

оценить вероятность события A и найти зави-
симость P(A) от числа вершин графа N и па-
раметра распределения степеней вершин. Ис-
следование проводилось посредством методов
имитационного моделирования с последующей
статистической обработкой данных.
Для получения статистических данных

рассматривались три типа конфигурационных
графов с распределением степеней вершин (1)
и тремя значениями сдвига c1:

• c1 = 0: pk > 0, k = 1, 2, ...;

• c1 = 1: p1 = 0;

• c1 = 2: p1 = p2 = 0

и три типа конфигурационных графов с рас-
пределением степеней вершин (2) и тремя зна-
чениями сдвига c2:

• c2 = 1: pk > 0, k = 1, 2, ...;

• c2 = 2: p1 = 0;

• c2 = 3: p1 = p2 = 0.

Для всех видов конфигурационных графов
рассматривались графы размерностей 100 �
N � 10000 с шагом 500. В случае распределе-
ния (1) значения параметра τ изменялись от
1.01 до 3.0 с шагом 0.01, а при распределении
степеней вершин (2) значения параметра λ из-
менялись от 0.01 до 8.0 с шагом 0.01.
На основе полученных данных были по-

строены регрессионные зависимости вероятно-
стей P(A) того, что граф состоит из одной
компоненты связности, включающей в себя все
N вершин, от объема графа N и парамет-
ра распределения степеней вершин (τ или λ).
Введем следующие обозначения вероятностей
связности графов. Для графов с распределе-
нием степеней вершин (1):

P0
pl(A) при c1 = 0;

P1
pl(A) при c1 = 1;
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P2
pl(A) при c1 = 2

и для графов с распределением степеней вер-
шин (2):

P1
ps(A) при c2 = 1;

P2
ps(A) при c2 = 2;

P3
ps(A) при c2 = 3.

В случае степенного распределения степе-
ней вершин со сдвигом c1 � 0 получены сле-
дующие регрессионные уравнения (рис. 1 и 2):

P0
pl(A) = e1−2.79τ97.35− 9500.45

N , R2 = 0.89,

P1
pl(A) = 2.4− 1.55τ0.28

N0.01
, R2 = 0.98,

при c1 = 2 для любых 1.01 � τ � 3: 0.99 �
P2

pl(A) � 1 при 100 � N � 1000, и P2
pl(A) = 1

при 1000 < N � 10000.

N � 100
N � 10000

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Τ

0.00

0.05

0.10

0.15

p

Рис. 1. Зависимость P0
pl(A) от N и τ

Fig. 1. Dependence of P0
pl(A) on N and τ

N � 100
N � 10000

1.0 1.5 2.0 2.5 3.0
Τ

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
p

Рис. 2. Зависимость P1
pl(A) от N и τ

Fig. 2. Dependence of P1
pl(A) on N and τ

В случае, когда степени вершин имели
распределение Пуассона со сдвигом c2 � 1,
регрессионные уравнения были следующими
(рис. 3 и 4):

P1
ps(A) =

√
0.12− 2.75N0.04 + 2.7λ0.34,

P2
ps(A) = e−0.114λ−1.335+ 24.216

N

с коэффициентами детерминации равными
0.97 и 0.98 соответственно. В случае, когда
c2 = 3: P3

ps(A) = 1 для любых значений па-
раметра 0.01 � λ � 8 и любых объемов графа
100 � N � 10000.

N � 100
N � 10000

0 2 4 6 8
Λ

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0
p

Рис. 3. Зависимость P1
ps(A) от N и λ

Fig. 3. Dependence of P1
ps(A) on N and λ
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N � 10000
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p

Рис. 4. Зависимость P2
ps(A) от N и λ

Fig. 4. Dependence of P2
ps(A) on N and λ

Таким образом, результаты имитационного
моделирования, во-первых, показывают, что
действительно, если распределение степеней
вершин случайного графа задано так, что p1 =
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p2 = 0, то вероятность того, что все вершины
графа образуют одну компоненту связности,
приближается к 1 с ростом объема графа. Во-
вторых, полученные в данной работе уравне-
ния зависимостей этой вероятности в случаях,
когда только p1 = 0 или когда pk > 0 для всех
k � 1, могут служить основанием для понима-
ния сетевых топологий, определяющих разли-
чие в свойствах и функционировании сетей, а
также могут быть использованы как при мо-
делировании реальных сетей, так и при изуче-
нии устойчивости конфигурационных графов
к различного вида разрушениям [7, 8].

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).

Исследования выполнены на научном обо-
рудовании Центра коллективного пользова-
ния Федерального исследовательского центра
«Карельский научный центр Российской ака-
демии наук».
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ОБ АСИМПТОТИКЕ СТЕПЕННОЙ СТРУКТУРЫ
УСЛОВНЫХ ИНТЕРНЕТ-ГРАФОВ
Ю. Л. Павлов
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Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами, степени которых
независимы и одинаково распределены по неизвестному закону, зависящему от
произвольной медленно меняющейся функции. Степень каждой вершины равна
числу инцидентных ей занумерованных полуребер. Граф образуется путем по-
парного равновероятного соединения полуребер друг с другом для образования
ребер. Такие модели используются для адекватного описания различных сетей
коммуникаций и сети Интернет. Изучается подмножество таких случайных гра-
фов при условии, что сумма степеней вершин известна и равна n. В статье
получены предельные распределения максимальной степени вершины и числа
вершин заданной степени при N,n → ∞ так, что 0 < C1 � n/N � C2 < ∞.

К люч е вы е c л о в а: случайный конфигурационный граф; Интернет-граф;
условный граф; степень вершины; степенная структура; асимптотика.

Yu. L. Pavlov. ON THE ASYMPTOTICS OF THE DEGREE
STRUCTURE OF CONDITIONAL INTERNET GRAPHS
We consider configuration graphs with N vertices, whose degrees are independent
and identically distributed according to an unknown distribution law that depends
on an arbitrary slowly varying function. The degree of each vertex is equal to the
number of incident numbered semi-edges. The graph is constructed by joining all
of the semi-edges pairwise equiprobably to form edges. Such models can be used to
adequately describe various communication networks and Internet topologies. We
study the subset of such random graphs under the condition that the sum of vertex
degrees is known and it is equal to n. The paper finds the limit distributions of the
maximum vertex degree and the number vertices with a given degree as N,n → ∞
in such a way that 0 < C1 � n/N � C2 < ∞.

K e ywo r d s: configuration random graph; Internet graph; conditional graph; vertex
degree; degree structure; asymptotics.

Введение

При моделировании сложных сетей комму-
никаций широко используется теория случай-
ных графов [7]. Важнейшими примерами та-
ких сетей являются Интернет и социальные се-
ти. Наблюдения за реальными сетями показа-

ли [6], что степени узлов можно считать неза-
висимыми одинаково распределенными слу-
чайными величинами. Установлено, что число
узлов, степени которых равны k, при k → ∞
пропорционально k−g, где g – положительный
параметр. Поэтому в [9] предложено в моде-
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лях сетей использовать следующее распреде-
ленние случайной величины ξ, равной степени
любой вершины графа:

pk = P{ξ = k} = h(k)k−g, k = 1, 2, . . . , (1)

где g > 1, а h(x) – медленно меняющаяся
функция. Одним из видов графов, наиболее
часто используемых для моделирования сетей,
являются так называемые конфигурационные
графы, введенные в работе [5]. В таких графах
степень каждой вершины равна числу различ-
ных инцидентных ей различимых полуребер,
для которых смежные вершины еще не опре-
делены. Если сумма степеней вершин оказы-
вается нечетной, то в граф вводится вспомога-
тельная вершина единичной степени. Форми-
рование графа завершается путем попарного
равновероятного соединения полуребер друг с
другом и образования таким образом ребер.
Понятно, что при этом могут появляться пет-
ли и кратные ребра. В [9] отмечается, что вспо-
могательная вершина и инцидентное ей ребро
не влияют на предельное поведение основных
характеристик графа при стремлении к бес-
конечности числа вершин. Поэтому ниже мы
будем рассматривать только степени основных
вершин. Поскольку такие конфигурационные
графы используются для моделирования сети
Интернет, в некоторых работах (см., напри-
мер, [8]) их называют Интернет-графами.
В статье [3] впервые рассматривались

условные Интернет-графы при условии, что
сумма степеней вершин известна и равна n, а
распределение (1) задавалось следующим об-
разом:

pk =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . . (2)

Очевидно, что (2) является частным случаем
распределения (1), если g = τ + 1 и h(k) =
τ + o(1). В этих условиях в [3] найдены пре-
дельные распределения максимальной степе-
ни вершины и числа вершин заданной степени
при различном характере стремления числа
вершин и числа ребер к бесконечности и раз-
личных значениях параметра τ . Доказатель-
ства этих результатов в значительной степени
опирались на использование обобщенной схе-
мы размещения частиц по ячейкам, введенной
и исследованной В. Ф. Колчиным [1].
В статье [2] впервые изучались условные

конфигурационные графы с неизвестным рас-
пределением степеней вершин, обладающим
свойствами: pk > 0, k = 1, 2, . . . и при k → ∞

pk ∼ d

kg(ln k)h
, (3)

где d > 0, g � 1, h � 0, g + h > 1. В
этой же статье приводятся различные приме-
ры распределений степеней, обладающих на-
званными свойствами. В частности, такие рас-
пределения возникают, если распределение (2)
является случайным из-за случайного пара-
метра τ с известным законом распределения.
Нетрудно видеть, что распределение, облада-
ющее свойством (3), является частным случа-
ем распределения (1).
Пусть N – число вершин графа. Обозна-

чим ξ1, . . . , ξN степени вершин 1, . . . , N соот-
ветственно, эти случайные величины незави-
симы и распределены так же, как и ξ. Пусть
ζN = ξ1 + . . . + ξN . Если выполнено усло-
вие ζN = n, то в таком условном графе сте-
пени вершин уже не являются независимы-
ми. Обозначим η(N) и μr случайные величи-
ны, равные максимальной степени вершины
и числу вершин заданной степени r соответ-
ственно. В [2] найдены предельные распреде-
ления этих случайных величин при различ-
ном характере стремления N и n к бесконеч-
ности. Естественно возникает задача получе-
ния аналогичных результатов в наиболее об-
щем случае, когда степени вершин имеют рас-
пределение (1). Такая задача в настоящей ста-
тье рассматривается впервые. Основная труд-
ность в соответствующих доказательствах за-
ключается в том, что в (1) неизвестен явный
вид медленно меняющейся функции h(k). Про-
ще всего такая задача решается при условии
1 < C1 � n/N � C2 < ∞, что и будет сде-
лано в настоящей статье. Для этого мы будем
использовать те же схемы доказательств, тер-
минологию и обозначения, что и в статье [2].
Остальные случаи предельного поведения N и
n будут рассмотрены в других публикациях.
В следующем разделе формулируются по-

лученные результаты в виде теоремы 1 для
η(N) и теоремы 2 для μr. Далее приводятся
вспомогательные утверждения (леммы 1–11),
с помощью которых в последнем разделе ста-
тьи доказываются теоремы 1 и 2.

Основные результаты

Введем независимые случайные величины
η1, . . . , ηN такие, что

pk(λ) = P{ηi = k} = λkpk/B(λ), (4)

где k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N, 0 < λ < 1,

B(λ) =

∞∑
k=1

λkpk. (5)
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Из (4) и (5) следует, что

m = m(λ) = Eη1 = B−1(λ)

∞∑
k=1

kλkpk, (6)

σ2 = Dη1 = B−1(λ)

∞∑
k=1

k2λkpk −m2. (7)

Обозначим также

M = Eξ =

∞∑
k=1

kpk. (8)

Замечание. Из (1) и (8) следует, что если
g > 2, то M конечно, а если g < 2, то M = ∞.
Далее в качестве параметра λ будем использо-
вать единственное решение уравнения

m(λ) = n/N. (9)

В статье доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть N,n → ∞ так, что 1 <
C1 � n/N � C2 < M, а r = r(N,n) выбирают-
ся так, что

Nλr+1h(r)

B(λ)rg
→ γ, (10)

где γ – некоторая положительная постоян-
ная. Тогда для любого фиксированного k =
0,±1,±2, . . .

P{η(N) � r+k} = exp{−γλk(1−λ)−1}(1+o(1)).

Теорема 2. Пусть N,n → ∞ так, что 1 <
C1 � n/N � C2 < M. Тогда для любого на-
турального r равномерно относительно ur =
(k−Npr(λ))/(σrr

√
N) в любом фиксированном

конечном интервале

P{μr = k} = (σrr
√
2πN)−1e−u2

r/2(1 + o(1)),

где

σ2
rr = pr(λ)

(
1− pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ)

)
.

(11)

Вспомогательные утверждения

Из (1) и (4) нетрудно получить следующее
утверждение.

Лемма 1. Справедливо равенство:

P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN}
= P{η1 = k1, . . . , ηN = kN |η1 + . . .+ ηN = n}.

Введем вспомогательные случайные вели-
чины η

(r)
1 , . . . , η

(r)
N такие, что

P{η(r)i = k} = P{ηi = k|ηi � r}, (12)

где i = 1, . . . , N , и пусть νN = η1 + . . . + ηN ,
ν
(r)
N = η

(r)
1 + . . .+ η

(r)
N . Из леммы 1 следует, что

выполнены условия обобщенной схемы разме-
щения частиц по ячейкам [1], в рамках кото-
рой имеет место такое утверждение.

Лемма 2. Справедливо равенство:

P{η(N) � r} = (1− Pr)
N P{ν(r)N = n}

P{νN = n} ,

где
Pr = P{η1 > r}. (13)

Пусть η̃
(r)
1 , . . . , η̃

(r)
N – случайные величины,

для которых

P{η̃(r)i = k} = P{ηi = k|ηi �= r}, (14)

где i = 1, . . . , N. Обозначим также ν̃
(r)
N =

η̃
(r)
1 + . . .+ η̃

(r)
N . Из леммы 1, (4) и (14) следует,

как известно [1], такой результат.

Лемма 3. Справедливо равенство:

P{μr = k}

=

(
N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))

N−k
P{ν̃(r)N−k = n− kr}

P{νN = n} .

Леммы 2 и 3 будут использованы при дока-
зательстве теорем 1 и 2 соответственно. Для
этого ниже будут рассмотрены асимптотики
бинома (1 − Pr)

N из леммы 2, биномиальных
вероятностей из леммы 3 и сумм νN , ν

(r)
N , ν̃

(r)
N .

Сначала выясним простейшие свойства пара-
метра λ.

Лемма 4. Пусть N,n → ∞ так, что 1 <
C1 � n/N � C2 < M. Тогда 0 < C3 � λ �
C4 < 1.

Доказательство. Предположим, что λ → 0.
Тогда из (4), (6), (9) следует, что

n

N
=

∑∞
k=1 kλ

kpk
B(λ)

→ 1,

что противоречит условию n/N � C1 > 1.
Пусть λ = 1 − x, x → 0. Тогда из (5) видим,
что для любого натурального A

B(λ) =

A∑
k=1

pk + o(1) +

∞∑
k=A+1

λkpk. (15)
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Легко видеть, что

∞∑
k=A+1

λkpk < P{ξ > A},

а последняя вероятность, как видно из (1), мо-
жет быть сделана сколь угодно малой выбором
достаточно большого A. Отсюда и из (15) на-
ходим, что B(λ) → 1. Аналогичные рассужде-
ния показывают, что

∞∑
k=1

kλkpk = (1 + o(1))

A∑
k=1

kpk +

∞∑
k=A+1

kλkpk,

следовательно,

∞∑
k=1

kλkpk � M(1 + o(1).

Отсюда и из (6), (9) очевидным образом при-
ходим к противоречию с условием n/N �
C2 < M . Лемма 4 доказана.
Рассмотрим асимптотику NPr.

Лемма 5. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1. Тогда для любого фиксированного k =
0,±1,±2, . . .

NPr+k = γλk(1− λ)−1(1 + o(1)).

Доказательство. Из (12) и (13) следует, что

NPr+k = Npr+1(λ)

∞∑
j=0

pr+j+k+1(λ)

pr+1(λ)
. (16)

Отсюда и из (1), (4) вытекает:

NPr+k = Npr+1(λ)

∞∑
j=0

λk+j

(17)

×
(
1− j + k

r + j + k + 1

)g h(r + j + k + 1)

h(r + 1)
.

Из (10) и леммы 4 находим, что r → ∞. Пусть
A – некоторое натуральное число. Из теоремы
1.1 [4] следует, что

A∑
j=0

λk+j

(
1− j + k

r + j + k + 1

)g h(r + j + k + 1)

h(r + 1)

(18)

= (1 + o(1))

A∑
j=0

λj+k =
1− λA+k

1− λ
+ o(1),

и это выражение можно сделать сколь угодно
близким к (1−λ)−1 выбором достаточно боль-
шого A. С помощью теоремы 1.2 [4] приходим
к оценке:

∞∑
j=A+1

λj h(r + j + k + 1)

h(r + 1)
<

2λA
1

1− λ1
, (19)

где λ < λ1 < 1, а эта величина тем ближе к
нулю, чем больше A. Теперь из (4), (10), (17)–
(19) получаем:

NPr+k ∼ Nλr+k+1h(r)

B(λ)(1− λ)rg
,

и утверждение леммы 5 следует из условия
(10).
В следующих леммах рассматривается

асимптотическое поведение сумм νN , ν
(r)
N , ν̃

(r)
N .

Обозначим ϕN (t) характеристическую функ-
цию случайной величины (νN −Nm)/(σ

√
N).

Лемма 6. Пусть N,n → ∞ так, что 1 <
C1 � n/N � C2 < M . Тогда

ϕN (t) → e−t2/2.

Доказательство. В данных условиях можно
ограничиться почти дословным повторением
доказательства соответствующей части леммы
8 [2], отличие состоит только в необходимости
учета поведения медленно меняющейся функ-
ции h(k) в (1). Обозначим

ϕ(t) = Eeitη1 =

∞∑
k=1

eitkpk(λ). (20)

В окрестности нуля справедливо разложение:

lnϕ(t) = imt− σ2t2/2 + t3Q(t)/6, (21)

где
|Q(t)| � 2max

v
|(lnϕ(v))′′′v |. (22)

В силу леммы 4 0 < C3 � λ � C4 < 1, поэтому
из (1), (5)–(7) следует, что

0 < C5 � σ2 � C6 < ∞. (23)

В ходе доказательства леммы 8 [2] показано,
что

(lnϕ(t))′′′t

= −
(
f4(t)

f1(t)
− 3

f3(t)f2(t)

f2
1 (t)

+ 2

(
f2(t)

f1(t)

)3
)
,

где

fj(t) =

∞∑
k=1

kj−1(λeit)kpk, j = 1, 2, 3, 4.
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Отсюда и из (1), (22) и леммы 4 находим, что

0 < C7 � |Q(t)| � C8 < ∞. (24)

Поскольку

ϕN (t) = exp

{
− iNmt

σ
√
N

}
ϕN

(
t

σ
√
N

)
,

утверждение леммы 6 нетрудно получить из
(21)–(24).
Применяя лемму 6, соотношения (21)–(24)

и повторяя дословно доказательство леммы 9
[2], получаем такой результат.

Лемма 7. Пусть выполнены условия леммы
6. Тогда для целых неотрицательных k рав-
номерно относительно z = (k − n)/(σ

√
N) в

любом фиксированном конечном интервале

P{νN = k} =
1 + o(1)

σ
√
2πN

e−z2/2.

Обозначим ϕ
(r)
N (t) характеристическую

функцию случайной величины (ν
(r)
N −

Nm)/(σ
√
N).

Лемма 8. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1. Тогда

ϕ
(r)
N (t) → e−t2/2.

Доказательство. Из (4), (9), (12), (13) и (20)
следует, что

ϕ
(r)
N (t) =

1

(1− Pr)N
e−

itn

σ
√

N

×
⎛⎝ϕ

(
t

σ
√
N

)
−

∞∑
j=1

pr+j(λ)e
− it(r+j)

σ
√

N

⎞⎠N

.

Отсюда и из леммы 6 получаем:

ϕ
(r)
N (t) =

1 + o(1)

(1− Pr)N
e−t2/2

(25)

×
⎛⎝1− (1 + o(1))

∞∑
j=1

pr+je
− it(r+j)

σ
√

N

⎞⎠N

.

Ясно, что
∞∑
j=1

pr+je
− it(r+j)

σ
√

N

= Pr +O

⎛⎝ |t|
σ
√
N

∞∑
j=1

(r + j)pr+j(λ)

⎞⎠ ,

и, как видно из (25), для доказательства лем-
мы 8 достаточно убедиться, что

(σ
√
N)−1

∞∑
j=1

(r + j)pr+j(λ) = o(1/N). (26)

По аналогии с (15), (16) с помощью леммы 4
находим, что

∞∑
j=1

(r + j)pr+j(λ) = O(rpr+1(λ)). (27)

Из свойств медленно меняющейся функции
очевидным образом следует, что соотношение
(10) имеет место, только если r = o(

√
N). От-

сюда, из леммы 4 и (16), (23), (27) следует (26).
Лемма 8 доказана.
Как и в случае леммы 7, повторяя доказа-

тельство соответствующей части леммы 11 [2],
с помощью леммы 8 приходим к такому утвер-
ждению.
Лемма 9. Пусть выполнены условия леммы
8. Тогда для целых неотрицательных k рав-
номерно относительно z = (k − n)/(σ

√
N) в

любом фиксированном конечном интервале

P{ν(r)N = k} =
1 + o(1)

σ
√
2πN

e−z2/2.

Обозначим mr и σ2
r математическое ожида-

ние и дисперсию распределения (14) соответ-
ственно. Разумеется,

mr =
m− rpr(λ)

1− pr(λ)
,

(28)

σ2
r =

σ2

(1− pr(λ))2

(
1−pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ)

)
.

Пусть ϕ̃S(t) означает характеристическую
функцию случайной величины (ν̃

(r)
S −

Smr)/(σ
√
S). Из (4), (7) и (14) вытекает, что

характеристическая функция ϕ̃r(t) случайной
величины η̃

(r)
1 имеет вид:

ϕ̃r(t) =
ϕ(t)− p(λ)e

itr

1− pr(λ)
.

Используя это равенство и дублируя до-
казательство соответствующего утверждения
леммы 12 [2], убеждаемся в справедливости
следующего результата.
Лемма 10. Пусть N,n → ∞ так, что 1 <
C1 � n/N � C2 < M, а r – фиксирован-
ное натуральное число. Тогда при S = N(1 −
pr(λ))(1 + o(1)) для любого фиксированного t

ϕ̃S(t) → e−t2/2.
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Лемма 10 говорит о слабой сходимости рас-
пределения суммы ν̃

(r)
S к нормальному закону.

На самом деле имеет место и локальная сходи-
мость, что нетрудно проверить, повторяя до-
казательство леммы 13 [2].

Лемма 11. Пусть выполнены условия леммы
10. Тогда при S = N(1 − pr(λ))(1 + o(1)) для
целых неотрицательных k равномерно отно-
сительно zr = (k−Smr)/(σr

√
S) в любом фик-

сированном конечном интервале

P{ν̃(r)S = k} =
1 + o(1)

σ
√
2πS

e−z2
r/2.

Доказательства теорем

Из лемм 7 и 9 следует, что при выполнении
условий теоремы 1

P{ν(r)N = n}/P{νN = n} → 1. (29)

Нетрудно видеть, что утверждение теоремы 1
следует из лемм 2, 5 и соотношения (29).
Пусть выполнены условия теоремы 2. Тогда

k = Npr(λ) + urσrr
√
N. (30)

Согласно нормальному приближению биноми-
альных вероятностей(

N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))

N−k

=
1 + o(1)√

2πNpr(λ)(1− pr(λ))
(31)

× exp

{
− (k −Npr(λ))

2

2Npr(λ)(1− pr(λ))

}
.

Из леммы 7 получаем:

P{νN = n} ∼ (σ
√
2πN)−1. (32)

Применяя лемму 3 и собирая вместе (6), (7),
(11), (28), (30)–(32), прямыми вычислениями
завершаем доказательство теоремы 2.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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ОБ УСЛОВИИ СВЯЗНОСТИ ИНТЕРНЕТ-ГРАФА
С ИЗМЕНЯЮЩИМСЯ ПАРАМЕТРОМ
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СТЕПЕНЕЙ ВЕРШИН

Ю. Л. Павлов
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматривается случайный конфигурационный граф с N вершинами, степени
которых независимы и одинаково распределены по степенному закону с пара-
метром τ = τ(N). Они равны числу исходящих из вершин занумерованных в
произвольном порядке полуребер. Граф образуется путем попарного равнове-
роятного соединения полуребер друг с другом для образования ребер. Такие
модели можно использовать для адекватного описания топологии различных
сетей коммуникаций, включая Интернет. Свойства графа зависят от поведения
параметра τ . В статье исследуются условия, при выполнении которых случай-
ный конфигурационный граф асимптотически связен, если N → ∞.

К люч е вы е c л о в а: случайный конфигурационный граф; связность графа.

Yu. L. Pavlov. ON THE CONNECTIVITY CONDITION FOR
AN INTERNET GRAPH WITH A VARIABLE PARAMETER
OF THE VERTEX DEGREE DISTRIBUTION
We consider a configuration graph with N vertices, whose degrees are independent
and identically distributed according to power-law distribution with the parameter
τ = τ(N). They are equal to the number of each vertex’s numbered semi-edges.
The graph is constructed by joining all of the semi-edges pairwise equiprobably to
form edges. Such models can be used to adequately describe various communication
networks and Internet topologies. The properties of the graph depend on the
behaviour of the parameter τ . The paper investigates the conditions under which a
random configuration graph is asymptotically connected as N → ∞.

K e ywo r d s: configuration random graph; graph connectivity.

Введение

В статье [2] рассматривались конфигура-
ционные графы со случайными независимы-
ми распределениями степеней вершин. Обо-
значим ξ случайную величину, равную степени
любой вершины графа, и пусть

pk = P{ξ = k}, k = 1, 2, . . . (1)

В [2] предполагалось, что о распределении (1)
известна только асимптотика pk при k → ∞ :

pk ∼ d

kg(ln k)h
, (2)

где d > 0, g > 1, h � 0. Целью исследований
в упомянутой статье было нахождение усло-
вий, при выполнении которых такой случай-
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ный граф, содержащийN вершин, приN → ∞
является асимптотически связным. Это зна-
чит, что вероятность того, что граф связен,
стремится к единице. Более того, были да-
ны оценки скорости сходимости такой веро-
ятности. Обозначим AN событие, состоящее в
том, что граф не связен. Один из получен-
ных в [2] результатов состоит в том, что если
pk > 0, k = 1, 2, . . . , то при 1 < g < 3/2

P{AN} = O

⎛⎝( lnhN

N3−2g

) 1

g−1

⎞⎠ . (3)

Опубликовано много работ, в которых кон-
фигурационные графы используются в каче-
стве моделей сложных сетей коммуникаций, в
частности сети Интернет (см., например, [4]).
В статье [6] предложено для этого использо-
вать графы, в которых распределение (1) име-
ет вид:

pk =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . , (4)

где τ > 0. В некоторых работах [3, 5] такие гра-
фы называются Интернет-графами, и именно
они рассматриваются в данной статье. Из (4)
легко следует, что при k → ∞

pk ∼ τ

kτ+1
.

Таким образом, распределение (4) является
частным случаем распределения (1), если d =
τ, g = τ + 1, h = 0. Из результатов [2] следует,
что конфигурационный граф с распределени-
ем (4) асимптотически связен, если 0 < τ <
1/2.
Исследования последних лет показали, что

в современных сетях коммуникаций их свой-
ства могут изменяться по мере увеличения
числа узлов и, соответственно, в моделирую-
щих сети случайных графах могут меняться
распределения степеней вершин. Доказатель-
ства результатов статьи [2] опираются на ис-
пользование функций, непрерывно зависящих
от параметров распределения (1), (2), поэтому
очевидно, что, в соответствии с (4), граф оста-
ется асимптотически связным, если τ зависит
от N и принадлежит интервалу [ε, 1/2−ε] для
любого фиксированного ε, 0 < ε < 1/4. Пред-
положим теперь, что τ = τ(N) ↑ 1/2. Глав-
ным результатом статьи является следующее
утверждение.

Теорема. Пусть N → ∞, τ ↑ 1/2 так, что
(1−2τ) lnN → ∞. Тогда граф является асимп-
тотически связным и

P{AN} = O(N
2τ−1

τ ).

Заметим, что полученная в теореме оцен-
ка скорости сходимости к нулю вероятности
несвязности графа в рассматриваемом случае
согласуется с соотношением (3).

Доказательство теоремы

Ниже приводится лемма, с помощью ко-
торой далее будет доказана теорема. Обозна-
чим ξ1, . . . , ξN независимые одинаково распре-
деленные случайные величины, равные степе-
ням вершин 1, . . . , N соответственно. Разуме-
ется, распределение этих случайных величин
совпадает с распределением (4). Обозначим ζN
сумму степеней вершин:

ζN = ξ1 + . . .+ ξN .

Для этой суммы справедливо следующее
утверждение о локальной сходимости ее рас-
пределения к предельному закону.

Лемма. Пусть N → ∞, τ ↑ 1/2. Тогда для
целых неотрицательных k равномерно отно-
сительно k/N1/τ в любом фиксированном ко-
нечном интервале

P{ζN = k} = g(k/N1/τ )(1 + o(1)),

где g(x) – плотность устойчивого закона
с показателем 1/2 и характеристической
функцией

f(t) = exp

{
−
√

π

2
|t|(1− isgnt)

}
. (5)

Доказательство. Из (1) и (4) следует, что ха-
рактеристическая функция ϕ(t) распределе-
ния степени любой вершины графа имеет вид:

ϕ(t) = 1 + (eit − 1)Φ(eit, τ, 1), (6)

где

Φ(z, s, a) =

∞∑
j=0

zj

(j + a)s

– трансцендентная функция Лерча [1]. Обо-
значим Ψ(t) характеристическую функцию
случайной величины ζN/N1/τ . Очевидно, что

Ψ(t) = ϕN (t/N1/τ ). (7)

Отсюда и из (6) получаем, что

lnΨ(t)

(8)

= N ln(1 + (eit/N
1/τ − 1)Φ(eit/N

1/τ

, τ, 1)).
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Известно [1], что при τ ∈ (0, 1) и t → 0 спра-
ведливо соотношение:

Φ(eit, τ, 1) = Γ(1− τ)(−it)τ−1(1 + o(1)),

где Γ(x) – значение гамма-функции в точке x.
Отсюда и из (6) при t → 0 и τ ↑ 1/2 нетрудно
получить, учитывая равенство Γ(1/2) =

√
π,

что

ϕ(t) = 1−√
π(−it)τ (1 + o(1)) +O(tτ+1)

=1−√
π|t|τ

(
cos

πτ

2

)[
1− i

t

|t| tan
πτ

2

]
+o(

√
|t|)
(9)

= 1−
√

π

2
|t|τ (1− isgnt)(1 + o(1)).

Используя (7)–(9), находим, что при любом
фиксированном t

lnΨ(t) = −
√

π

2
|t|(1− sgnt)(1 + o(1)). (10)

Из (5) и (10) следует, что распределение сум-
мы ζN слабо сходится к устойчивому закону
с плотностью g(x). Далее докажем, что на са-
мом деле имеет место локальная сходимость.
Для этого представим вероятность P{ζN = k}
по формуле обращения:

P{ζN = k}
(11)

= (2πN1/τ )−1

∫ πN1/τ

−πN1/τ

e−ikt/N1/τ

Ψ(t)dt.

Аналогично,

g(k/N1/τ ) = (2π)−1

∫ ∞

−∞
e−ikt/N1/τ

f(t)dt. (12)

Рассмотрим разность

RN = 2π(N1/τP{ζN = k} − g(k/N1/τ )). (13)

С помощью (11) и (12) эту разность можно
представить в виде суммы четырех интегра-
лов:

RN = I1 + I2 + I3 + I4, (14)

где

I1 =

∫ A

−A
e−ikt/N1/τ

(Ψ(t)− f(t))dt,

I2 =

∫
A<|t|<εN1/τ

e−ikt/N1/τ

Ψ(t)dt,

I3 =

∫
εN1/τ�|t|�πN1/τ

e−ikt/N1/τ

Ψ(t)dt,

I4 = −
∫
A<|t|

e−ikt/N1/τ

f(t)dt,

выбор положительных постоянных A и ε будет
ясен из дальнейшего.
Очевидно, что для доказательства леммы

достаточно убедиться, что каждый из инте-
гралов I1 − I4 и, соответственно, разность RN

стремится к нулю. Из (5) и (10) следует, что
I1 → 0. Легко видеть также, что

|I4| �
∫
A<|t|

|f(t)|dt,

а последняя величина может быть сделана
сколь угодно малой выбором достаточно боль-
шого A.
Рассмотрим I2. Используя (7) и (9), нетруд-

но получить, что в области интегрирования I2
при достаточно малом ε

|Ψ(t)| � e−C1

√
|t|,

где C1 – некоторая положительная постоян-
ная. Следовательно,

|I2| �
∫
A<|t|

e−C1

√
|t|dt,

что, как и в случае I4, можно сделать сколь
угодно малым выбором A.
Осталось рассмотреть I3. Известно, что ес-

ли ε � |t| � π, то существует такое C2 > 0, что
|ϕ(t)| � e−C2 , поэтому из (7) получаем, что

|I3| � 2πN1/τe−C2N .

Последнее неравенство означает, что I3 → 0.
Собирая вместе все полученные оценки инте-
гралов I1 − I4, из (13) и (14) получаем утвер-
ждение леммы.
Теперь мы можем установить основной ре-

зультат статьи.
Доказательство теоремы. Воспользуемся
обозначениями и логикой доказательства тео-
ремы статьи [2]. Событие AN означает, что
множество вершин графа можно разделить
на два непустых непересекающихся подмно-
жества Ω и Ω∗ таких, что ни одна из вершин,
входящих в Ω, не имеет ребер, соединяющих
ее с вершинами из Ω∗. Мы можем также счи-
тать, что |Ω| � N/2, где |Ω| означает мощность
множества Ω. Обозначим

ζN (Ω) =
∑
i∈Ω

ξi, ζN (Ω∗) =
∑
i∈Ω∗

ξi.
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Общее число различных графов равно
(ζN − 1)!!, поэтому

P{AN} �
∑
Ω∈Λ

(ζN (Ω)− 1)!!(ζN (Ω∗)− 1)!!

(ζN )− 1)!!

(15)

�
∑
Ω∈Λ

ζN (Ω)/2∏
j=1

ζN (Ω)− 2j + 1

ζN − 2j + 1
,

где Λ – множество всех возможных разбиений
вершин графа на Ω и Ω∗.
Введем обозначение:

f(x) =

x−1∏
j=0

2j + 1

ζN − 2j − 1
. (16)

Тогда из (15) следует, что

P{AN} �

N/2�∑
s=1

RN (s), (17)

где

RN (s) =

(
N

s

)
f
(⌈s

2

⌉)
, (18)

�N/2� означает максимальное целое число, не
превосходящее N/2, а �s/2� – минимальное це-
лое, не меньшее, чем s/2.
Далее будем следовать доказательству тео-

ремы статьи [2] для рассматриваемого случая.
Если s четное, то из (16) и (18) вытекает, что

RN (s+ 2)

RN (s)
=

(N − s)(N − s− 1)f(s/2 + 1)

(s+ 2)(s+ 1)f(s/2)

и
f(s/2 + 1)

f(s/2)
=

s+ 1

ζN − s− 1
.

Отсюда нетрудно установить, используя лем-
му, что для любого четного s � �N/2� − 2

RN (s+ 2)

RN (s)
< q < 1, (19)

где q можно сделать сколь угодно малым вы-
бором достаточно большого N. Если же s
нечетно, то, рассуждая аналогично, видим,
что

RN (s+ 2)

RN (s)
=

(N − s)(N − s− 1)f((s+ 3)/2)

(s+ 2)(s+ 1)f((s+ 1)/2)

=
(N − s)(N − s− 1)

(s+ 1)(ζN − s− 2)
.

Это соотношение позволяет обнаружить,
опять с помощью леммы, что оценка (19) со-
храняет силу и в случае нечетного s.

Из (17) очевидным образом следует, что

P{AN} � RN (1)

+ RN (2)

⎛⎝1 +
∏
j�1

RN (2j + 2)

RN (2j)

⎞⎠

+ RN (3)

⎛⎝1 +
∏
j�2

RN (2j + 1)

RN (2j − 1)

⎞⎠ ,

поэтому из (19) получаем, что

P{AN} � RN (1) +
RN (2) +RN (3)

1− q
. (20)

Учитывая (16) и (18), с помощью леммы нахо-
дим, что

RN (1) = O(N
τ−1

τ ), RN (2) = O(N
2τ−1

τ ),

RN (3) = O(N
3τ−2

τ ).

Отсюда и из (20) следует утверждение теоре-
мы.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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О ПРЕДЕЛЬНОМ РАСПРЕДЕЛЕНИИ
МАКСИМАЛЬНОГО ОБЪЕМА ДЕРЕВА
В ЛЕСЕ ГАЛЬТОНА – ВАТСОНА
Е. В. Хворостянская

Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматривается критический ветвящийся процесс Гальтона – Ватсона, начи-
нающийся с N частиц, число прямых потомков которого имеет распределение
pk = (k + 1)−τ − (k + 2)−τ , k = 0, 1, 2, . . . Для соответствующего леса Галь-
тона – Ватсона с N деревьями и n некорневыми вершинами получено пре-
дельное распределение максимального объема дерева при N,n → ∞ так, что
0 < C1 � n/N � C2 < ∞.

К люч е вы е c л о в а: ветвящийся процесс Гальтона – Ватсона; случайный лес;
максимальный объем дерева; предельное распределение.

E. V. Khvorostyanskaya. ON THE LIMIT DISTRIBUTION
OF THE MAXIMUM TREE SIZE IN A GALTON-WATSON
FOREST
We consider the critical Galton – Watson branching process starting with N
particles where the number of direct descendants has a distribution pk = (k +
1)−τ − (k+2)−τ , k = 0, 1, 2, . . . For the corresponding Galton – Watson forest with
N trees and n non-root vertices the limit distribution of the maximum tree size is
obtained as N,n → ∞ such that 0 < C1 � n/N � C2 < ∞.

K e ywo r d s: Galton – Watson branching process; random forest; maximum tree
size; limit distribution.

Пусть GN – критический ветвящийся про-
цесс Гальтона – Ватсона, начинающийся в мо-
мент времени t = 0 с N частиц, в котором чис-
ло прямых потомков одной частицы задается
случайной величиной ξ с распределением

pk = P {ξ = k} , k = 0, 1, 2, . . . , p0 > 0. (1)

Совокупность траекторий процесса Гальто-
на – ВатсонаGN с соответствующим распреде-
лением вероятностей называется лесом Галь-
тона – Ватсона с N деревьями и является
частным случаем случайного леса. Обозначим

такой лес через FN . Будем считать, что на-
чальные частицы процесса GN и, следователь-
но, деревья в лесе FN занумерованы числами
1, . . . , N .

Исходный процесс GN индуцирует на под-
множестве FN,n траекторий процесса GN , име-
ющих N + n вершин, условное распределе-
ние вероятностей при условии, что число вер-
шин равно N + n. Построенный таким обра-
зом лес Гальтона – Ватсона с N деревьями
и n некорневыми вершинами обозначим че-
рез FN,n. Подробно такие леса изучались в [4].
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В частности, при условии существования ко-
нечного третьего момента распределения (1) и
N,n → ∞ получено полное описание предель-
ного поведения максимального объема дере-
ва, числа деревьев заданного объема, высоты
дерева. Некоторые другие характеристики та-
ких лесов рассматривались также в [6, 8, 10].
В [2] доказано, что условие Eξ3 < ∞ можно
заменить болеее слабым: Eξ2 < ∞. В насто-
ящей работе приводится пример случайного
леса Гальтона – Ватсона FN,n, в котором рас-
пределение (1) имеет только конечный первый
момент. Главным результатом статьи являет-
ся предельная теорема о максимальном объ-
еме дерева в таком случайном лесе. При ре-
шении использован подход, предложенный в
книге [4], а также результаты работы [1].
Пусть число прямых потомков одной части-

цы ветвящегося процесса GN имеет распреде-
ление

pk = P {ξ = k} =
1

(k + 1)τ
− 1

(k + 2)τ
, (2)

k = 0, 1, 2, . . . Идея рассмотреть такой вет-
вящийся процесс появилась в связи с тем,
что ветвящиеся процессы Гальтона – Ват-
сона находят применение при исследова-
нии Интернет-графов [9], а одной из наибо-
лее известных и изученных моделей графа
Интернет-типа [7, 11] является модель, в ко-
торой степени вершин имеют распределение

qk =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . (3)

Сдвиг на 1 в распределении (2) обуслов-
лен необходимостью существования траекто-
рий ветвящегося процесса с ограниченным
числом частиц, поскольку в рассматриваемой
модели число некорневых вершин в лесе Галь-
тона – Ватсона равно n.
Учитывая (2), несложно показать, что

m = Eξ = ζ(τ)− 1,

где ζ(x) – дзета-функция Римана. Посколь-
ку ветвящийся процесс GN является критиче-
ским, выполнено равенство m = 1, из которо-
го следует, что значение параметра τ опреде-
ляется соотношением ζ(τ) = 2 и находится в
пределах 1 < τ < 2.
Обозначим через ν1(F), ν2(F), . . . , νN (F)

случайные величины, равные объемам дере-
вьев леса FN,n.
Согласно [4], классу лесов FN,n соответ-

ствует ветвящийся процесс Гальтона – Ватсо-
на G, распадающийся на N независимых про-
цессовG(1), G(2), . . . , G(N), начинающихся с од-
ной частицы, в котором случайные величины

ξ1(λ), ξ2(λ), . . ., равные числу прямых потом-
ков одной частицы, имеют распределение

pk(λ) =
λkpk
F (λ)

, k = 0, 1, 2, . . . , 0 < λ � 1, (4)

где

F (z) =

∞∑
k=0

pkz
k. (5)

Обозначим через ν(1), ν(2), . . . , ν(N) незави-
симые одинаково распределенные случайные
величины, равные числу частиц, существовав-
ших в процессах G(1), G(2), . . . , G(N) до их вы-
рождения, и пусть ν – случайная величина,
равная общему числу частиц, существовавших
в процессе G до его вырождения:

ν = ν(1) + ν(2) + . . .+ ν(N).

В [4] показано, что справедливо равенство

P {ν1(F) = k1, . . . , νN (F) = kN}
(6)

= P
{
ν(1) = k1, . . . , ν

(N) = kN |ν = N + n
}
.

Равенство (6) означает, что случай-
ные величины ν1(F), ν2(F), . . . , νN (F) и
ν(1), ν(2), . . . , ν(N) образуют обобщенную схе-
му размещения [3], и позволяет свести зада-
чу к изучению сумм независимых случайных
величин, при этом параметр распределения
независимых случайных величин может быть
выбран любым наиболее удобным способом.
Далее, если не указано дополнительно, будем
считать, что параметр λ распределения (4)
равен решению уравнения

λF
′
(λ)

F (λ)
=

n

N + n
. (7)

Пусть η(F) – случайная величина, равная
максимальному объему дерева в лесе из FN,n:

η(F) = max
1�k�N

νk(F).

Через C,C1, C2, . . . будем обозначать произ-
вольные положительные постоянные.
Справедливо следующее утверждение.

Теорема 1. Пусть N,n, r → ∞ так, что
0 < C1 � n/N � C2 < ∞,

NλarΓ(1/τ) cos(π(2− τ)/2τ)

r1+1/τπτ (Γ(1− τ) cos(πτ/2))1/τ
→ γ, (8)

где a = λ/F (λ), γ – некоторая положитель-
ная постоянная. Тогда для k = 0,±1,±2, . . .

P {η(F) � r + k + 1} → e−γak+1/(1−a).
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Докажем сначала вспомогательные утвер-
ждения (леммы 1–7), а затем с их помощью
получим теорему 1.
Введем независимые одинаково распреде-

ленные случайные величины ν
(1)
r , . . . , ν

(N)
r та-

кие, что

P
{
ν(i)r = k

}
= P

{
ν(1) = k|ν(1) � r + 1

}
, (9)

где i = 1, . . . , N, k = 1, 2, . . .

Обозначим νr = ν
(1)
r + . . . + ν

(N)
r , Pr =

P
{
ν(1) > r + 1

}
. Из (6) следует, что

P{η(F)�r+1}=(1−Pr)
N P{νr=N+n}

P{ν=N+n} . (10)

Таким образом, для получения предель-
ного распределения случайной величины
η(F) достаточно найти асимптотику бино-
ма (1− Pr)

N и вероятностей P {νr = N + n},
P {ν = N + n}.
Пусть независимые одинаково распреде-

ленные случайные величины ξ1, . . . , ξN имеют
распределение (2), ηN = ξ1 + . . . + ξN , ϕ(t) –
характеристическая функция случайной вели-
чины ξ1.

Лемма 1. При N → ∞, 1 < τ < 2

sup
k

∣∣∣∣N1/τP {ηN = k} − g

(
k −Nm

N1/τ

)∣∣∣∣→ 0,

где g(x) – плотность устойчивого распреде-
ления с показателем τ и характеристической
функцией

f(t)=exp

{
−Γ(1−τ)|t|τ

(
1− it

|t|tan
πτ

2

)
cos

πτ

2

}
.

Доказательство. При |x| → ∞ для функ-
ции распределения F1(x) случайной величины
ξ1 выполнены соотношения

F1(x) = 0, x < 0,

F1(x) = 1− 1 + o(1)

xτ
, x > 0,

и по теореме 2.6.1 [1] при 0 < τ < 2 распре-
деление случайной величины ξ1 принадлежит
области притяжения устойчивого закона с по-
казателем τ . В [5] показано, что при t → 0 для
характеристической функции ϕ̃(t) случайной
величины ξ̃, имеющей распределение (3), вы-
полнено соотношение

ϕ̃(t) = 1 + itζ(τ)− (−it)τΓ(1− τ) +O
(
t2
)
.

Отсюда и из равенства ϕ(t) = e−itϕ̃(t) получа-
ем, что для любого фиксированного t

ln

(
ϕN

(
t

N1/τ

))
=

itNm

N1/τ
− (−it)τΓ(1− τ) +O

(
N1−2/τ

)
.

С помощью этого соотношения находим,
что для характеристической функции ψ(t)

случайной величины (ηN −Nm) /N1/τ при
любом фиксированном t справедливо равен-
ство

lnψ(t) = −(−it)τΓ(1− τ) + o(1)

=−Γ(1−τ)cos
(πτ

2

)
|t|τ
(
1− it

|t| tan
πτ

2

)
+o(1).

Отсюда с помощью теорем 2.2.2, 4.2.1 [1] полу-
чаем утверждение леммы.

Лемма 2. Для произвольного распределения
{pk}∞k=0 такого, что p0 > 0, F

′
(1) = 1, при

N, n → ∞ существует единственное реше-
ние λ∗ уравнения (7) и

1. λ∗ → 0, если n/N → 0;

2. 0 < C3 � λ∗ � C4 < 1, если 0 < C5 �
n/N � C6 < ∞;

3. λ∗ → 1, если n/N → ∞.

Доказательство. Пусть m(λ) =
λF

′
(λ)/F (λ). Нетрудно видеть, что

m
′
(λ) =

R(λ)

F 2(λ)
,

где

R(λ) =
(
F

′
(λ) + λF

′′
(λ)
)
F (λ)− λ

(
F

′
(λ)
)2

.

Используя (5), находим, что

R(λ) =

∞∑
k=0

(k + 1)2pk+1λ
k

∞∑
k=0

pkλ
k

−
∞∑
k=1

kpkλ
k

∞∑
k=0

(k + 1)pk+1λ
k =

∞∑
k=0

rkλ
k,

где
r0 = p0p1, r1 = 22p0p2,

r2 = 32p0p3 + p1p2, r3 = 42p0p4 + 22p1p3,

r2s = (2s+ 1)2p0p2s+1 + (2s− 1)2p1p2s

+(2s− 3)2p2p2s−1+. . .+psps+1, s=2, 3, . . . ,
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r2s−1 = (2s)2p0p2s + (2s− 2)2p1p2s−1

+(2s−4)2p2p2s−2+. . .+22ps−1ps+1, s=3, 4, . . .

Легко видеть, что для любого λ > 0 выполнено
неравенство R(λ) > 0. Значит, m(λ) монотон-
но возрастает при λ > 0 и, поскольку функция
m(λ) непрерывна, уравнениеm(λ) = n/(N+n)
имеет единственное решение. Отсюда нетруд-
но получить утверждение леммы, учитывая,
что m(0) = 0, m(1) = 1.
Лемма 3. При выполнении условий теоре-
мы 1 для любого целого фиксированного k

NPr+k → γak+1(1− a)−1.

Доказательство. С помощью леммы 1.3.4
[4] находим, что

NPr+k=NP
{
ν(1)=r + 1

} ∞∑
l=1

r + 1

r + k + 1 + l

× P {ξ1(λ) + . . .+ ξr+k+1+l(λ) = r + k + l}
P {ξ1(λ) + . . .+ ξr+1(λ) = r} .

Используя (4), получаем равенство

NPr+k = NP
{
ν(1) = r + 1

}
ak

×
∞∑
l=1

al(r + 1)P {ηr+k+1+l = r + k + l}
(r + k + 1 + l)P {ηr+1 = r} ,

где a = λ/F (λ). С помощью леммы 1 при
r → ∞ и m = 1 отсюда находим, что

NPr+k = NP
{
ν(1) = r + 1

}
ak

×
∞∑
l=1

alr1+1/τg
(−(r + k + 1 + l)−1/τ

)
(1+o(1))

(r + k + l)1+1/τg
(−(r + 1)−1/τ

)
= NP

{
ν(1) = r + 1

}
ak

∞∑
l=1

alr1+1/τ (1 + o(1))

(r + k + l)1+1/τ
.

Учитывая лемму 2, несложно показать, что
a < 1. Тогда

∞∑
l=1

al
(

r

r + k + l

)1+1/τ

=
a

1− a
+ o

(
1

r

)
и выполнено соотношение

NPr+k=NP
{
ν(1)=r + 1

} ak+1

1− a
(1+o(1)). (11)

С помощью леммы 1.3.4 [4] и леммы 1 по-
лучаем, что при r → ∞

P
{
ν(1) = r + 1

}
=

λar

r + 1
P {ηr+1 = r}

(12)

=
λarg

(−r−1/τ
)

r1+1/τ
(1 + o(1)).

Используя равенство (2.3.1) и теорему 2.4.5 [1],
можно показать, что при x < 0

g(x) =
1

π

(
Γ(1− τ) cos

πτ

2

)−1/τ

(13)

×
(
Γ(1/τ)

τ
cos

π(2− τ)

2τ
+R(x)

)
,

где

R(x) =

∞∑
k=1

Γ
(
k+1
τ

)
τk!

(−x)k
(
Γ(1− τ) cos

πτ

2

)−k/τ

× cos

(
πk

2

(
1−

(
1 +

1

k

)
2− τ

τ

))
.

Нетрудно проверить, что

|R(x)| � C7

∞∑
k=1

(C8|x|)k

и, следовательно, R(x) = O(x) при x → 0. От-
сюда и из (12), (13) получаем, что при выпол-
нении условий леммы

P
{
ν(1) = r + 1

}
=

λar

r1+1/τ

(14)

×Γ(1/τ) cos π(2−τ)
2τ (1 + o(1))

πτ
(
Γ(1− τ) cos πτ

2

)1/τ =
γ

N
(1 + o(1)).

Из (11), (14) следует утверждение леммы.

Обозначим

m(λ) = Eξ1(λ), σ2(λ) = Dξ1(λ),

ηs(λ) = ξ1(λ) + . . .+ ξs(λ),

и пусть ϕλ(t) – характеристическая функ-
ция случайной величины ξ1(λ), ϕs(t) – ха-
рактеристическая функция случайной величи-
ны (ηs(λ)− sm(λ)) /σ(λ)

√
s. Нетрудно видеть,

учитывая (4), что

m(λ) = λF
′
(λ)/F (λ). (15)

Лемма 4. При s → ∞ и 0 < C9 � λ � C10 < 1
равномерно по t в любом конечном интервале

ϕs(t) → e−t2/2.
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Доказательство. Учитывая (4), легко по-
лучить равенство

ϕλ(t) =

∞∑
k=0

eitkpk(λ) =
F
(
λeit

)
F (λ)

.

Используя это соотношение и (2), можно по-
казать, что

(lnϕλ(t))
′
=

iS1

(
λeit

)
F (λeit)

,

(lnϕλ(t))
′′
= −S2

(
λeit

)
F (λeit)

+

(
S1

(
λeit

)
F (λeit)

)2

, (16)

(lnϕλ(t))
′′′
= − iS3

(
λeit

)
F (λeit)

(17)

+
3iS1

(
λeit

)
S2

(
λeit

)
F 2 (λeit)

− 2i

(
S1

(
λeit

)
F (λeit)

)3

,

где

S1(z)=

∞∑
k=0

kzkpk=−(1− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−1

(18)

+(2− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ
,

S2(z)=

∞∑
k=0

k2zkpk=−(1− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−2

(19)

+(4− 2z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−1
−(4− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ
,

S3(z)=

∞∑
k=0

k3zkpk=−(1− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−3

+(6− 3z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−2
(20)

− (12− 3z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ−1
+ (8− z)

∞∑
k=0

zk

(k + 2)τ
.

Нетрудно видеть, что при 0 < z < 1 выпол-
нены неравенства

0 < C11 � Si (z) � C12 < ∞, i = 1, 2, 3. (21)

Учитывая равенства (lnϕλ(t))
′

t=0 = im(λ)

и (lnϕλ(t))
′′

t=0 = −σ2(λ), по формуле Тейлора
находим, что в окрестности t0 = 0

lnϕλ(t)= im(λ)t−σ2(λ)

2
t2+

(lnϕλ(t))
′′′

t=t1

6
t3,

(22)
где |t1| < ε, ε – сколь угодно малое положи-
тельное число.
Из равенств σ2(λ) = − (lnϕλ(t))

′′

t=0, (16),
(21) получаем соотношение

0 < C13 � σ2(λ) � C14 < ∞. (23)

Тогда при s → ∞ для любого фиксирован-
ного t с помощью (22) находим, что

lnϕs(t) = − t2

2
+

t3 (lnϕλ (t/σ(λ)
√
s))

′′′

6σ3(λ)
√
s

. (24)

Поскольку 0 < C9 � λ � C10 < 1, из (17),
(21) следует, что при s → ∞ для любого фик-
сированного t справедлива оценка∣∣∣(lnϕλ

(
t/σ(λ)

√
s
))′′′∣∣∣ � C15 < ∞. (25)

Из (24), (25) получаем утверждение леммы.

Лемма 5. При s → ∞ и 0 < C9 � λ � C10 < 1
для целых неотрицательных l равномерно от-
носительно us = (l −m(λ)s) /σ(λ)

√
s в любом

конечном фиксированном интервале

P {ηs(λ) = l} =
e−u2

s/2

σ(λ)
√
2πs

(1 + o(1)).

Доказательство. По формуле обращения
справедливы равенства

2πσ(λ)
√
sP {ηs(λ) = l} =

πσ(λ)
√
s∫

−πσ(λ)
√
s

e−itusϕs(t)dt,

√
2πe−u2

s/2 =

∞∫
−∞

e−ituse−t2/2dt.

Разность

Rs = 2π

(
σ(λ)

√
sP {ηs(λ) = l} − e−u2

s/2√
2π

)
представим в виде суммы Rs = I1+I2+I3+I4,
где

I1 =

A∫
−A

e−itus

(
ϕs(t)− e−t2/2

)
dt,
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I2 = −
∫

|t|>A

e−ituse−t2/2dt,

I3 =

∫
A<|t|�εσ(λ)

√
s

e−itusϕs(t)dt,

I4 =

∫
εσ(λ)

√
s<|t|�πσ(λ)

√
s

e−itusϕs(t)dt,

положительные постоянные A, ε будут выбра-
ны позднее.
С помощью леммы 4 получаем, что I1 → 0

при выполнении условий леммы для любого
фиксированного A.
Для интеграла I2 справедлива оценка

|I2| � 2

∞∫
A

e−t2/2dt, (26)

и его можно сделать сколь угодно малым вы-
бором достаточно большого A.
Нетрудно видеть, что при достаточно ма-

лых ε для |t|/σ(λ)√s < ε выполнены соотно-
шения (24), (25), из которых при s → ∞ следу-
ет, что lnϕs(t) = −t2(1 +R)/2, где |R| � C16ε.

Тогда |ϕs(t)| � e−C17t2 и интеграл I3 можно
сделать сколь угодно малым, выбрав A доста-
точно большим.
Пусть ε � |t| � π. Поскольку максималь-

ный шаг распределения (4) равен 1 и характе-
ристическая функция ϕλ(t) непрерывно зави-
сит от λ, 0 < C9 � λ � C10 < 1, имеет место
оценка |ϕλ(t)| � e−C18 . Тогда

|I4| � 2σ(λ)
√
s

π∫
ε

e−sC18dt � 2πσ(λ)
√
se−sC18

и, учитывая (23), нетрудно видеть, что I4 → 0
при s → ∞.
Из полученных оценок интегралов I1–I4 на-

ходим, что разность Rs можно сделать сколь
угодно малой при s → ∞, откуда и следует
утверждение леммы.

Обозначим через ψr(u) характеристи-
ческую функцию случайной величины(
νr −NEν(1)

)
/
√
NDν(1) и, следуя доказа-

тельству лемм 2.4.1, 2.4.2 [4], получим пре-
дельное распределение этой случайной вели-
чины.

Лемма 6. При выполнении условий теоре-
мы 1 равномерно относительно u в любом ко-
нечном интервале

ψr(u) → e−u2/2.

Доказательство. Обозначим через ϕ(1)(u)
характеристическую функцию случайной ве-
личины ν(1) и найдем разложение lnϕ(1)(u) по
формуле Тейлора в окрестности u0 = 0. Со-
гласно лемме 1.3.2 [4] для производящей функ-
ции f1(z) случайной величины ν(1) справедли-
во равенство

f1(z) = zFλ (f1(z)) ,

где

Fλ(u) =

∞∑
k=0

pk(λ)u
k =

F (λu)

F (λ)
. (27)

С помощью этих равенств и соотношения
ϕ(1)(u) = f1

(
eiu
)
находим, что

ϕ(1)(u) =
eiuF (λϕ(1)(u))

F (λ)
.

Отсюда получаем, что(
ϕ(1)(u)

)′

=
iϕ(1)(u)

1− eiuF
′
λ

(
ϕ(1)(u)

) ,
(
lnϕ(1)(u)

)′

=
i

1− eiuF
′
λ

(
ϕ(1)(u)

) , (28)

(
lnϕ(1)(u)

)′′

= − eiuF
′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))2
(29)

− eiuϕ(1)(u)F
′′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))3 ,
(
lnϕ(1)(u)

)′′′

=
ieiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))2
− 2ieiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))3
− 3ieiuϕ(1)(u)F

′′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))4
− ieiu

(
ϕ(1)(u)

)2
F

′′′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))4
− 3ie2iuϕ(1)(u)F

′
λ

(
ϕ(1)(u)

)
F

′′
λ

(
ϕ(1)(u)

)(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))4
− 3ie2iu

(
ϕ(1)(u)

)2 (
F

′′
λ

(
ϕ(1)(u)

))2(
1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

))5 .
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Учитывая (27), нетрудно видеть, что

F
′
λ(z) =

S1(λz)

zF (λ)
,

F
′′
λ (z) =

S2(λz)− S1(λz)

z2F (λ)
,

F
′′′
λ (z) =

S3(λz)− 3S2(λz) + 2S1(λz)

z3F (λ)
,

где S1(z), S2(z), S3(z) определены в (18)–(20).
С помощью леммы 2 и (21) находим, что при
0 < z < 1

0 < C19 � F
′
λ(z), F

′′
λ (z), F

′′′
λ (z) � C20 < ∞.

Поскольку, как несложно проверить, функ-
ция F

′
λ(z) возрастает по z и при выполне-

нии условий леммы справедливо соотношение
F

′
λ(1) = n/(N + n) � C21 < 1, для достаточ-
но малых значений u имеет место неравенство∣∣1− eiuF

′
λ

(
ϕ(1)(u)

)∣∣ � C22 > 0, и, следователь-
но, выполнено∣∣∣∣(lnϕ(1)(u)

)′′′∣∣∣∣ � C23 < ∞.

Учитывая это неравенство, получаем, что в
окрестности u0 = 0

lnϕ(1)(u) = iuEν(1)−u2Dν(1)/2+O
(
u3
)
, (30)

при этом с помощью (7), (27)–(29) можно по-
казать, что

Eν(1) =
n+N

N
,

(31)

Dν(1) =

(
n+N

N

)3

σ2(λ).

Используя (9), находим, что

ψr(u) = (1− Pr)
−N exp

{
− iuNEν(1)√

NDν(1)

}
×
(
ϕ(1)

(
u√

NDν(1)

))N
(
1−
(
ϕ(1)

(
u√

NDν(1)

))−1

×
∞∑
k=1

exp

{
iu(k + r + 1)√

NDν(1)

}
P
{
ν(1)=k + r + 1

})N

.

Учитывая (30) и лемму 3, отсюда получаем,
что при выполнении условий леммы для лю-
бого фиксированного u

ψr(u)=e−u2/2

(
1−Q(u)+o

(
1

N

))N

(1 + o(1)),

(32)

где

Q(u) =

∞∑
k=1

(
exp

{
iu(k + r + 1)√

NDν(1)

}
− 1

)
×P

{
ν(1) = k + r + 1

}
(1 + o(1)).

С помощью леммы 1.3.4 [4], леммы 1 и соотно-
шений

∣∣eix − 1
∣∣ < |x|, (4), (14), (23), (31) нахо-

дим, что при r → ∞

|Q(u)|�
∞∑
k=1

|u|(k + r + 1)√
NDν(1)

P
{
ν(1) = k + r + 1

}
�C24

|u|(r + 1)P
{
ν(1) = r + 1

}
√
N

∞∑
k=1

akr1/τ

(r + k)1/τ

� C25
a|u|rγ

(1− a)N3/2
= C26

|u|r
N3/2

.

Из (8) следует, что lnN/r → − ln a. Тогда при
любом фиксированном u выполнено соотноше-
ние Q(u) = o(1/N). Отсюда и из (32) получаем
утверждение леммы.

Лемма 7. При выполнении условий тео-
ремы 1 для всех целых неотрицатель-
ных l равномерно относительно uN =(
l −NEν(1)

)
/
√
NDν(1) в любом конечном

фиксированном интервале

P {νr = l} =
e−u2

N/2

√
2πNDν(1)

(1 + o(1)).

Доказательство. С помощью равенств

2π
√
NDν(1)P{νr= l}=

π
√
NDν(1)∫

−π
√
NDν(1)

e−ituNψr(t)dt,

√
2πe−u2

N/2 =

∞∫
−∞

e−ituN e−t2/2dt

разность

RN = 2π

(√
NDν(1)P {νr = l} − e−u2

N/2

√
2π

)

можно представить в виде суммы RN = I1 +
I2 + I3 + I4, где

I1 =

A∫
−A

e−ituN

(
ψr(t)− e−t2/2

)
dt,

��
��
95



I2 = −
∫

|t|>A

e−ituN e−t2/2dt,

I3 =

∫
A<|t|�ε

√
NDν(1)

e−ituNψr(t)dt,

I4 =

∫
ε
√
NDν(1)<|t|�π

√
NDν(1)

e−ituNψr(t)dt,

положительные постоянные A, ε будут выбра-
ны позднее.
В силу леммы 6 при выполнении условий

леммы I1 → 0 для любого фиксированного A.
Для интеграла I2 справедлива оценка (26),

и его можно сделать сколь угодно малым вы-
бором достаточно большого A.
Оценим I3. Пусть A < |t| � ε

√
NDν(1). С

помощью (23), (30), (31) находим, что∣∣∣∣ϕ(1)

(
t√

NDν(1)

)∣∣∣∣ � e−C27t2/N .

Учитывая лемму 3, нетрудно видеть, что

∣∣∣∣∣
∞∑
k=1

eit(k+r+1)P
{
ν(1)=k + r + 1

}∣∣∣∣∣� C28

N
. (33)

Используя эти соотношения и лемму 3, по-
лучаем неравенство

|ψr(t)| � C29e
−C27t2

(
1 +

C28e
C27t2/N

N

)N

.

Отсюда и из соотношений (23), (31), t2/N �
ε2Dν(1) следует, что |ψr(t)| � C30e

−C27t2 . То-
гда

|I3| � C31

∞∫
A

e−C27t2dt,

и интеграл I3 можно сделать сколь угодно ма-
лым выбором достаточно большого A.
В области интегрирования I4 справедли-

во неравенство
∣∣∣ϕ(1)

(
t/
√
NDν(1)

)∣∣∣ � e−C32 . С
помощью этого соотношения, (33) и леммы 3
несложно показать, что |ψr(t)| � C33e

−C32N и
I4 → 0 при N → ∞.
Из полученных оценок интегралов I1–I4 по-

лучаем, что разность RN можно сделать сколь
угодно малой. Отсюда следует утверждение
леммы.

Доказательство теоремы 1
Из леммы 3 следует, что

(1− Pr+k)
N = exp

{
−γak+1

1− a

}
(1 + o(1)). (34)

Иcпользуя леммы 1.3.4 [4], 2, 5 и равенства
(7), (15), находим, что

P {ν = N + n} =
N(1 + o(1))

σ(λ)
√
2π(N + n)3/2

. (35)

Учитывая (31), из леммы 7 получаем соот-
ношение

P {νr = N + n} =
N(1 + o(1))

σ(λ)
√
2π(N + n)3/2

.

Отсюда и из (10), (34), (35) следует утвержде-
ние теоремы.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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О МАКСИМАЛЬНОЙ СТЕПЕНИ ВЕРШИНЫ
В УСЛОВНОМ КОНФИГУРАЦИОННОМ ГРАФЕ

И. А. Чеплюкова
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматриваются условные конфигурационные графы со случайными одинако-
во распределенными степенями вершин при условии, что сумма степеней вер-
шин не превосходит n. Распределение ξ степени любой вершины графа неиз-
вестно и имеет только следующее ограничение при k → ∞:

pk = P{ξ = k} ∼ d

kg(ln k)h
,

где d > 0, g > 1, h � 0. Найдены предельные распределения максимальной
степени вершины при стремлении к бесконечности числа вершин графа и n.

К люч е вы е c л о в а: конфигурационный граф; предельное распределение; сте-
пень вершины.

I. A. Cheplyukova. ON THE MAXIMUM VERTEX DEGREE IN
A CONDITIONAL CONFIGURATION GRAPH
We consider configuration graphs under the condition that the sum of vertex
degrees is bounded from above by n. The vertex degrees are independent identically
distributed random variables. The distribution of the vertex degree ξ is unknown
and has the only limiting condition that

pk = P{ξ = k} ∼ d

kg(ln k)h
,

where k → ∞, d > 0, g > 1, h � 0. We obtained the limit distributions of the
maximum vertex degree as the number of graph vertices and n tends to infinity.

K e ywo r d s: configuration graph; the limit distribution; vertex degree.

Введение

Исследованию структуры конфигурацион-
ных графов посвящено множество работ (см.,
например, [15, 16]). Конфигурационная мо-
дель является одной из наиболее извест-
ных моделей, предназначенных для описания

структуры и прогнозирования динамики раз-
вития сложных сетей коммуникаций, таких
как Интернет, транспортные, социальные се-
ти и пр. Наблюдения за реальными сетями по-
казали (см., например, [14, 15]), что все они
обладают общими свойствами, которые долж-
ны быть отражены в моделях. Одно из важ-
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нейших свойств такого рода состоит в том,
что степени вершин можно рассматривать как
независимые одинаково распределенные слу-
чайные величины, причем число вершин сте-
пени, не меньшей чем k, при k → ∞ пропорци-
онально k−τ , где τ – некоторый положитель-
ный параметр.
Процесс построения конфигурационного

графа можно представить следующим обра-
зом. Сначала определяется степень каждой
вершины в соответствии с заданным распре-
делением вероятностей. Из каждой вершины
графа может выходить несколько полуребер
[17], число которых равно степени данной вер-
шины. Все вершины и полуребра различны.
На следующем этапе построения происходит
образование ребер: на каждом шаге выбира-
ются по два ребра равновероятно и, соединив-
шись, они образуют ребро. Если сумма сте-
пеней нечетна, то вводится вспомогательная
вершина, степень которой равна 1. Очевидно,
что при таком построении возможны появле-
ния петель и кратных ребер. В [17] было заме-
чено, что эта вспомогательная вершина не ока-
зывает влияния на асимптотическое поведение
основных числовых характеристик графа. По-
этому в дальнейшем мы будем рассматривать
степени только основных вершин даже при
появлении дополнительной вершины. В [17]
предложено в качестве моделей сложных сетей
использовать конфигурационные графы, в ко-
торых случайная величина ξ, равная степени
любой вершины, имеет следующее распреде-
ление

P{ξ = k} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)

где k = 1, 2, ..., τ > 0.
В [3, 6, 7] рассматривались условные кон-

фигурационные графы с распределением сте-
пеней вершин (1) и разными условиями на чис-
ло ребер. Такие условные конфигурационные
графы могут быть полезны при описании се-
тей, для которых можно оценить число свя-
зей. Главное внимание в этих работах уделяет-
ся изучению предельного поведения двух чис-
ловых характеристик: максимальной степени
вершины и числа вершин заданной степени. В
последнее время появляются работы (см., на-
пример, [13]), в которых было замечено, что с
развитием сетей распределение степеней вер-
шин может меняться и даже носить случай-
ный характер. В [4, 8] рассматриваются услов-
ные конфигурационные графы при условии,
что сумма степеней вершин графа известна и
равна n, а параметр τ распределения (1) яв-
ляется случайной величиной, равномерно рас-
пределенной на отрезке [a, b], 0 < a < b < ∞.

В данной работе изучаются конфигураци-
онные графы, содержащие N вершин, степени
ξ1, ξ2, . . . , ξN которых являются независимыми
одинаково распределенными случайными ве-
личинами c распределением, имеющим только
следующее ограничение при k → ∞:

pk = P{ξi = k} ∼ d

kg(ln k)h
, (2)

где i = 1, . . . , N , k = 1, 2, . . ., d > 0, g > 1,
h � 0. Далее мы будем предполагать, что
pk > 0, k = 1, 2, . . . В [5] впервые рассматрива-
лось подмножество таких конфигурационных
графов при условии, что сумма степеней вер-
шин известна и равна n. Для них получены
предельные распределения максимальной сте-
пени вершины и числа вершин заданной сте-
пени при n,N → ∞.
Пусть ζN = ξ1 + ξ2 + . . . + ξN . Рассмот-

рим условные конфигурационные графы при
условии, что ζN � n. Для таких услов-
ных графов в [9] были получены предельные
распределения числа вершин заданной степе-
ни при n,N → ∞. Настоящая работа по-
священа исследованию предельного поведения
максимальной степени вершины графа при
n,N → ∞.
Обозначим через η1, η2, . . . , ηN случайные

величины, равные, соответственно, степеням
вершин с номерами 1, 2, . . . , N в таком услов-
ном графе. Очевидно, что эти случайные вели-
чины зависимы и для целых k1, k2, . . . , kN � 1
таких, что k1 + k2 + . . .+ kN � n, выполняется
равенство:

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN}
(3)

= P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN |ξ1 + . . .+ ξN � n}.
Это равенство означает, что для независимых
случайных величин (ξ1, . . . , ξN ) и зависимых
(η1, . . . , ηN ) выполнены условия аналога обоб-
щенной схемы размещения частиц по ячейкам
[11]. Сама обобщенная схема была введена и
подробно изучена В. Ф. Колчиным (см., на-
пример, [1]).
Обозначим через η(N) случайную величину,

равную максимальной степени вершины в рас-
сматриваемом графе. Для этой характеристи-
ки степенной структуры графа ниже будут до-
казаны предельные теоремы при N и n, стре-
мящихся к бесконечности. Основные результа-
ты (теоремы 1 и 2) сформулированы во втором
разделе, в третьем разделе получены вспомо-
гательные утверждения (леммы 2–9), с помо-
щью которых в последнем разделе доказыва-
ются теоремы 1 и 2.
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Основные результаты

Введем необходимые обозначения:

BN =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(
(g−1)hN
lnh N

)1/(g−1)
, 1 < g < 3;√

N ln1−hN, h = 3, 0 � h < 1;√
N ln lnN, g = 3, h = 1;

σ
√
N, g > 3 или

g = 3, h > 1,

m = Eξ1, σ2 = Dξ1, (4)

α =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Γ(2− g)d(g − 1)h−1 cos(π(g − 1)/2),

1 < g < 2;

−Γ(3− g)(g − 2)−1d(g − 1)h−1

× cos(π(g − 1)/2), 2 < g < 3,

где Γ(x)− значение гамма-функции в точке x.
Обозначим через C,C1, C2, . . . некоторые

положительные постоянные.
Справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть n,N → ∞,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

0 < γ < ∞, ε – некоторая положительная
постоянная и выполнено одно из условий:

1. 1 < g < 2, n/BN → ∞;

2. g = 2, h � 1,
(n− d ln1−hN(1 + ε)N)/BN → ∞;

3. g = 2, h > 1, (n− (m+ ε)N)/BN → ∞;

4. g > 2, (n−mN)/BN � −C > −∞.

Тогда

P{η(N) � r} = e−γ(1 + o(1)).

Теорема 2. Пусть n,N → ∞, 1 < g < 2,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

0 < γ < ∞, z = n/BN � C1 < ∞. Тогда

P{η(N) � r} ∼ 1 +

∞∑
k=1

(−1)k

k

Jk(z)

J0(z)
,

где

Jk(z) =

z∫
−∞

Ik(x)dx, k = 0, 1, . . . ,

I0(x)– плотность устойчивого закона с пока-
зателем g− 1 и характеристической функци-
ей

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
,

Ik(x) = (2π)k/2dk×∫
Bk(x)

(x1 . . . xk)
−gI0(x−x1−. . .−xk)dx1. . . dxk,

Bk(x)=

{
xi �

(
d

γ(g − 1)

)1/(g−1)

, i = 1, . . . , k,

x1 + . . .+ xk � x

}
.

Вспомогательные утверждения

Введем независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины ξ̃

(r)
1 , . . . , ξ̃

(r)
N та-

кие, что

P{ξ̃(r)i = k} = P{ξi = k|ξ1 � r},
где k = 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , N. Положим
также

ζ̃
(r)
N = ξ̃

(r)
1 + . . .+ ξ̃

(r)
N , Pr = P{ξ1 > r}.

В [12] показано, что для случайной величины
η(N) следствием из равенства (3) является сле-
дующее утверждение.

Лемма 1. Справедливо равенство

P{η(N) � r} = (1− Pr)
N P{ζ̃(r)N � n}

P{ζN � n} .

Из леммы 1 следует, что для оценки
P{η(N) � r} необходимо знать асимптотиче-
ское поведение сумм ζN , ζ̃

(r)
N и Pr. Для суммы

ζN будем использовать результаты статьи [9]
(леммы 2–4), а исследование ζ̃

(r)
N и Pr будет

приведено ниже в леммах 5–12.

λ =

{
0, 1 < g < 2;
m, g > 2,

(5)

Лемма 2. Пусть N → ∞ и выполнено одно
из условий:

1. 1 < g < 3, g �= 2;

2. g = 3, 0 � h � 1.
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Тогда распределение случайной величины
(ζN −λN)/BN слабо сходится к устойчивому
закону с показателем g − 1 и характеристи-
ческой функцией

Ψg,h(t) (6)

=

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

exp
{
−α|t|g−1

(
1− i t

|t| tan(π(g − 1)/2)
)

/(g − 1)h
}
, 1 < g < 3, g �= 2;

exp
{−dt2/2

}
, g = 3, h = 1;

exp
{−dt2/((1− h)22−h)

}
, g = 3,
0 � h < 1.

Лемма 3. Пусть N → ∞, g = 2, h > 1.
Тогда существует последовательность q1 =
q1(N) ∼ d ln1−hN такая, что распределение
случайной величины (ζN −(m+q1)N)/BN сла-
бо сходится к устойчивому закону с показа-
телем 1 и характеристической функцией

Ψ(t) = exp

{
−d

π

2
|t|
(
1 + i

t

|t|
2

π
ln |t|

)}
. (7)

Лемма 4. Пусть N → ∞, g = 2, h � 1. Тогда
существует последовательность q2 = q2(N)
такая, что q2 → 0 и распределение случайной
величины (ζN −d(lnN)1−h(1+q2)N)/BN слабо
сходится к устойчивому закону с показате-
лем 1 и характеристической функцией (7).

Лемма 5. Пусть N → ∞,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

где 0 < γ < ∞. Тогда справедливо

NPr → γ.

Доказательство. Из (2) несложно получить,
что

Pr =

∞∑
k=r+1

pk

=
d(1 + o(1))

(r + 1)g−1

∑
y�1

1

(r + 1)yg lnh((r + 1)y)
.

Приводя последнюю сумму к интегральной,
находим, что

Pr =
d(1 + o(1))

(r + 1)g−1

∞∫
1

dy

yg lnh((r + 1)y)

=
d(1 + o(1))

(r + 1)g−1

⎛⎜⎝ (r+1)ε∫
1

dy

yg lnh((r + 1)y)

+

∞∫
(r+1)ε

dy

yg lnh((r + 1)y)

⎞⎟⎠ ,

где выбор положительной ε будет ясен из
дальнейшего. Ясно, что если 1 � y � (r + 1)ε,
то

(ln((r + 1)y))−1=

((
1+

ln y

ln(r + 1)

)
ln(r + 1)

)
−1,

и последняя величина может быть сделана
сколь угодно близкой к 1/ ln(r + 1) выбором
достаточно малого ε. Кроме того,

∞∫
(r+1)ε

dy

yg lnh((r + 1)y)
<

1

lnh(r + 1)

∞∫
(r+1)ε

dy

yg
.

Тогда

Pr =
d(1 + o(1))

(r + 1)g−1 lnh(r + 1)

∞∫
1

dy

yg

=
d(1 + o(1))

(g − 1)(r + 1)g−1 lnh(r + 1)
.

Отсюда и из условий этой леммы вытекает
утверждение леммы 5.

Рассмотрим случайную величину ζ̃(r)N . Обо-
значим

E(t, γ) = d

∞∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity}y−gdy. (8)

Лемма 6. Пусть N → ∞, 1 < g < 2,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

0 < γ < ∞. Тогда распределение случайной ве-
личины ζ̃

(r)
N /BN слабо сходится к распределе-

нию с плотностью

g̃1(x) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ik(x),

где Ik(x), k = 0, 1, . . . , определены в формули-
ровке теоремы 2.
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Доказательство. Обозначим через ϕ(t) и
ϕ̃r(t) характеристические функции случай-
ных величин ξ1 и ξ̃

(r)
1 соответственно. Тогда

нетрудно получить, что при любом t

ϕ̃r(t) =

ϕ(t)− ∑
k>r

eitkpk

1− Pr
. (9)

Пусть Ψr(t) обозначает характеристиче-
скую функцию случайной величины ζ̃

(r)
N /BN .

Из леммы 2 и равенства (9) находим, что при
любом фиксированном t

Ψr(t) = (1− Pr)
−N

(
ϕ (t/BN )

−
∑
k>r

pk exp {itk/BN}
)N

= (1− Pr)
−NΨg,h(t) (10)

×
(
1− (1 + o(1))

∑
k>r

pk exp

{
i

t

BN
k

})N

,

где Ψg,h(t) определена в лемме 2 и, согласно
(5) и (6), имеет вид

Ψg,h(t)

=exp

{−α|t|g−1

(g − 1)h

(
1−i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
,

α = Γ(2− g)d(g − 1)h−1 cos(π(g − 1)/2).

Рассмотрим
∑
k>r

pk exp {itk/BN}. Пусть y =

k/BN . Тогда из (2) и (4) получаем, что

∑
k>r

pk exp

{
i

t

BN
k

}
= d

(
lnhN

(g − 1)hN

)g/(g−1)

×
∑

y>
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity}1 + o(1)

yg

× ln−h

(
y

(
(g − 1)hN

lnhN

)1/(g−1)
)
.

Отсюда, переходя от суммирования к интегри-
рованию, находим, что∑

k>r

pk exp {itk/BN}

=
d(1 + o(1))

N

∞∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

=
d(1 + o(1))

N

Nε∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

+
d(1 + o(1))

N

∞∫
Nε

exp{ity} 1

yg

(
1 (11)

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy,

где ε – некоторая положительная постоянная,
выбор которой будет ясен из дальнейшего.
Нетрудно показать, что с выбором некоторо-
го ε справедливо

Nε∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

= (1 + o(1))

Nε∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg
dy.

Кроме того,∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

exp{ity} 1

yg
dy

∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

cos{ty} 1

yg
dy

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

cos{ty} 1

yg
dy

∣∣∣∣∣∣�4
1

N εg
,
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и, используя [10], нетрудно показать, что∣∣∣∣∣
Nε∫

(
d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg
dy

∣∣∣∣∣

� N−ε(g−1)

∣∣∣∣∣
Nε∫

(
d

γ(g−1)

)1/(g−1)

1

y
cos(ty)dy

+ i

Nε∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

1

y
sin(ty)dy

∣∣∣∣∣
= N−ε(g−1)

∣∣∣∣∣t
(
−ci

(
dt

γ(g − 1)

)

− si

(
dt

γ(g − 1)

))∣∣∣∣∣,
где ci(x) и si(x) обозначают интегральные ко-
синус и синус:

ci(x) = −
∫ ∞

x

cos t

t
dt,

si(x) = −
∫ ∞

x

sin t

t
dt.

Следовательно, учитывая, что si(x) и ci(x)
не равны нулю одновременно, выбором неко-
торого ε интеграл

∞∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg

(
1

+
(g − 1) ln y − ln lnhN + h ln(g − 1)

lnN

)−h

dy

можно сделать сколь угодно близким к инте-
гралу

∞∫
(

d

γ(g−1)

)1/(g−1)

exp{ity} 1

yg
dy.

Отсюда и из соотношений (8), (10) и (11) по-
лучаем, что при любом фиксированном t

Ψr(t) = (1 + o(1))(1− Pr)
−NΨg,h(t)

×
(
1− (1 + o(1))

1

N
E(t, γ)

)N

. (12)

Используя (8), нетрудно убедиться, что

Pr =
1 + o(1)

N
E(0, γ). (13)

Из (8), (12) и (13) получаем, что

Ψr(t) = exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1 (14)

− i
t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))
− E(t, γ) + E(0, γ)

}
.

Из (8) следует, что E(t, γ) является преобра-
зованием Фурье функции

f(y) =

⎧⎪⎨⎪⎩
√
2πy−gd, y �

(
d

γ(g−1)

)1/(g−1)
;

0, y <
(

d
γ(g−1)

)1/(g−1)
.
(15)

Раскладывая exp{−E(t, γ)} в ряд по степе-
ням E(t, γ), из (14) находим, что

Ψr(t) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

exp

{
−α|t|g−1

(g − 1)h

(
1

− i
t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
×(−1)k

Ek(t, γ)

k!
(1 + o(1)).

Согласно формуле обращения плотность тако-
го распределения имеет вид:

g(x) =
1 + o(1)

2π
eE(0,γ)

∞∑
k=0

(−1)k

k!

×
∞∫

−∞
exp

{
itx− α|t|g−1

(g − 1)h

×
(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
Ek(t, γ)dt.

Тогда
∞∫

−∞
exp

{
itx− α|t|g−1

(g − 1)h

×
(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
Ek(t, γ)dt

является плотностью суммы случайных вели-
чин ν1+ν2+ . . .+νk+1, где ν1 имеет плотность
fν1

(x) устойчивого закона с показателем g − 1
и характеристической функцией:

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
,
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а случайные величины ν2, ν3, . . . , νk+1 незави-
симы и имеют одинаковое распределение с
плотностью f(y), определенной в (15). Исполь-
зуя формулу свертки для k слагаемых (см.,
например, [2]), получаем, что Ψr(u) сходится к
характеристической функции распределения с
плотностью:

g̃1(x) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ik(x),

где Ik(x), k = 0, 1, . . . , определены в формули-
ровке теоремы 2, что и завершает доказатель-
ство леммы 6.

Пусть

Ẽ(t, γ) = d

∞∫
d/γ

exp{ity}y−2dy, (16)

Ĩ0(x) означает плотность устойчивого закона с
показателем 1 и характеристической функци-
ей

exp

{
−πd|t|

2

(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

,

Ĩk(x) = (2π)k/2dk× (17)∫
B̃k(x)

(x1. . . xk)
−2Ĩ0(x− x1 −. . .− xk)dx1. . . dxk,

B̃k(x) =

{
xi �

d

γ
, i = 1, . . . , k,

k∑
i=1

xi � x

}
.

Лемма 7. Пусть N → ∞, g = 2, h � 1,
r = dN/(γ lnhN)(1 + o(1)), 0 < γ < ∞. То-
гда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N − d ln1−hN(1 + q2(N))N

)
/BN , где стре-

мящаяся к нулю последовательность q2(N)
определена в лемме 4, слабо сходится к рас-
пределению с плотностью

g̃2(x) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ĩk(x).

Доказательство. Обозначим через Ψ(2)
r (t) ха-

рактеристическую функцию случайной вели-
чины(

ζ̃
(r)
N − d ln1−hN (1 + q2(N))N

)
/BN .

Тогда из (4), (9) и леммы 4 находим, что для
любого фиксированного t

Ψ(2)
r (t) = (1− Pr)

−NΨ(t) (18)

×
(
1− (1 + o(1))

∑
k>r

pk exp

{
i
t lnhN

N
k

})N

,

где Ψ(t) определено соотношением (7).
Рассмотрим

∑
k>r

pk exp
{
itk(lnN)h/N

}
. За-

меняя y = k(lnN)h/N и переходя к интегри-
рованию, получаем, что∑

k>r

pk exp
{
itk(lnN)h/N

}
=

d(1 + o(1))

N

×
∞∫

d/γ

exp{ity} 1

y2

(
1 +

ln y

lnN
− ln lnhN

lnN

)−h

dy.

Несложно показать, что при N → ∞ интеграл

∞∫
d/γ

exp{ity} 1

y2

(
1 +

ln y

lnN
− ln lnhN

lnN

)−h

dy

сколь угодно близок к интегралу

∞∫
d/γ

exp{ity} 1

t2
dy.

Отсюда и из (7), (13), (16)–(18) следует, что
для любого фиксированного t

Ψ(2)
r (t) = exp

{
−dπ|t|

2

(
1− i

t

|t|
2

π
ln |t|

)

− Ẽ(t, γ) + Ẽ(0, γ)
}
(1 + o(1)). (19)

Раскладывая в ряд exp{−Ẽ(t, γ)} по степеням
Ẽ(t, γ), из (19) находим, что

Ψ(2)
r (t) = eẼ(0,γ)

∞∑
k=0

exp

{
−dπ|t|

2

(
1

+ i
t

|t| ln |t|
)}

(−1)k
Ẽk(t, γ)

k!
(1 + o(1)).

Учитывая, что Ẽ(t, γ) является преобразова-
нием Фурье функции f(y), заданной в (15) при
g = 2, получаем, что согласно формуле обра-
щения плотность такого распределения имеет
вид:

g1(x) =
1 + o(1)

2π
eẼ(0,γ)

∞∑
k=0

(−1)k

k!
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×
∞∫

−∞
exp

{
itx− πd|t|

2

×
(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

Ẽk(t, γ)dt.

Из формулы обращения следует, что
∞∫

−∞
exp

{
−πd|t|

2

(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

Ẽk(t, γ)dt

есть плотность суммы случайных величин ν1+
ν2+ . . .+νk+1, где ν1 имеет плотность устойчи-
вого закона с показателем 1 и характеристиче-
ской функцией

exp

{
−πd|t|

2

(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

,

а случайные величины ν2, ν3, . . . , νk+1 неза-
висимы и имеют одинаковое распределение
с плотностью f(x), определенной в (15) при
g = 2. Используя формулу свертки для k сла-
гаемых, получаем, что Ψ

(2)
r (t) сходится к ха-

рактеристической функции распределения с
плотностью:

g̃2(x) = eẼ(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ĩk(x),

где Ĩ0(x) – плотность устойчивого закона с по-
казателем 1 и характеристической функцией

exp

{
−πd|t|

2

(
1 + i

t

|t| ln |t|
)}

,

а Ĩk(x), k = 1, 2, . . . , заданы соотношения-
ми (17), что и завершает доказательство лем-
мы 7.

Лемма 8. Пусть N → ∞, g = 2, h > 1,
r = dN/(γ lnhN) (1 + o(1)), 0 < γ < ∞.
Тогда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N − (m+ q1(N))N

)
/BN , где сходящаяся

к нулю последовательность q1(N) определена
в лемме 3, слабо сходится к распределению с
плотностью g̃2(x), заданной в формулировке
леммы 7.

Доказательство леммы 8 проводится анало-
гично доказательству леммы 7, при этом вме-
сто леммы 4 применяется лемма 3.

Лемма 9. Пусть N → ∞, 2 < g < 3,

r =

(
dN(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

где 0 < γ < ∞. Тогда распределение случайной
величины

(
ζ̃
(r)
N −Nm

)
/BN слабо сходится к

устойчивому закону с показателем g−1 и ха-
рактеристической функцией

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
(π
2
(g − 1)

))}
,

где α определено в (4).

Доказательство. В статье [9] при доказатель-
стве леммы 2 показано, что в окрестности нуля

lnϕ(t) = imt+
α|t|g−1

(g − 1)h lnh |t|

×
(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)
(1 + o(1)). (20)

Из (9), (20) и леммы 5 находим, что

ϕ̃r(t)=

(
1 +

γ(1 + o(1))

N

)(
ϕ(t)−

∑
k>r

eitkpk

)
.

Отсюда, используя равенство

eitk = 1 + δ(k), |δ(k)| < kt, (21)

соотношения (2) и (20), получаем, что

ϕ̃r(t) = 1 + imt− α
|t|(g−1)

(g − 1)h
ln−h 1

|t|

×
(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)
(1 + o(1)) + o(1/N).

Тогда для любого фиксированного t справед-
ливо

ln ϕ̃N
r

(
t(lnhN/((g − 1)hN))1/(g−1)

)
= itm

(
lnhN

N2−g(g − 1)h

)1/(g−1)

−α
|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)
(1 + o(1)).

Отсюда и вытекает утверждение леммы 9.

Лемма 10. Пусть N → ∞, g = 3, h < 1

r =

(
dN2h−1

γ lnN

)1/2

(1 + o(1)), 0 < γ < ∞.

Тогда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N −Nm

)
/BN слабо сходится к нормаль-

ному закону с характеристической функцией

exp

{
− dt2

(1− h)22−h

}
.
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Доказательство. В статье [9] при доказатель-
стве леммы 2 показано, что в окрестности нуля

lnϕ(t) = imt− dt2

(1− h)2
ln1−h 1

|t|

+ o

(
t2 ln1−h 1

|t|
)
. (22)

Отсюда, из леммы 5 и соотношений (2) и (21)
получаем, что

ln ϕ̃r(t) =

(
ϕ(t)− Pr +O

(∑
k>r

tkpk

))

×(1− Pr)
−1 = 1 + imt

− dt2

(1− h)2
ln1−h 1

|t| + o

(
t

N
+ t2 ln1−h 1

|t|
)
.

Тогда при любом фиксированном t находим,
что

ln ϕ̃N
r

(
t/
√

N ln1−hN
)

=
imt

√
N

ln(1−h)/2N
− dt2

(1− h)22−h
+ o(1).

Отсюда и из (4) следует утверждение леммы
10.

Лемма 11. Пусть N → ∞, g = 3, h = 1

r =

(
dN

γ lnN

)1/2

(1 + o(1)), 0 < γ < ∞.

Тогда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N −Nm

)
/BN слабо сходится к нормаль-

ному закону с характеристической функцией

exp

{
−dt2

2

}
.

Доказательство леммы 8 проводится анало-
гично доказательству леммы 10, при этом вме-
сто равенства (22) мы используем соотноше-
ние, полученное в [9] при доказательстве лем-
мы 2 для g = 3, h = 1:

lnϕ(t) = imt− dt2

2
ln ln

1

|t| + o

(
t2 ln ln

1

|t|
)
.

Лемма 12. Пусть N → ∞,

r =

(
Nd(g − 1)h−1

γ lnhN

)1/(g−1)

(1 + o(1)),

где 0 < γ < ∞ и выполнено одно из условий:

1. g > 3;

2. g = 3, h > 1.

Тогда распределение случайной величины(
ζ̃
(r)
N −Nm

)
/BN слабо сходится к стандарт-

ному нормальному закону.

Доказательство. При выполнении условий
леммы случайные величины ξi и ξ̃i имеют ко-
нечные математические ожидания и диспер-
сию. Следовательно, из леммы 2 и равенств
(2), (4), (9), (21) нетрудно получить, что при
t → 0

ln ϕ̃r(t)=1+ itm− t2

2
(σ2 +m2)+O

(
t3 +

t

N

)
.

Тогда, используя (4), можно показать, что при
любых фиксированных t

ln ϕ̃N
r (t/BN ) =

itm
√
N

σ
− t2

2
+ o(1),

откуда и следует утверждение леммы 12.

Доказательства теорем

Докажем теорему 1. Пусть выполнены
условия 1 теоремы 1. Из лемм 1, 2 и 6 следует,
что

P{η(N) � r}

= (1− Pr)
N

y∫
0

g̃1(x)dx

y∫
0

g(x)dx

(1 + o(1)), (23)

где плотность g̃1(x) определена в лемме 6, g(x)
– плотность устойчивого закона с показателем
g − 1 и характеристической функцией

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)}
,

y = n((g − 1)hN/ lnhN)−1/(g−1),

α определена в (4). Из (23), леммы 5 и условия
n/BN → ∞ следует утверждение теоремы 1
при выполнении условия 1.
Пусть выполнены условия 2 теоремы 1. Из

лемм 1, 4 и 7 находим, что

P{η(N) � r}

= (1− Pr)
N

y∫
−∞

g̃2(x)dx

y∫
−∞

g(x)dx

(1 + o(1)), (24)
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где плотность g̃2(x) определена в лемме 7, g(x)
– плотность устойчивого закона с показателем
1 и характеристической функцией

exp

{
−d

π

2
|t|
(
1 + i

t

|t|
2

π
ln |t|

)}
,

y =
n− d ln1−hN(1− q2(N))N

N/ lnhN
.

Учитывая, что в этом случае y → ∞, из (24)
и леммы 5 получаем утверждение теоремы 1
при условии 2.
Пусть выполнены условия 3 теоремы 1. Из

лемм 1, 3 и 8 следует справедливость (24), где

y =
n− (m+ q1(N))N

N/ lnhN
.

Учитывая, что при выполнении условия 3 тео-
ремы 1 y → ∞, из (4) и (24) следует утвержде-
ние теоремы 1 для этого случая.
Пусть выполнены условия 4 теоремы 1.

Сначала рассмотрим случай, когда 2 < g < 3.
Тогда из лемм 1, 2 и 9 получаем, что

P{η(N) � r}

= (1− Pr)
N

y∫
−∞

p(x)dx

y∫
−∞

p(x)dx

(1 + o(1)), (25)

где p(x) – плотность устойчивого закона с по-
казателем g − 1 и характеристической функ-
цией

exp

{
−α

|t|g−1

(g − 1)h

(
1− i

t

|t| tan
π(g − 1)

2

)}
,

y =
n−mN

((g − 1)hN/ lnhN)1/(g−1)
,

α задана в (4). Отсюда и из леммы 5 выте-
кает утверждение теоремы 1 при 2 < g < 3.
Аналогично этому нетрудно доказать утвер-
ждение теоремы 1 для случая g = 3, h � 1,
при этом вместо леммы 9 используем лемму
10 при h < 1 и лемму 11 при h = 1.
Остается рассмотреть последний случай,

когда g > 3 или g = 3, h > 1. Для оценки веро-
ятности P{ζN � n} можно использовать цен-
тральную предельную теорему. Тогда из лемм
1 и 12 следует равенство (25), где p(x) – плот-
ность стандартного нормального распределе-
ния и

y = (n−mN)/(σ
√
N).

Отсюда и из леммы 5 вытекает утверждение
теоремы 1 и в этом случае. Теперь теорема 1
доказана полностью.
Если выполнены условия теоремы 2, то из

лемм 1, 2 и 6 следует равенство (23). Тогда из
(23) находим, что

P{η(N) � r}

= e−γ

z∫
−∞

eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k! Ik(x)dx

z∫
−∞

g(x)dx

(1 + o(1))

= 1−
∞∑
k=0

(−1)k

k!

z∫
−∞

Ik(x)dx

z∫
−∞

g(x)dx

(1 + o(1)),

откуда и вытекает утверждение теоремы 2.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ ПОДСТАНОВОК
С ФИКСИРОВАННЫМ ЧИСЛОМ ЦИКЛОВ

Н. Ю. Энатская
Московский институт электроники и математики,
Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики», Россия

Изучается схема n-размерных подстановок с k циклами по направлениям пе-
речислительной комбинаторики. Это перечисление исходов схемы с определен-
ной дисциплиной их нумерации, нахождение их числа, установление взаимно-
однозначного соответствия видов исходов с их номерами, называемое задачей
нумерации в прямой и обратной постановках, и моделирование исходов схемы.

Ключ е вы е c л о в а: подстановки; порционные добавления; циклы.

N. Yu. Enatskaya. COMBINATORIAL ANALYSIS OF THE
PERMUTATIONS WITH A FIXED NUMBER OF CYCLES
The scheme of n-dimensional permutations with k cycles is studied in different areas
of enumerative combinatorics. This includes direct enumeration of the outcomes
of the scheme with a given discipline of their numbering, finding their numbers,
establishing the one-to-one correspondence of the types of outcomes with their
numbers, termed the direct and inverse numbering problem, and modelling of the
outcomes of the scheme.

K e ywo r d s: the permutations; portion; the cycles.

Введение

Подстановка заданного размера задается
перестановкой элементов того же размера сво-
ей нижней строки, пространство элементар-
ных исходов для которой состоит из всех рав-
новероятных перестановок ее элементов. Все
исходы нашей (исследуемой) схемы совпада-
ют с исходами схемы перестановок и состав-
ляют ее часть, поэтому вероятность появления
исходов нашей схемы среди всех исходов схе-
мы подстановок определяется отношением со-
ответствующих численностей их исходов. Про-
странство элементарных исходов нашей схе-
мы составляют совокупности составов ее непу-
стых циклов в заданном числе. Вероятностное
распределение ее исходов будем определять.

Число подстановок размера n c k цикла-
ми известно, например, из [2] и выражает-
ся через числа Стирлинга 1-го рода S(n, k)
как |S(n, k)|. Здесь рассматриваются вопросы
прямого перечисления подстановок заданно-
го размера с фиксированным числом циклов,
определение их числа, перечисление размеров
циклов в них, нахождение вероятностного рас-
пределения исходов схемы и чисел циклов в
случайных подстановках размера n, модели-
рование возможных исходов схемы с фиксиро-
ванным числом циклов.

Определения и обозначения в схеме под-
становок
Подстановка размера n задает последова-

тельность взаимно-однозначных отображений
всех n элементов множества {1, 2, . . . , n} на се-
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бя и записывается в виде двустрочного соот-
ветствия элементов отображения (1 2 . . . n) и
(i1 i2 . . . in) в матричной форме.
Здесь в верхней строке элементы упоря-

дочены от 1 до n, а нижняя строка зада-
ет последовательные отображения элементов
верхней строки в элементы, стоящие под ни-
ми в нижней строке, т. е. отображения: 1 в
i1 (1 → i1), 2 в i2 и т. д., где {i1, i2, . . . , in} ∈
{1, 2, . . . , n}, ik �= im при k �= m. Таким обра-
зом, подстановки можно задавать перестанов-
ками элементов ее нижней строки.
Цикл подстановки образует группа элемен-

тов, возвращающихся при данном отображе-
нии к исходному элементу.
Число участвующих в цикле элементов на-

зывается его размером, принимающим значе-
ния от 1 до n. (Сумма размеров всех циклов
подстановки равна ее размеру n.)
Если размер цикла n, т. е. он единственный,

то подстановку называют одноцикловой.
Цикловая структура подстановки задается

вектором α = (α1, α2, . . . , αn), где αi – число
циклов размера i, i = 1, n;

∑n
i=1 αi = k – чис-

ло циклов подстановки, а
∑n

i=1 iαi = n.
Цикловой группой будем называть номе-

ра элементов одного цикла в порядке их ото-
бражений, начиная с наименьшего номера эле-
мента в цикле. Иногда бывает удобно пред-
ставлять подстановку не в традиционной дву-
строчной форме, а в виде перечисления ее цик-
ловых групп в порядке роста минимальных но-
меров в них и их размеров, а каждую — в по-
рядке отображений элементов в ней. Напри-
мер, при n = 4, k = 2 такая запись подста-
новки (1,3),(2,4) будет соответствовать пере-
становке ее нижней строки (3,4,1,2).
В [5] были решены задачи нахождения чис-

ленностей подстановок по их заданной цик-
ловой структуре, явного перечисления таких
подстановок и моделирования их возможных
значений.

Этапы перечисления подстановок фик-
сированного размера с заданным числом
циклов
Отображение элементов подстановки за-

дается перестановкой ее нижней строки
(i1, i2, . . . , in) по ПРАВИЛУ: каждый элемент
i1 перестановки в подстановке отображает-
ся в свой элемент перестановки с номером
i1. Отсюда получаем АЛГОРИТМ** вычисле-
ния числа циклов подстановки по ее нижней
строке-перестановке:

по перестановке выписываем ее элементы
начиная с 1 и первого элемента перестановки
(слева направо) и далее в порядке отображе-
ний до повтора 1 без ее включения – получаем

первый цикл, далее начинаем второй цикл с
минимального элемента, не вошедшего в пер-
вый цикл (слева направо), и далее в порядке
отображений до его повтора без включения –
получаем второй цикл, и т. д. до последнего
оставшегося элемента, а для подсчета числа
циклов при каждом повторе элемента в цик-
ле добавляем в счетчик единицу.
Приведем поясняющий пример. Пусть n =

8 и перестановка нижней строки есть по-
следовательность: (6,7,5,1,2,8,3,4). Тогда по
АЛГОРИТМУ** и по ПРАВИЛУ из нее
получаем подстановку с двумя циклами
(1,6,8,4)(2,7,3,5).
Комбинаторный анализ схемы построим на

процедуре явного перечисления подстановок
размера n с фиксированным числом циклов k,
представленных своими цикловыми группами,
соответствующее перечисление которых и бу-
дем здесь производить. Эта процедура будет
состоять из двух этапов: деления всех элемен-
тов перестановки всеми способами на k непу-
стых частей (циклов) без учета их порядка и
перечисления для каждого результата такого
деления всех допустимых исходов перестано-
вок элементов внутри каждой части деления,
приводящих к одноцикловой подстановке из
элементов этой части.
Имея в виду математическую эквивалент-

ность нашего деления совокупности элемен-
тов на части с размещением n различимых
частиц по k неразличимым ячейкам без пу-
стых ячеек, при рассмотрении решения зада-
чи первого этапа будем ссылаться на соответ-
ствующие результаты в терминах размещения
частиц по ячейкам. Поэтому решение задачи
первого этапа может использовать результа-
ты [3], описывающие перечисление всех исхо-
дов схемы (без ограничения на отсутствие пу-
стых ячеек), с отбраковкой исходов, не отвеча-
ющих данному ограничению. Это привело бы
к анализу большого числа лишних исходов и
к сложности дальнейших исследований схемы.
В связи с этим предлагается провести прямое
перечисление исходов с данным ограничением.
В [8] приведена процедура перечисления

всех исходов схемы перестановок в определен-
ном порядке с решением задачи нумерации
для них, и известно утверждение, что число
одноцикловых подстановок размера L, а зна-
чит, и представляющих их перестановок ниж-
них строк, равно (L− 1)!.
Поэтому для решения задачи второго этапа

кроме отбраковки исходов перестановок эле-
ментов каждой части деления, приводящих к
> 1 циклу в них, с использованием утвержде-
ния о числе одноцикловых подстановок фик-
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сированного размера можно предложить пря-
мое перечисление требуемых перестановок ее
элементов по [3], начинающихся с минималь-
ного.
В завершение с каждым результатом пер-

вого этапа по конкретной цикловой структу-
ре соответствующей подстановки, определяе-
мой делением ее элементов на части (цикло-
вые группы), нужно сопоставить все исходы
второго этапа в виде требуемых перестановок
элементов по каждой части деления, проводи-
мого по результатам [4] и [6].
Построение процедуры перечисления пер-

вого этапа требует отдельного рассмотрения.
Определения, обозначения и связи ос-
новной и вспомогательных схем
Для краткости под различимыми элемента-

ми или частицами будем понимать их номера.
Схема A — основная схема подстановок

размера n с ровно k циклами; вспомогатель-
ные схемы: схема D — схема деления n раз-
личимых элементов на k непустых частей без
учета порядка этих частей; схема Dj — схема
D с j-й фиксацией k минимальных элементов в
частях деления, где в качестве этих минималь-
ных элементов варьируются все их наборы по
схеме сочетаний; схема P — схема всех разных
допустимых перестановок элементов в частях
деления по схеме D, записывающих одноцик-
ловые подстановки из них; схема C — схема
сочетаний.
Схемы D и P являются вспомогательными

для схемы A, схемы {Dj} — для схемы D, а
схема C — для схем {Dj}.
Схема P является схемой одновременных

действий схем перестановок и подробно иссле-
дована в [6] и [8], а схема C — в [7]. Для ана-
лиза схемы A остается изучить схемы D и Dj .
Анализ схем будем производить на основе

прямого перечисления ее исходов в терминах
указанных выше размещений частиц по ячей-
кам. Для перечисления всех исходов схемы D
будем объединять все исходы всех схем Dj ,
т. е. переборов всех размещений частиц с изу-
ченной в схеме сочетаний [7] с фиксацией их
минимальных номеров в ячейках с последую-
щим размещением остальных частиц при каж-
дой такой фиксации. Начнем с рассмотрения
вспомогательной схемы Dj .

1. Комбинаторный анализ схемы Dj

1.1.Перечисление и число исходов схемы
Для выполнения условия отсутствия пу-

стых ячеек случайным образом по схеме C
сочетаний с Ck−1

n−1 исходами возьмем j-й ис-
ход выбора нумерованных частиц (j = 2,

3, . . . , Ck−1
n−1), добавляя к нему частицу с но-

мером 1, и принудительно разложим по всем
k ячейкам по одной частице, считая их номе-
ра минимальными при размещении по ячей-
кам остальных частиц и расположив ячейки в
порядке роста минимальных номеров выбран-
ных частиц. Для таких выборов по схеме со-
четаний в [4] решены задачи построения про-
цедуры перечисления исходов и задача их ну-
мерации. Далее размещаем по ячейкам все-
ми способами остальные (n− k) частиц таким
образом, чтобы не изменить выбранные ми-
нимальные номера частиц в ячейках. Состав
каждой ячейки будем заключать в круглые
скобки и перечислять номера входящих в них
элементов в возрастающем порядке (а весь ис-
ход схемы будем заключать в фигурные скоб-
ки).
Пусть T (j) = (n1, . . . , nk) – возрастаю-

щая последовательность минимальных номе-
ров частиц в k ячейках при их j-й фиксации,
где всегда n1 = 1. Это соответствует несу-
щественности порядка частей (циклов) деле-
ния элементов подстановки. Будем размещать
остальные (n − k) частиц по k ячейкам так,
чтобы выбранные минимальные в них не из-
менились. Для этого будем добавлять частицы
порционно по одной в последовательно поеди-
нично растущие группы первых ячеек равно-
вероятно по схеме размещения с повторением
для каждой частицы по этим ячейкам. Тогда
сначала в первую ячейку должны быть добав-
лены все частицы с номерами < n2 в количе-
стве w(j)

1 = n2−n1−1 = n2−2; потом в первые
две ячейки – все частицы из остальных с но-
мерами < n3 в количестве w

(j)
2 = n3 − n2 − 1;

потом в первые три ячейки – все частицы
из остальных с номерами < n4 в количестве
w

(j)
3 = n4−n3−1 и т. д., потом в первые (k−1)
ячейки – все частицы из остальных с номерами
< nk в количестве w

(j)
k−1 = nk−nk−1−1; тогда,

наконец, во все ячейки – все остальные части-
цы с номерами до n в количестве w(j)

k = n−nk.
Таким образом, т. к. k частиц было разме-

щено предварительно, будем порционно в ука-
занных выше количествах размещать суммар-
ное число (n−k) частиц соответственно по од-
ной, двум и т. д. k ячейкам. Проверяем, что
сумма порционных добавлений частиц совпа-
дает с (n− k):

n2−1−1+n3−n2−1+n4−n3−1+. . .+nk−nk−1

− 1 + n− nk = n− k.

Будем представлять все порционные добавле-
ния в виде k-компонентных векторов соответ-
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ствующих добавлений частиц в k ячеек, а ито-
говые векторы w̄(j) добавлений во все ячей-
ки при j-й фиксации частиц с минимальными
номерами в них получаются покомпонентным
сложением векторов порционных добавлений
в ячейки (циклы).

Теорема 1. Число NDj
исходов схемы Dj вы-

числяется по формуле

NDj
=

k∏
i=1

iw
(j)
i . (1)

Доказательство формулы (1) следует из
принципа умножения для общего числа исхо-
дов в k схемах размещения частиц (по поеди-
нично растущим от начальной ячейки груп-
пам ячеек) в количествах найденных выше
размеров, заданных вектором w̄(j), последова-
тельных порционных добавлений в них по схе-
ме размещений с повторением, так что в 1-ю
ячейку добавляется w

(j)
1 частиц числом спосо-

бов 1w
(j)
1 ; в первые две – w

(j)
2 частиц числом

способов 2w
(j)
2 и т. д.; во все ячейки – w

(j)
k ча-

стиц числом способов kw
(j)
k , откуда и следует

формула (1).
Определим вид исхода схемы Dj при фик-

сированном наборе T (j) минимальных номеров
частиц в ячейках как перечень наборов воз-
растающих номеров частиц в ячейках, пере-
численных в порядке роста минимальных но-
меров в них; составы ячеек будем заключать
в круглые скобки, а весь исход — в фигурные
скобки.
Для перечисления всех исходов схемы ме-

тодом графов будем строить процесс после-
довательного поединичного равновероятного
добавления частиц с растущими номерами в
ячейки с начальным заполнением по одной ча-
стице с минимальными выбранными номерами
в них. Исходы заполнения ячеек на каждом
шаге будем нумеровать в порядке добавления
частицы в ячейки с растущими минимальны-
ми номерами.
Поясним процесс перечисления исходов

схемы Dj на примере (рис. 1).

Пример 1. Пусть n = 7, k = 3, T (j) =
(1, 3, 5).
Визуально имеем NDj

= 18 исходов, что
совпадает с результатом по (1): NDj

= 1 · 21 ·
32 = 18.

Рис. 1. Граф перечисления исходов схемы Dj при-
мера 1
Fig. 1. The enumeration graph of outcomes of scheme
Dj of example 1

1.2. Задача нумерации (ЗН) в схеме Dj

Пространство элементарных исходов схемы
Dj состоит из всех k наборов составов из n раз-
личимых элементов с заданной j-й фиксацией
минимальных элементов этих составов.
Схема Dj представляет собой схему (n− k)

последовательных действий, изученную в [6]
(с решенной задачей нумерации при известных
числах их исходов), состоящих в порционном
размещении по одной (n − k) частиц (элемен-
тов) с размерами порций w

(j)
1 , w

(j)
2 , . . . , w

(j)
k ,

определенными в п. 1.1, по поединично рас-
тущим группам первых ячеек, расположен-
ных по возрастанию минимальных номеров
частиц в них так, что каждая частица раз-
мещается по ячейкам своей группы равно-
вероятно по схеме размещений с повторени-
ем. Тогда число способов совершения этих
действий есть 1w

(j)
1 2w

(j)
2 · · · kw(j)

k , где числа ис-
ходов этих действий V = (v1, v2, . . . , vn−k)
есть (1, 2, . . . , k), повторенные соответственно
1w

(j)
1 , 2w

(j)
2 , . . . , kw

(j)
k раз, а итоговым исходом

схемы Dj является объединение исходов дей-
ствий, т. е. суммарных порционных составов
номеров добавленных в ячейки частиц, и j-х
фиксированных минимальных номеров частиц
в k ячейках.
Для иллюстрации приведем числовой при-

мер.

Пример 2. Пусть в условиях примера 1
для схемы Dj решается ЗН, т. е. пусть n =

7, k = 3, T (j) = (1, 3, 5). Тогда w
(j)
1 = 1, w

(j)
2 =

1, w
(j)
3 = 2, откуда следует, что при числе дей-

ствий (n − k) = 4 V = (1, 2, 3, 3). Введем
обозначения: N∗, R∗ – соответствующие номер
и вид итогового исхода схемы Dj ; N (i), R(i) –
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соответствующие номер и вид исхода схемы
Dj на i-й итерации – добавления i-й частицы
(i = 1, n− k).

Прямая ЗН. Пусть дан N∗ = 5. Требуется
найти R∗.
Шаги решения по формулам (2) и (3) из

[6] в обозначениях нашей схемы:
1) N∗ = N (4) = 5; N (3) = [(5 + 3 − 1)/3] =

2; N (2) = [(2 + 3 − 1)/3] = 1; N (1) = [(2 + 2 −
1)/2] = 1 – номера исходов схемы по действи-
ям;
2) j4 = N (4) mod v4 + 0 · v4 = 5 mod 3 +

0 · 3 = 2; аналогично j3 = 2 mod 3 + 0 · 3 =
2; j2 = 2 mod 2 + 1 · 2 = 2; j1 = 1 mod 1 +
1 · 1 = 1 – номера предшествующих исходов
в пучках предыдущих итераций, т. е. полу-
ченный набор значений {j(i)} = (1, 1, 2, 2) за-
дает номера частей деления (циклов) добав-
ления растущих остальных (n − k) = 4 эле-
ментов, откуда получаем искомый вид исхода
R∗ = (124), (367)(5), совпадающий с результа-
том по графу на рис. 1.

Обратная ЗН. Пусть дан R∗ =
(124)(367)(5). Требуется найти N∗.
Шаги решения по формуле (4) из [8] в

обозначениях нашей схемы:
1) по R∗ = R(4) = (124)(367)(5) и

T (j) = (1, 3, 5) с учетом добавления осталь-
ных элементов в порядке роста имеем R(1) =
(12), (3)(5), R(2) = (124)(3)(5), R(3) =

(124)(36)(5), R(4) = (124)(367)(5), откуда со-
ответственно получаем номера частей (цик-
лов) добавления элементов в порядке их роста
j1 = 1, j2 = 1, j3 = 2, j4 = 2, которые яв-
ляются номерами предшествующих искомому
исходов итераций в пучках графа перечисле-
ния исходов схемы;
2) по (4) из [8] N∗ = N (4) = (1 − 1)1 + (1 −

1)2 + (2− 1)3 + 2 = 5, что совпадает с резуль-
татом по графу на рис. 1.

2. Комбинаторный анализ схемы D

2.1.Перечисление и число исходов схемы

Теорема 2. Число ND исходов схемы D есть

ND =
∑
{(C)}

NDj
, (2)

где сумма берется по перечислению исходов
схемы C, т. е. по всем Ck−1

n−1 наборам T (j) =
(1, n2, . . . , nk) ∈ (1, 2, . . . , n).

Доказательство. СхемаD — это схема незави-
симых ОД (см. [6]) схем {Dj}, j = 1, 2, . . . , Ck

n,

а ее исходы — объединение исходов всех схем
Dj в порядке роста j, т. е. перечисление всех
возможных составов k циклов исходной схемы
A, откуда и следует (2).

2.2. Задача нумерации в схеме D

Схема D — это схема Ck−1
n−1 независимых од-

новременных действий (см. [6]) итоговых пор-
ционных добавлений частиц в ячейки по схе-
мам Dj , для которых в [6] задача нумерации
решена при числах способов совершения этих
действий, равных {NDj

}, где j = 1, Ck−1
n−1.

3. Комбинаторный анализ схемы A

Исходы схемы A (в фигурных скобках)
представляют все возможные наборы (в круг-
лых скобках) k цикловых групп подстановки
размера n, где порядок номеров в них име-
ет значение. Они отличаются (в терминологии
подстановок) от исходов схемы D, где номе-
ра элементов цикловых групп (частиц в ячей-
ках) перечислялись только в возрастающем
порядке, всеми порядками их номеров, зада-
ющими возможные последовательные отобра-
жения внутри цикловых групп.

3.1.Перечисление и число исходов схемы
Для перечисления исходов схемы A по

утверждению из введения нужно в перечис-
лении исходов схемы D по схеме одновремен-
ных действий (см. [6]) произвести в каждой
круглой скобке, описывающей состав цикло-
вой группы, все перестановки последователь-
ных отображений, начинающиеся с минималь-
ного номера.
ЧислоNA подстановок размера n c k цикла-

ми известно, и есть NA = |S(n, k)|, где S(n, k)
— числа Стирлинга 1-го рода. Покажем, как
число NA можно вычислять по перечислению
исходов схемы A; предложим для этого два
способа.

Первый способ (по прямому перечисле-
нию исходов схемы D)

Теорема 3. Число NA исходов схемы A вы-
числяется по формуле

NA =
∑
{(D)}

k∏
m=1

dm!, (3)

где суммирование проводится по перечис-
лению исходов схемы D по размерам сум-
марных порционных добавлений элементов
d̄ = (d1, . . . , dk) в цикловые группы, где
(
∑k

m=1 dm = n− k).
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Доказательство. Все исходы схемы A де-
лятся на ND групп одинаковых составов эле-
ментов в k ненулевых частях (циклах), каж-
дая из которых представляет собой одноцик-
ловые подстановки из элементов своего соста-
ва в известном количестве факториала сум-
марного размера своего порционного добав-
ления. Таким образом, число NA вычисляет-
ся как сумма ND слагаемых (по перечисле-
нию разных по составу делений совокупно-
сти n различимых элементов на k ненулевых
частей) произведений вариантов перестановок
элементов каждой части этого деления, при-
водящих к одноцикловым подстановкам, т. е.
произведений факториалов размеров суммар-
ных порционных добавлений в них, что и дока-
зывает формулу (3) с введением обозначений
d̄ = d1, . . . , dk, (

∑k
m=1 dm = n − k) для этих

размеров. (Они непосредственно вычисляются
из видов исходов схемы ND при их перечисле-
нии.)

Второй способ (по перечислению исхо-
дов схемы C) алгебраическим методом
Пусть по перечислению исходов схемы C

(см. [7]) задан j-й набор T (j). Тогда при
этой j-й фиксации на i-м шаге перечисления
исходов схемы Dj (при размещении частиц
по i ячейкам) перечисляющей производящей
функцией всех размеров порционных добавле-
ний d1, . . . , di в ячейки-части 1, 2, . . . , i есть по-
лином

Pij = (a1 + a2 + ·+ ai)
ri

=
∑

d1+···+di=ri

ri!

d1! · · · di!a
d1

1 · · · adi

i , (4)

в разложении по степеням переменных
a1, . . . , ai, i = 1, 2, . . . , k которого все набо-
ры показателей их степеней соответственно
совпадают с векторами размеров порционных
добавлений в первые i циклов общего суммар-
ного размера добавлений ri = ni+1−ni−1, i =
1, 2, . . . , k − 1, rk = n− nk номеров элементов,
а коэффициенты при ad1

1 . . . adi

i дают крат-
ность получения векторов размеров порцион-
ных добавлений. Для получения при данном
j всех итоговых векторов из d̄ нужно по всем
i = 1, 2, . . . , k покомпонентно сложить все век-
торы размеров порционных добавлений во все
циклы, перебирая их по схеме последователь-
ных действий (см. [6]). Далее по всей сово-
купности этих итоговых векторов при всех
j = 1, 2, . . . , Ck

n определяется число NA по
формуле (3).
Перечислим порядок действий при вычис-

лении числа NA.

Первый способ

1. Фиксируем минимальные номера элемен-
тов подстановки из n номеров в k циклах
T по схеме сочетаний C числом способов
Ck−1
n−1, т. к. всегда n1 = 1, и перечисляем
все исходы этих фиксаций по [4].

2. Для каждой j-й фиксации (j =

1, 2, . . . , Ck−1
n−1) исхода схемы C перечисля-

ем все исходы схемы Dj методом графов
(см. рис. 1 для примера 1).

3. Объединяя результаты п. 2, получаем все
исходы схемы D, вычисляем {NDj

}.
4. Для всех исходов п. 3 непосредственно
по перечислению вычисляем все итого-
вые векторы размеров порционных до-
бавлений в k циклах — получаем все {d̄}
по исходам схемы D.

5. По (3) вычисляем значение NA.

Второй способ

1. Фиксируем минимальные номера элемен-
тов подстановки из n номеров в k циклах
T по схеме сочетаний C числом способов
Ck−1
n−1, т. к. всегда n1 = 1, и перечисляем
все исходы этих фиксаций по [7].

2. Для каждой j-й фиксации (j =

1, 2, . . . , Ck−1
n−1) исхода схемы C и всех

i = 1, 2, . . . , k рассматриваемых первых
циклов вычисляем значения ri и выпи-
сываем вид (4) для Pij .

3. Из вида Pij находим все векторы разме-
ров порционных добавлений в первые i
циклов.

4. Для получения всех итоговых векторов d̄
при каждом j складываем покомпонент-
но (компоненты соответствуют номерам
переменных в полиноме Pij) все со всеми
при разных i, полученных в п. 3).

5. d̄ в схеме D получаем объединением ре-
зультатов п. 4) по всем j.

6. По d̄ из п. 5) по (3) вычисляем NA.

Приведем числовой пример и будем прово-
дить расчеты по приведенному порядку дей-
ствий двух способов.

Пример 3. Пусть n = 4, k = 2. Требуется
найти число подстановок длины n с ровно k
циклами, т. е. NA.
1. Ck−1

n−1 = C1
3 = 3 — число вариантов фик-

саций минимальных номеров в двух циклах:
n1 = 1, n2 = 2 при j = 1; n1 = 1, n2 = 3 при
j = 2 и n1 = 1, n2 = 4 при j = 3.
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Решаем первым способом.
2. По (1) ND1

= 12−1−124−2 = 4; ND2
=

13−1−124−3 = 2; ND3
= 14−1−124−4 = 1. При-

ведем графы перечисления исходов схем {Dj}
(рис. 2).

Рис. 2. Граф перечисления исходов схем Dj при-
мера 3
Fig. 2. The enumeration graph of outcomes of
schemes Dj of example 3

3. По рис. 2 (по процедуре порционного до-
бавления частиц в ячейки из п. 1.1) имеем ито-
говые векторы размеров добавления при j = 1
— (2,0), (1,1),(1,1),(0,2); при j = 2 — (2,0),(1,1);
при j = 3 — (2,0).
4. По (3) NA = 2!0!+1!1!+1!1!+0!2!+2!0!+

1!1! + 2!0! = 2 + 1 + 1 + 2 + 2 + 1 + 2 = 11.

Решаем вторым способом.
2 – 3. При j = 1 T (1) = (1, 2), P11 = ar11 =

a0, откуда имеем один вектор размеров порци-
онного добавления (0);

P12 = (a1+ a2)
r2 = (a1+ a2)

2 = a11+2a1a2+
a22, откуда имеем 4 вектора размеров порцион-
ного добавления (2;0),(1;1),(1;1),(0;2).
При j = 2 T (2) = (1, 3), P21 = ar11 = a1,

откуда имеем один вектор размеров порцион-
ного добавления (1);

P22 = (a1 + a2)
r2 = (a1 + a2)

1 = a1 + a2, от-
куда имеем 2 вектора размеров порционного
добавления (1;0),(0;1).
При j = 3 T = (1, 4), P31 = ar11 = a21, от-

куда имеем один вектор размеров порционного
добавления (2);

P32 = (a1 + a2)
r2 = (a1 + a2)

0 = 1, отку-
да имеем один вектор размеров порционного
добавления (0;0).
4. Вычисляем итоговые векторы размеров

порционных добавлений:

при j = 1 это векторы (2;0),(1;1),(1;1),(0;2);
при j = 2 это векторы (2;0),(1;1);
при j = 3 это вектор (2;0).
5. По (3) NA = 2!0!+1!1!+1!1!+0!2!+2!0!+

1!1! + 2!0! = 11.
Проверим результат непосредственным

подсчетом чисел циклов в подстановках раз-
мера 4 по их явному перечислению по п. 1.1.
Представим полный перечень исходов схе-

мы перестановок размера n = 4: (4321),
(3421),(3241),(3214),(4231),(2431),(2341),(2314),
(4213),(2413),(2143),(2134),(4312),(3412),(3142),
(3124),(4132),(1432),(1342),(1324),(4123),(1423),
(1243),(1234). Считая их нижними строками
подстановок, перечислим соответствующие им
непосредственно вычисленные числа циклов:
2,1,2,3,3,2,1,2,2,1,2,3,1,2,1,2,2,3,2,3,1,2,3,4. От-
сюда видим, что число подстановок размера
4 с двумя циклами равно 11, что совпадает с
результатом теоретического расчета.

Замечание 1. Вероятностное распределение
числа Z циклов в подстановке размера n опре-
деляется по формуле P (Z = k) = |S(n, k)|/n!,
где k = 1, 2, . . . , n.

Выпишем по примеру 2 для n = 4 вероят-
ностное распределение числа Z циклов, опре-
деляя вероятности каждого возможного раз-
мера циклов (от 1 до 4) делением их числа
на 4! = 24. P (Z = 1) = 6/24, P (Z = 2) =
11/24, P (Z = 3) = 6/24, P (Z = 1) = 1/24.
3.2. Задача нумерации в схеме A

Схема A — это обобщенная схема двух по-
следовательных действий (см. [6]) с числом ис-
ходов первого действия, равным ND, и числа-
ми исходов второго действия, равными числу
всех перестановок во всех цикловых группах с
первыми местами элементов с минимальными
номерами, т. е.

∏k
m=1 dm! по каждому исходу

схемы D. Таким образом, задача нумерации в
схеме A теоретически принципиально решена
на основании ее результатов для всех исполь-
зуемых здесь вспомогательных схем, исследо-
ванных в [4] и [6], и указанных связей этих
схем со схемой A.
Для пояснения порядка действий при реше-

нии задачи нумерации в схеме A введем обо-
значения: N (U) и R(U) — соответственно номер
и вид исхода с этим номером в схеме U (под
U понимается любая из используемых здесь
схем),⇒ — знак следования. Тогда в этих обо-
значениях приведем решения прямой и обрат-
ной задач нумерации через известные анало-
гичные результаты задач нумерации всех ис-
пользуемых схем при заранее найденных раз-
мерах пучков графа перечисления исходов схе-
мы A.
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Прямая задача: по N (A) найти R(A).

Решение: по [4] и [6] N (A) ⇒ N (D) ⇒ R(D);
N (A) ⇒ N (P ) ⇒ R(P ); заменяя порядки номе-
ров в цикловых группах в R(D) на полученные
в R(P ), находим RA.

Обратная задача: по R(A) найти N (A).

Решение: упорядочиванием по возраста-
нию номеров каждой цикловой группы в R(A)

получаем R(A) ⇒ R(D) ⇒ N (D); из R(A) ⇒
N (P ). Теперь по [4] из N (D) и N (P ) ⇒ N (A).
Однако в связи с двухэтапностью и с много-
действенностью процедуры прямого перечис-
ления перестановок заданного размера с за-
данным числом циклов явный результат за-
дачи нумерации, следующей из этого перечис-
ления, становится достаточно громоздким да-
же с учетом полученных ранее результатов ре-
шения для всех ее этапов. Поэтому здесь еще
предлагается решать задачу нумерации чис-
ленно, табличным путем, т. е. путем явного пе-
речисления ее исходов с их табличной нумера-
цией всех исходов в порядке их получения при
перечислении для заданных параметров схе-
мы (размере подстановки и числе ее циклов)
и хранить в памяти эту таблицу для дальней-
ших исследований.

3.3. Вероятностные распределения исхо-
дов схемы и числа исходов с k циклами
в подстановке степени n

Все исходы схемы A представляют со-
бой часть n! равновероятных исходов всех n-
мерных подстановок, поэтому вероятность ис-
ходов схемы A среди всех исходов подстановки
равна NA/n!.
С использованием числа NA = |S(n, k)| или

формулы (3) получаем вероятностное распре-
деление числа Z циклов в n-размерной подста-
новке W = P (Z = k) = NA/n!, k = 1, n.
Вместо исходов схемы n-мерных подстано-

вок будем рассматривать задающую ее схе-
му перестановок ее нижней строки, изученную
в [8]. Будем удалять недопустимые состояния
полного графа перечисления исходов этой схе-
мы перестановок в нашей схеме – схеме A, ко-
торыми будем считать состояния всех траек-
торий, приводящих к подстановке с отличны-
ми от заданного числа k циклами. Вероятност-
ное распределение исходов схемы A будем на-
ходить пропорциональным пересчетом вероят-
ностей переходов по итерациям в каждом пуч-
ке среди оставшихся после описанного удале-
ния траекторий, т. е. урезания недопустимых
состояний, что означает пропорциональное пе-
рераспределение вероятностей итерационных

переходов среди всех остальных состояний в
пучке, содержащем это состояние.
Распределение вероятностей исходов схемы

A может быть получено алгоритмически в ви-
де групп равновероятных исходов по каждой
траектории одинаковых наборов вероятностей
переходов по итерациям следующими шагами:
1) по методу графов (см. [9]) перечисляем

все перестановки нижних строк подстановок;
2) для всех результатов п. 1) по АЛГОРИТ-

МУ** (см. Введение) вычисляем числа циклов
в соответствующих подстановках;
3) по результату п. 2) в графе п. 1) убира-

ем все лишние траектории, ведущие к переста-
новкам, порождающим подстановки с числами
циклов �= k с пересчетом по итерациям равных
вероятностей переходов в каждом оставшемся
пучке среди оставшихся состояний;
4) вычисляем вероятности всех итоговых

исходов с k циклами по графу п. 3) перемно-
жением вероятностей переходов в них по ите-
рациям, т. е. по их траекториям.
Теперь приведем пояснительный пример

вычисления вероятностного распределения ис-
ходов схемы.

Пример 4. Пусть n = 4, k = 2.
1) Запишем все исходы схемы перестановок

в порядке их получения по МГ по итерациям
через стрелочку, начиная с i = 1:
(1) → (2, 1), (1, 2) → (3, 2, 1)), (2, 3, 1), (2, 1, 3),
(3, 1, 2), (1, 3, 2), (1, 2, 3) → (4, 3, 2, 1), (3, 4, 2, 1),
(3, 2, 4, 1), (3, 2, 1, 4), (4, 2, 3, 1), (2, 4, 3, 1),
(2, 3, 4, 1), (2, 3, 1, 4), (4, 2, 1, 3), (2, 4, 1, 3),
(2, 1, 4, 3), (2, 1, 3, 4), (4, 3, 1, 2), (3, 4, 1, 2),
(3, 1, 4, 2), (3, 1, 2, 4), (4, 1, 3, 2), (1, 4, 3, 2),
(1, 3, 4, 2), (1, 3, 2, 4), (4, 1, 2, 3), (1, 4, 2, 3),
(1, 2, 4, 3), (1, 2, 3, 4);
2) числа циклов в подстановках с нижни-

ми строками результатов п.1) соответствен-
но: 2,1,2,2,3,2,1,2,2,1,2,3,1,2,1,2,2,3,2,3,1,2,3,4,
из них 12 исходов с k = 2;
3) убираем все лишние траектории в графе

п.1), получаем граф:
(1) → (2, 1), (1, 2) → (3, 2, 1)), (2, 3, 1), (2, 1, 3),
(3, 1, 2), (1, 3, 2), (1, 2, 3) → (4, 3, 2, 1), (3, 2, 4, 1),
(3, 2, 1, 4), (2, 4, 3, 1), (2, 3, 1, 4), (4, 2, 1, 3),
(2, 1, 4, 3), (3, 4, 1, 2), (3, 1, 2, 4), (4, 1, 3, 2),
(1, 3, 4, 2), (1, 4, 2, 3). Здесь все исходы 3-й ите-
рации, кроме первого (3,2,1) и последнего
(1,2,3), порождают по 2 итоговых исхода на-
шей схемы с вероятностями переходов в них
по 1/2, первый исход – 3 с вероятностью 1/3,
а последний – 1 с вероятностью перехода, рав-
ной 1.
Отсюда из того, что вероятности переходов

до 3-й итерации (включительно) не измени-
лись и равны по итерациям, начиная с первой
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1: (1/2), (1/3), находим вероятности всех 12 ис-
ходов:
P (4, 3, 2, 1) = P (3, 2, 4, 1) = P (3, 2, 1, 4) =
(1/2)(1/3)(1/3) = 1/18; P (2, 4, 3, 1) =
P (2, 3, 1, 4) = P (4, 2, 1, 3) = P (2, 1, 4, 3) =
P (3, 4, 1, 2) = P (3, 1, 2, 4) = P (4, 1, 3, 2) =
P (1, 3, 4, 2) = (1/2)(1/3)(1/2) = 1/12;
P (1, 4, 2, 3) = (1/2)(1/3) = 1/6.
Проверка на распределение: 3/18 + 8/12 +

1/6 = 1.

3.4. Моделирование подстановок разме-
ра n с ровно k циклами
Рассмотрим АЛГОРИТМ моделирования

исходов нашей схемы через исходы общей схе-
мы перестановки по следующим шагам:
1) перечисляем с нумерацией все n! равно-

вероятных исходов схемы перестановок разме-
ра по алгоритму n, совпадающему с алгорит-
мом Кнута, приведенным, например, в [1] с до-
казанной там сложностью O(n!);
2) вычисляем числа циклов подстановок,

заданных всеми перестановками своих ниж-
них строк, и фиксируем среди них номера ис-
ходов нашей схемы (с заданным числом цик-
лов) и их общее число L и находим p = L/n!
(АЛГОРИТМ** вычисления числа циклов в
подстановке, приведенный во Введении, име-
ет сложность O(n)) – получаем вектор C̄k но-
меров исходов перечисленных нижних строк
подстановок с числом циклов k;
3) разыгрываем номер исхода схемы п. 1);
4) проверяем его совпадение с номерами C̄k

исходов нашей схемы (п. 2)) на «ДА» и «НЕТ»
с вероятностями соответственно W и (1−W );
5) при «НЕТ» переходим к п. 3);
6) при «ДА» с вероятностью W по резуль-

тату прямой ЗН для нашей схемы получаем
смоделированный исход схемы.
Реализация последовательных действий

1-го и 2-го шагов составляет сложность
O(n n!); реализация последовательных дей-
ствий 3-го и 4-го шагов составляет сложность
O(n!); число моделирований исходов схемы
подстановок до получения M исходов нашей
схемы имеет отрицательное биномиальное рас-
пределение с параметрами W,M как числа Z
испытаний Бернулли до M -го успеха включи-
тельно (успех – получение исхода нашей схе-
мы среди всех исходов схемы подстановок) с
вероятностью каждого успеха W ; P (Z = t) =

CM−1
t−1 W t(1−W )t−M и средним, равнымM/W .
Поэтому оценка сложности в среднем для мо-
делирования M исходов нашей схемы получа-
ется порядка O(n n!M/W ), откуда для моде-
лирования одного исхода она имеет порядок
O(n n!/W ).

3.5. Приближенное оценивание числа ис-
ходов схемы
Моделируем по 1.2.3 или [3] NA исходов схе-

мы перестановок размера n с n! равновероят-
ными исходами. Считая каждую смоделиро-
ванную перестановку нижней строкой подста-
новки того же размера, а исходом моделирова-
ния – такое получение подстановки, для каж-
дого исхода вычисляем число циклов и опре-
деляем среди смоделированных количествоM
исходов с k циклами. Тогда искомое число ис-
ходов нашей схемы подстановок с k циклами
приближенно определяется методом пропор-
ций по формуле

N ≈ Mn!

NA
= Ñ .

Исследуем качество полученной оценки Ñ для
N исходов нашей схемы, где M/NA – наблю-
денная частота успеха опыта – появления ее
исхода среди NA исходов схемы перестановок.
Число M можно представить в виде M =
X1+X2+ . . .+XNA

, где при i = 1, NA {Xi} –
случайные величины, имеющие распределение
Бернулли с вероятностью успеха p = N/n!. То-
гда по уточненной по неравенству Чебышева
теореме Бернулли выполняются соотношения

γ = P

(∣∣∣∣MNA
− N

n!

∣∣∣∣ < ε∗
)

= P

(∣∣∣∣Mn!

NA
−N

∣∣∣∣ < ε∗n!ε
)

= P (|Ñ −N | < ε) � 1− p(1− p)

NA(ε∗)2
� 1− (n!)2

4NAε2
,

где для оценки Ñ числа N исходов нашей схе-
мы ε – ее точность, а γ � 1 − (n!)2

4NAε2 – оценка
ее надежности γ с этой точностью. Для полу-
чения нетривиальной оценки для γ потребуем,
чтобы NA > (n!)2/4ε2.
Более точную оценку надежности γ с за-

данной точностью ε оценки Ñ числаN исходов
нашей схемы можно получить по следствию из
теоремы Муавра – Лапласа из соотношений

γ = P

(∣∣∣∣MNA
− N

n!

∣∣∣∣ � ε∗
)

= P

(∣∣∣∣Mn!

NA
−N

∣∣∣∣ � ε∗n!ε
)

= P (|Ñ −N | � ε) ≈ 2Φ
(
ε∗
√

NA/p(1− p)
)

� 2Φ(2ε
√

NA/n!),
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где Φ(x) = (1/
√
2π)

∫ x
0 exp−x2/2 dx – функция

Лапласа.
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КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ СХЕМЫ РАЗМЕЩЕНИЯ
РАЗЛИЧИМЫХ ЧАСТИЦ ПО РАЗЛИЧИМЫМ
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Задачи анализа схемы здесь состоят в построении процедуры перечисления
исходов схемы, определении их числа, решении задачи нумерации для этих ис-
ходов и их моделировании с использованием полученных здесь же результатов
аналогичных исследований той же схемы без ограничений.

Ключ е вы е c л о в а: различимые частицы; схема сочетаний; минимальные
элементы в ячейках.

N. Yu. Enatskaya. COMBINATORIAL ANALYSIS OF THE
SCHEME OF ALLOCATION OF DISTINGUISHABLE
PARTICLES INTO DISTINGUISHABLE CELLS WITHOUT
EMPTY CELLS
The problems of the scheme analysis here consist in arranging the procedure
for enumerating the outcomes of the scheme, determining their number, solving
the problem of numbering these outcomes, and their modelling using the results
obtained here through similar studies of the same scheme but without restrictions.

K e ywo r d s: distinguishable particles; combination scheme; minimal elements in
cells.

Введение

Пространство элементарных исходов на-
шей схемы состоит из части равновероятных
исходов схемы размещений с повторением.
Причем каждый исход нашей схемы является
исходом общей схемы размещений с повторе-
нием, поэтому вероятность появления исходов
нашей схемы среди исходов схемы размещений
с повторением равна отношению чисел исходов
нашей схемы к числу ее исходов. Распределе-
ние вероятностей исходов нашей схемы будем
определять.
Вероятностный анализ общей схемы пред-

ставляет собой известную «классическую за-
дачу о дробинках», состоящую в нахождении

вероятностного распределения числа пустых
ячеек μ0(r, n) при размещении r различимых
частиц по n различимым ячейкам по схеме
размещений с повторением [1].
Задачи комбинаторного анализа нашей схе-

мы здесь состоят в построении процедуры пе-
речисления исходов схемы, определении их
числа, решении задачи нумерации (ЗН) для
этих исходов и их моделировании с использо-
ванием полученных здесь же результатов ана-
логичных исследований той же общей схемы
(без ограничения на отсутствие пустых ячеек).
Введем обозначения для заданных пара-

метров схемы: n – число ячеек, r – число ча-
стиц. Число исходов нашей схемы NA выра-
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жается через числа Стирлинга второго рода
σ(r, n) по формуле NA = n!σ(r, n).
В [1] в общей схеме получен закон распре-

деления числа μ0(r, n) пустых ячеек:

P (μ0(r, n)=k)=Ck
n(1−k/n)rP (μ0(r, n−k)=0),

где

P (μ0(r, n) = 0) =

n∑
i=0

Ck
n(−1)i(1− i/n)r,

откуда число исходов нашей схемы NA вычис-
ляется по формуле

NA = nrP (μ0(r, n)=0)=

n∑
i=0

Ck
n(−1)i(n− i)r;

найдены моменты для μ0(r, n), представим,
в частности, выражения для его математи-
ческого ожидания – Mμ0(r, n) и дисперсии –
Dμ0(r, n):

Mμ0(r, n) = n(1− u/n)r

Dμ0(r, n) = n(n− 1)(1− 2/n)r + n(1− 1/n)r

−n2((1− 1/n))2r.

Комбинаторный анализ нашей исследуемой
схемы A будет предварять проведение анало-
гичных исследований по направлениям пере-
числения и решения ЗН той же (общей) схе-
мы без ограничений (схемы размещения с по-
вторением – схема B), результаты которых бу-
дут использоваться. В ней при размещении r
различимых частиц по n различимым ячей-
кам без ограничения числа частиц в ячейке
известно число исходов NB = nr, а в пере-
числительной комбинаторике это одна из базо-
вых схем. Естественная равновероятность ис-
ходов в ней соответствует равновероятности
размещения частиц по ячейкам. Анализ схе-
мы B, используемый здесь как вспомогатель-
ный, представляет отдельный интерес. В ней
получено вероятностное распределение числа
пустых ячеек из перечислительной процедуры
ее исходов.

1. Анализ схемы размещения раз-
личимых частиц по различимым
ячейкам – схемы B

1.1. Вид исхода схемы и построение про-
цесса их перечисления
Перечисление исходов схемы будем произ-

водить методом графов (см. [6]) последова-
тельным поединичным добавлением частиц от
1 до r на каждом шаге их равновероятного

размещения по n ячейкам с графическим изоб-
ражением этого процесса. Общее число исхо-
дов схемы на последнем r-м шаге должно быть
равно NB.
Исход i-го шага (i = 1, r) вида R

(i)
∗ будем

изображать n-мерным вектором (s1i
, . . . , sni

),
компоненты которого перечисляют через запя-
тую номера элементов, попавших за i шагов в
подряд идущие ячейки с номерами от 1 до n. В
графе каждый исход будем заключать в круг-
лые скобки. Если в j-й ячейке (j = 1, n) на
i-м шаге более одной частицы, то номера этих
частиц в j-й компоненте исхода будем перечис-
лять через запятую в возрастающем порядке и
заключать в круглые скобки. Исходы на каж-
дом шаге процесса их перечисления будем ну-
меровать в порядке роста номера ячейки до-
бавления частицы на этом шаге. Обозначаем
N

(r)
∗ = N∗, R

(r)
∗ = R∗.

Приведем пример перечисления исходов
схемы (рис. 1).

Пример 1. Пусть n = 3, r = 3. Число
исходов схемы N = 33 = 27.

Рис. 1. Граф перечисления исходов схемы приме-
ра 1
Fig. 1. The enumeration graph of outcomes of scheme
of example 1

1.2. Задача нумерации (ЗН) исходов схе-
мы
Результаты прямой и обратной ЗН могут

быть получены из [3] как частный случай оди-
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наковых чисел n исходов каждого из последо-
вательных действий. Приведем их в условиях
и обозначениях исследуемой здесь схемы без
ограничений в явном виде.

Прямая ЗН
Пусть дан номер исхода схемы N∗ = N

(r)
∗ ,

требуется найти его вид R∗.

Шаги решения:
1) находим номера исходов траектории T

графа к конечному исходу с данным номером,
т. е. находим N̄∗ = (N

(1)
∗ , . . . , N

(r)
∗ ) рекуррент-

но, начиная с N (r−1)
∗ до N

(1)
∗ по формуле

N
(i−1)
∗ =

[
N i∗ + n− 1

n

]
(1)

при i = 1, r, где [Z] означает целую часть чис-
ла Z;
2) находим номера исходов траектории T в

пучках графа, т. е. находим L̄ = (L1, . . . , Lr)
рекуррентно по формуле

Li = N
(i)
∗ mod n+ Cn

n−vi
, (2)

где vi = N
(i)
∗ mod n;

3) по результатам 2) выписываем искомый
вид исхода, ставя каждое значение номера эле-
мента i в R∗ на место ее Li-й компоненты.
Приведем числовой пример.

Пример 2. Пусть в условиях примера 1
дан номер исхода N∗ = N

(3)
∗ = 13. Требу-

ется найти его вид R∗. По графу на рис. 1
R∗ = (3, (12), 0). Найдем теперь R∗ по алго-
ритму:
1) по (1) N (2)

∗ = [(13+ 3− 1)/3] = 5; N
(1)
∗ =

[(5 + 3− 1)/3] = 2;
2) по (2) v1 = 2mod 3) = 2 ⇒ Cn

n−v1
= 0 ⇒

L1 = 2(mod 3) = 2,
v2 = 5 mod 3 = 2 ⇒ Cn

n−v2
= 0 ⇒ L2 =

5 mod 3 = 2,
v3 = 13 mod 3 = 1 ⇒ Cn

n−v3
= 0 ⇒ L3 =

2 mod 3 = 1;
3) из 2) в R∗ 1 стоит во второй компоненте,

2 – во второй компоненте, 3 – в первой компо-
ненте, откуда получаем R∗ = (3, (1, 2), 0), что
совпадает с результатом по графу.

Обратная ЗН
Пусть дан вид исхода схемы R∗ = R

(r)
∗ , тре-

буется найти его номер R∗.

Шаги решения:
1) исходя из того, что Li, i = 1, r – номер

компоненты в R∗, содержащей номер элемента
i, из данного R∗ получаем L̄ = (L1, . . . , Lr);

2) находим номера исходов траектории T

по рекуррентной формуле при (N (1)
∗ = L1)

N
(i)
∗ = (N

(i−1)
∗ − 1)n+ Li (3)

при i = 2, r, откуда получаем искомый номер
исхода

N
(r)
∗ = (N

(r−1)
∗ − 1)n+ Lr при i = 1, r.

Приведем числовой пример.

Пример 3. Пусть в условиях примера 1
дан вид исхода R∗ = R

(3)
∗ = (3, (1, 2), 0). Тре-

буется найти его номер N∗. По графу на рис. 1
N∗ = 13. Найдем теперь N∗ по алгоритму:
1) L̄ = (2, 2, 1) – номера в пучках исходов

траектории T , ведущей к исходу данного вида;
2) по (3) N (1)

∗ = 2, N
(2)
∗ = (2 − 1)3 + 2 =

5, N
(3)
∗ = N∗ = (5−1)3+3 = 13, что совпадает

с результатом по графу.
1.3. Моделирование исходов схемы B

Для моделирования исхода схемы предла-
гается способ БМ, сложность которого будет
определяться разыгрыванием случайного но-
мера исхода схемы от 1 до nr при равноверо-
ятном распределении исходов и вычислением
вида ее исхода по формулам (1) и (2) – резуль-
тата решения прямой ЗН для нее, приводящий
к линейной сложности.

2. Анализ схемы размещения раз-
личимых частиц по различимым
ячейкам без пустых ячеек – схе-
мы А
Будем считать, что необходимое условие

для возможной реализации схемы на ее пара-
метры r � n выполнено, частицы пронумеро-
ваны числами от 1 до r, а ячейки – от 1 до n.
Под выбором частиц и ячеек подразумеваем
выбор их номеров, а под сравнением элемен-
тов понимаем сравнение их номеров.
2.1. Построение процесса перечисления
исходов схемы и их число NA

Перечисление исходов схемы можно произ-
водить методом графов (см. [6]) путем отбра-
ковки по данному ограничению исходов схемы
B. Для численных расчетов при заданных кон-
кретных значениях параметров схемы это, в
силу простоты процедуры отбраковки, вполне
приемлемый способ представления всех исхо-
дов нашей схемы A. Однако кроме численного
подсчета числа NA исходов схемы такой под-
ход связан с анализом лишних исходов и не
дает общей формулы для NA как функции от
ее параметров. Поэтому наряду с первым спо-
собом будем строить процесс прямого пере-
числения исходов схемы A.
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Прямое перечисление исходов схемы прово-
дится в 3 этапа: 1-й состоит в фиксации всех
составов минимальных номеров частиц в ячей-
ках по схеме сочетаний [4] в возрастающем по-
рядке; 2-й – в порционном добавлении осталь-
ных частиц в поединично растущие группы
ячеек в порядке роста всех наборов фиксиро-
ванных минимальных номеров в них на 1-м
этапе, их сохраняющих по схеме размещения с
повторением; 3-й – во всех перестановках, по-
лученных на 2-м этапе заполнений всех ячеек.
Здесь 1-й и 2-й этапы обеспечивают неповто-
ряемость видов исходов схемы, а 3-й этап учи-
тывает различимость ячеек.

Шаги прямого перечисления.
1) Из r частиц выбираем всеми способами

по схеме сочетаний n частиц, перечисляем их
в возрастающем порядке, в этом же порядке
размещаем их по ячейкам с первой ячейки.
Пусть это номера r̄ = (r1, . . . , rn).
2) Остальные (r − n) частиц размещаем по

всем ячейкам так, чтобы частицы, первона-
чально размещенные по одной в каждую ячей-
ку в 1), были в них минимальными. Это зна-
чит, что в первой ячейке r1 = 1 и обязательно
находятся все частицы из остальных с номера-
ми < r2, в первых двух ячейках – равноверо-
ятно и обязательно все частицы из остальных
с номерами < r3, в первых трех – равновероят-
но и обязательно все частицы из остальных с
номерами < r4 и т. д., и, наконец, во всех ячей-
ках – равновероятно все остальные частицы.
3) В каждом исходе 2) n! способами по схе-

ме перестановок [5] переставляем составы n
ячеек. В результате получаем все исходы на-
шей схемы A.
По представленной логике прямого перебо-

ра исходов схемы A найдем их число, исполь-
зуя операцию суммы по перечислению всех
исходов 1) схемы сочетаний с числом исхо-
дов Cn−1

r−1 (без 1, которая находится в первой
ячейке в 1)) по всем описанным добавлени-
ям остальных частиц, сохраняющим первые
размещенные по ячейкам в 1) частицы мини-
мальными при каждом фиксированном исхо-
де пункта 1): r̄ = (1, r2, . . . , rn). Обозначим
эту операцию по перечислению таких исходов
в виде

∑
(C) с перебором всех разных {r̄} и

приведем формулу для NA, отражающую пе-
речисление исходов по всем описанным шагам:

NA = n!
∑
(C)

(
n−1∏
i=1

iri+1−ri−1

)
nr−rn . (4)

Замечание 1. Здесь первый и второй шаги
прямого перечисления исходов представляют

перечисление исходов схемы (с теми же пара-
метрами) размещения различимых частиц по
неразличимым ячейкам без пустых ячеек.

Пример 4. В условиях примера 1 (рис. 1)
по графу среди 33 = 27 исходов схе-
мы B находим NA = 6 исходов схемы
A: (1,2,3),(1,3,2),(2,1,3),(2,3,1),(3,1,2),(3,2,1).
В операции по перечислению исходов схемы
сочетаний – один исход (1,2,3), откуда по (4)
получаем NA = 12−1−123−2−13! = 6, т. е. ре-
зультаты совпали с визуальными по графу.
По приведенной во Введении формуле из

[1] NA = C0
3 (−1)033+C1

3 (−1)123+C2
3 (−1)213+

C3
3 (−1)303 = 27− 24+3− 0 = 6, что совпадает
с вышеполученным результатом.
б) Для пояснения вычисления числа NA

приведем еще пример с n = 3, r = 4 без
графической иллюстрации, т. к. число исхо-
дов соответствующей схемы B велико и равно
34 = 81. Здесь по перечислению (C), очевид-
но, имеем 3 исхода: (1,2,3),(1,2,4),(1,3,4), отку-
да по (4) получаем NA = 12−1−123−2−134−33!+
12−1−124−2−134−43! + 13−1−124−3−134−43! =
3!(3 + 2 + 1) = 36.
По приведенной во Введении формуле из [1]
NA = C0

3 (−1)034+C1
3 (−1)124+C2

3 (−1)214+
C3
3 (−1)304 = 81−48+3−0 = 36, что совпадает
с вышеполученным результатом.

Замечание 2. Если по схеме сочетаний с по-
вторением без пустых ячеек (с числом яче-
ек n и числом частиц r) найти все наборы
m̄(j) = (m

(j)
1 , . . . ,m

(j)
n ), j = 1, Cn−1

r−1 уровней
заполнения ячеек, то для числа исходов нашей
схемы NA по схеме перестановок с повторени-
ем получаем новую формулу:

NA =
∑
(C∗)

r!∏n
i=1(m

(j)
i )!

, (5)

где сумма (C∗) берется по всем наборам (груп-
пам) {m̄(j)}.
В условиях примера 4 в случаях а) n =

3, r = 3 и б) n = 3, r = 4 вычислим по (5)
число NA исходов схемы и сравним с получен-
ными там значениями:
а) при (C∗) = {(1, 1, 1)} получаем NA =

3!/(1!)3 = 6;
б) при (C∗) = {(1, 1, 2), (1, 2, 1), (2, 1, 1)} по-

лучаемNA = 3·4!/2!(1!)2 = 36. Полученные ре-
зультаты совпали с ранее полученными в при-
мере 4 по формуле (4).
Визуально эти результаты легко проверя-

ются:
а) здесь m̄(j) = (1, 1, 1) – это по составу яче-

ек есть (1,2,3), что при всех их перестановках
дает 3!=6 исходов;
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б) здесь m̄(j) = (1, 1, 2) – это по соста-
ву ячеек есть (1,2,(3,4)),(1,3,(2,4)),(1,4,(2,3)),
(2,3,(1,4)),(2,4,(1,3)),(3,4,(1,2)), что при всех их
перестановках дает по каждому 3!=6 вариан-
тов, приводящих к их общему числу 36 исхо-
дов.
Замечание 3. Из замечания 1 следует, что
из (4) NA/n! есть число исходов схемы (с те-
ми же параметрами) размещения различимых
частиц по неразличимым ячейкам без пустых
ячеек.

2.2. ЗН в схеме A

Схема A представляет собой схему после-
довательных действий приведенных выше эта-
пов прямого перечисления ее исходов, для ко-
торой ЗН решена в [3] при решенных ЗН всех
трех ее этапов. Для 1-го и 3-го этапов ЗН ре-
шены соответственно в [4] и [5]. Таким обра-
зом, решение ЗН нашей схемы A сводится к
ее решению для 2-го этапа, т. е. для объеди-
нения действий схем {Aj}, состоящих в разме-
щении r различимых частиц по n неразличи-
мым ячейкам с j-м n-мерным, упорядоченным
по возрастанию набором минимальных номе-
ров содержащихся в них частиц, где под j в
схеме Aj понимается j-й результат 1-го эта-
па прямого перечисления исходов схемы A при
j = 1, Cn−1

r−1 . Решаем ЗН сначала в схеме Aj , а
потом для 2-го этапа.
2.2.1. ЗН в схеме Aj

Схема Aj представляет собой схему n по-
следовательных действий порционных добав-
лений остальных частиц в поединично расту-
щие группы ячеек в порядке роста фиксиро-
ванных минимальных номеров в них, их со-
храняющих, а из [6] ЗН решена при известных
размерах пучков этих n действий, которые до-
статочно найти для решения здесь ЗН.
При фиксированном r̄ приведем формулу

для числа NAj
исходов схемы Aj :

Nj = NAj
= nr−rn

n−1∏
m=1

mrm+1−rm−1. (6)

Для наглядности приведем пример перечисле-
ния исходов схемы Aj .

Пример 5. Пусть n = 3, r̄ = (1, 2, 5),
а) r = 5; в) r = 6.
Приведем граф перечисления исходов схе-

мы с пошаговым порционным добавлением ча-
стиц в поединично растущие группы ячеек,
описанного выше. В условиях небольших зна-
чений параметров легко проверить правиль-
ность пошагового перечисления исходов схемы
и сравнить с вычисленным по (6).

Рис. 2. Граф перечисления исходов схемы приме-
ра 5
Fig. 2. The enumeration graph of outcomes of scheme
of example 5

Тогда по (6) имеем в случае а) NAj
=

25−2−135−5 = 4; а в случае в) NAj
=

25−2−136−5 = 12, что совпадает с результатами
чисел исходов итераций по графу на рис. 2.
Пусть в схеме Aj задан вектор r̄ =

(1, r2, . . . , rn). Тогда из логики прямого пере-
числения исходов схемы Aj следует, что раз-
мер пучков j-го из n последовательных дей-
ствий схемы в графе их перечисления равен
iri+1−ri−1, i = 2, n− 1, при i = 1 размер пуч-
ка есть r2 − 2, а при i = n размер пучков есть
nr−rn . Таким образом, по [3] считаем решенной
ЗН в этой схеме, т. е. что установлено взаимно-
однозначное соответствие между номером ее
исхода Nj∗ и видом Rj∗.

2.2.2. ЗН 2-го этапа перечисления исхо-
дов схемы A

Для краткости обозначим схему этого
пункта схемой D.
Схема D представляет собой объединение

Cn−1
r−1 действий по схеме Aj по всем результа-
там первого этапа фиксаций векторов r̄ c чис-
лами исходов из (6) Nj , j = 1, Cn−1

r−1 и решена
в общем случае в [2].

Прямая ЗН. Пусть дан номер исхода N
(D)
∗ .

Требуется найти его вид R
(D)
∗ .

Шаги решения:
1) находим номер j схемы Aj (j-го пучка

схемыD), содержащий конечный с данным но-
мером (искомый) исход в схеме D, по формуле

j = δ +max t :

(
t∑

l=1

Nl = S � N
(D)
∗

)
,

где δ = 0 при S = N
(D)
∗ и δ = 1 при S < N

(D)
∗ ;

��
��
124



2) находим номер q искомого исхода в j-м
пучке схемы D:

q = N
(D)
∗ −∑t

l=1Nl;
3) по номеру q в j-м пучке схемы D, т. е. в

q-м исходе схемы Aj , в которой ЗН решена по
результату прямой ЗН, находим искомый вид
исхода R

(D)
∗ .

Обратная ЗН. Пусть дан вид исхода R
(D)
∗ .

Требуется найти его номер N
(D)
∗ .

Шаги решения:
1) по виду исхода R

(D)
∗ определяем номер

j исхода схемы сочетаний 1-го этапа перечис-
ления исходов схемы A, т. е. номер пучка j в
схеме D;
2) по решенной обратной ЗН в схеме Aj по

данному виду исхода R
(D)
∗ находим его номер

q в схеме Aj , т. е. номер q в j-м пучке схемы
D;
3) по результатам 1) и 2) получаем N

(D)
∗ =∑j−1

l=1 Nl + q.

ЗН схемы A, представляющей собой схему
последовательных действий трех этапов пере-
числения ее исходов, решена в [3] при решен-
ных ЗН всех этапов, что мы теперь имеем в
схеме A, т. к. для 3-го этапа ЗН тоже решена
в [5].

2.3. Распределение вероятностей числа
пустых ячеек в общей схеме и распреде-
ление вероятностей исходов нашей схе-
мы
Это распределение вероятностей получено

в [1] и приведено во введении. Здесь оно будет
представлено через NA = NA(r, n).
По результату формулы (4) для NA(r, n)

получаем вероятностное распределение для
числа пустых ячеек μ0 в общей схеме, т. е.

P (μ0 = k) =
Ck
nNA(r, n− k)

nr
,

где nr в знаменателе – число исходов общей
схемы, а в числителе стоит число исходов об-
щей схемы с k пустыми ячейками, получаемое
Ck
r вариантами выбора k пустых ячеек и раз-
мещения в остальные (n − k) ячеек r частиц
без пустых ячеек (при r � n k = 1, n− 1).
Вероятностное распределение исходов схе-

мы A будем находить удалением недопусти-
мых состояний в графе схемы B их перечисле-
ния по МГ, в котором исходы схемы равноверо-
ятны по п. 1.1. Все исходы схемы B являются
допустимыми в схеме A при условии на число
размещенных частиц i : (r− i) � (n− 1), озна-
чающем достаточность числа остальных ча-

стиц для их размещения по всем пустым ячей-
кам при всех возможных вариантах после i-й
итерации, т. е. до i = i∗ = r − n + 1 (вклю-
чительно), после которой часть исходов схемы
B становятся недопустимыми для схемы A.
Сформулируем ПРАВИЛА удаления недопу-
стимых состояний с пропорциональным пере-
счетом вероятностей переходов в допустимые
состояния схемы A следующей итерации:
1) все состояния допустимы и не удаляются

до i∗-й итерации включительно;
2) состояния недопустимы и удаляются на

итерациях i > i∗ = r − n + 1, когда число пу-
стых ячеек в них > (r − i);
3) при числе пустых ячеек, равном (r − i),

на следующей итерации равновероятно разме-
щаем частицу по всем пустым ячейкам;
4) удаление недопустимых состояний озна-

чает пропорциональное перераспределение ве-
роятностей равновероятных переходов среди
всех остальных состояний в пучке, содержа-
щем это состояние.
Теперь приведем пояснительный пример

вычисления вероятностного распределения ис-
ходов схемы A путем их пересчета из равнове-
роятных исходов схемы B.

Пример 6. Пусть n = 2, r = 3.
Приведем в данном примере граф перечис-

ления исходов схемы B (рис. 3).

Рис. 3. Граф перечисления исходов схемы B при-
мера 6
Fig. 3. The enumeration graph of outcomes of scheme
B of example 6

Удаляя по одному крайнему недопустимо-
му итоговому исходу с их траекториями и про-
порциональным пересчетом итерационных ве-
роятностей оставшихся исходов, получим граф
перечисления исходов в схеме A и по нему вы-
числим вероятности ее исходов:

P ((1, 2), 3) = P (3, (1, 2)) = (1/2)2 = 1/4,
а вероятности остальных четырех исходов по
(1/2)3 = 1/8.
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Проверка на распределение вероятностей:
4(1/8) + 2(1/4) = 1.

2.4. Моделирование исходов схемы A

Оценим сложность способа моделирования
одного исхода схемы B через отбраковку ис-
ходов для схемы A по отсутствию в ее исходе
Rr = (n1, . . . , nr) хотя бы одного из номеров
ячеек от 1 до n. Число таких исходов схемы B
до первого исхода схемы A, т. е. длина серии
исходов схемы B, впервые заканчивающейся
исходом схемы A, распределено по геометри-
ческому закону с вероятностью исхода схемы
A, полученного в п. 2.3 при k = 0 по форму-
ле для P = P (μ0 = 0). Тогда с учетом этого
сложность моделирования одного исхода схе-
мы A возрастает по сравнению со схемой B в
1/P раз, сохраняя линейную сложность.
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ЮРИЙ ВАСИЛЬЕВИЧ ЗАИКА

ЮБИЛЕИ И ДАТЫ

(к 60-летию со дня рождения)

Юрий Васильевич Заика в 1982 г. окон-
чил Ленинградский госуниверситет с крас-
ным дипломом (кафедра механики управля-
емого движения). Затем – аспирантуру под
руководством профессора Н. Е. Кирина, за-
служенного деятеля науки РФ, профессиона-
ла и Учителя, известного специалиста в об-
ласти вычислительных методов теории опти-
мального управления. После защиты канди-
датской диссертации в 1985 г. («Сопряжен-
ные задачи теории наблюдаемости динамиче-
ских систем», 01.01.09 – математическая ки-
бернетика) Ю. В. Заика работал в Москов-
ском авиационном институте (филиал «Вос-
ход», Байконур). Отмечен грамотой коман-
дования космодрома Байконур за успешную
научную работу. С 1991 г. – доцент, затем
профессор математического факультета Пет-
розаводского госуниверситета. Окончил док-
торантуру СПбГУ (под рук. чл.-корр. РАН
В. И. Зубова, одного из признанных лиде-
ров в области механики, теории устойчиво-
сти и управления). Докторскую диссертацию
защитил в 1998 г. в Институте информати-

ки и автоматизации РАН («Интегральные опе-
раторы наблюдения и идентификации дина-
мических систем», 05.13.16). Аттестат профес-
сора по кафедре математического моделиро-
вания систем управления получил в 2002 г.
С 1999 г. Ю. В. Заика работает заведующим
(затем руководителем) лабораторией модели-
рования природно-технических систем Инсти-
тута прикладных математических исследова-
ний КарНЦ РАН. Традиционно тематика на-
учных исследований лаборатории связана с
моделированием и оптимизацией структуры и
параметров энергетических, транспортных си-
стем, а также с задачами математической фи-
зики и вычислительного материаловедения.
Научные интересыЮ. В. Заики: интеграль-

ные операторы наблюдения нелинейных ди-
намических систем; оценивание функционалов
на решениях систем с запаздыванием в усло-
виях неопределенности; методы решения экс-
тремальных задач в химической термодина-
мике; краевые задачи взаимодействия изото-
пов водорода с конструкционными материала-
ми с нелинейными динамическими граничны-
ми условиями и свободными подвижными гра-
ницами раздела фаз; численное моделирова-
ние динамики газовой фазы почв. В настоя-
щее время научные исследования сконцентри-
рованы именно на последних из упомянутых
задач, которые имеют большое теоретическое
и практическое значение. Интерес к водороду
вызван в основном перспективами экологиче-
ски чистой энергетики (в отдаленной перспек-
тиве – термоядерной, достаточно упомянуть
проект ITER) и технологическими проблема-
ми безопасности хранения и транспортировки
углеводородного сырья. Это особенно актуаль-
но для Северного региона Российской Феде-
рации, в том числе и для Республики Каре-
лия. Возникают, в частности, проблемы защи-
ты конструкционных материалов от водород-
ной коррозии. Вычислительное материалове-
дение позволяет существенно сократить вре-
мя и материальные затраты на эксперимен-
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тальные исследования, в особенности это ка-
сается экстремальных условий эксплуатации
материалов в водородосодержащей среде. По-
мимо прямых задач моделирования возника-
ет потребность в устойчивых вычислительных
алгоритмах решения обратных задач парамет-
рической идентификации моделей по экспери-
ментальным данным. Это позволяет прогнози-
ровать эксплуатационные свойства новых ма-
териалов в условиях всевозрастающих требо-
ваний экологической безопасности.
Аналогичные (с математической точки

зрения) задачи численного моделирования
возникают при анализе динамики эмис-
сии/поглощения углекислого газа (и метана)
лесными почвами и болотными экосистемами
Восточной Фенноскандии в условиях локаль-
ных (превалирующее общее мнение – глобаль-
ных) климатических изменений. Помимо теку-
щего мониторинга ситуации необходима оцен-
ка параметров моделей с целью прогнозирова-
ния и предварительного анализа возможных
сценариев развития экологических изменений
с учетом антропогенных факторов.
Ю. В. Заика является автором более 150

научных работ, ряд из которых опубликованы
в ведущих российских и зарубежных журна-
лах: «Дифференциальные уравнения», «Изве-
стия РАН (Теория и системы управления)»,
«Математический сборник», «Математиче-
ские заметки», «Математическое моделирова-
ние», «Журнал вычислительной математики и
математической физики», «Журнал техниче-
ской физики», «Фундаментальная и приклад-
ная математика», «Заводская лаборатория»,
«Journal of Alloys and Compounds», «NATO
Science Series (Mathematics, Physics and
Chemistry)», «Обозрение прикладной и про-
мышленной математики», «Материаловеде-
ние», «International Journal of Mathematics and
Mathematical Sciences», «Applied Mathematical
Modelling», «Advances in Materials Science
and Applications», «International Journal of
Hedrogen Energy» и др. Результаты докла-
дывались на многочисленных российских и
международных конференциях.
Ю. В. Заика ведет большую педагогиче-

скую работу. Под его руководством защища-
ются магистерские и кандидатские диссерта-
ции. Студенты имеют возможность работать
в лаборатории, выполняя научные исследо-
вания по различным темам, выступать с до-
кладами на представительных научных фо-
румах (среди достижений – лучшие докла-
ды в секции «Математическое моделирова-
ние» международных конференций «Ломоно-
сов» в МГУ, пленарный доклад на форуме

«Всемирный день физики в МГУ», 2005–2007).
Работы учеников отмечены также грантами
Конкурсного центра фундаментального есте-
ствознания при СПбГУ (дипломный и канди-
датский проекты), грантами Федеральной це-
левой программы «Интеграция», Российского
фонда фундаментальных исследований («Мо-
бильность молодых ученых»), Фонда содей-
ствия отечественной науке («Лучшие аспиран-
ты РАН» и «Кандидаты наук РАН»), премией
по поддержке талантливой молодежи Мини-
стерства образования и науки Российской Фе-
дерации (приоритетный национальный проект
«Образование»). Ю. В. Заика – член Ученых
советов КарНЦ РАН и ПетрГУ, диссертаци-
онного совета в ПетрГУ, неоднократно являл-
ся председателем Государственной аттестаци-
онной комиссии на математическом и физико-
техническом факультетах ПетрГУ.
В 2005–2006 гг. на базе ИПМИ КарНЦ

РАН (Ю. В. Заика – сопредседатель Оргко-
митета) организованы и проведены совмест-
но с «Росатомом», Российским федеральным
ядерным центром – ВНИИЭФ (г. Саров),
СПбГУ и ПетрГУ международные школы
молодых ученых «Взаимодействие водорода
с конструкционными материалами: экспери-
мент и математическое моделирование». Лек-
торы – ведущие специалисты из России, США
(Аргоннская и Сандийские национальные ла-
боратории), Норвегии. С тех пор Ю. В. Заика
– член международного Программного коми-
тета школы молодых ученых «Взаимодействие
изотопов водорода с конструкционными мате-
риалами», которая с 2008 г. носит имя выдаю-
щегося специалиста в этой области А. А. Кур-
дюмова. Ю. В. Заика является членом Амери-
канского математического общества, референ-
том журнала «Mathematical Review».
В 2005 г. Ю. В. Заика награжден Почетной

грамотой КарНЦ РАН за значительный вклад
в развитие фундаментальных и прикладных
научных исследований. В 2006–2007 гг. отме-
чен грантом Фонда содействия отечественной
науке в номинации «Доктора наук РАН». Го-
сударственные награды: в 2010 г. Ю. В. Заике
присвоено звание «Заслуженный деятель на-
уки Республики Карелия», а в 2016 г. он на-
гражден Почетной грамотой ФАНО России.
В течение ряда лет Ю. В. Заика руководил

проектами в рамках программы Отделения
математических наук РАН «Вычислительные
и информационные технологии решения боль-
ших задач» (Институт прикладной математи-
ки им. М. В. Келдыша РАН), исследования
поддерживались Российским фондом фунда-
ментальных исследований.
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С 2017 г. Ю. В. Заика является заме-
стителем председателя Федерального иссле-
довательского центра «Карельский научный
центр Российской академии наук» по научно-
организационной работе. За это время КарНЦ
РАН реорганизован в мультидисциплинарный
исследовательский центр, который отнесен к
научным организациям первой (высшей) кате-
гории. Ю. В. Заика руководил рабочими груп-
пами по разработке Устава и коллективно-
го договора, других нормативно-правовых до-
кументов. На этом посту он зарекомендовал
себя как высококвалифицированный специа-
лист, пользующийся заслуженным авторите-
том у коллег, ответственно и эффективно ре-
шающий научные и организационные задачи.
Коллектив ФИЦ «Карельский научный

центр РАН» поздравляет юбиляра и желает
ему дальнейших творческих успехов.

О. Н. Бахмет, член-корр. РАН, д. б. н.,
председатель КарНЦ РАН,

А. Н. Реттиева, д. ф.-м. н.,
зам. директора ИПМИ КарНЦ РАН
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