
Карельский научный центр
Российской академии наук

Труды 
КарельсКого научного ценТра 
российсКой аКадемии науК
№ 8, 2016

Серия МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

Петрозаводск
2016



Н а у ч н ы й  ж у р н а л
Труды Карельского научного центра
Российской академии наук
№ 8, 2016
Серия МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 
И ИНФОРМАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ

S c i e n t i f i c  J o u r n a l
Transactions of the Karelian Research Centre of the  
Russian Academy of Sciences
№ 8, 2016
MATHEMATICAL MODELING AND INFORMATION 
TECHNOLOGIES Series

Главный редактор  
А. Ф. ТИТОВ, член-корр. РАН, д. б. н., проф. 

Редакционный совет

А. М. АСХАБОВ, академик РАН, д. г.-м. н., проф.; Т. ВИХАВАЙНЕН, доктор истории, проф.; А. В. ВОРОНИН, 
д. т. н., проф.; С. П. ГРИППА, к. г. н., доцент; Э. В. ИВАНТЕР, член-корр. РАН, д. б. н., проф.; А. С.  ИСАЕВ, 
академик РАН, д. б. н., проф.; А. М. КРЫШЕНЬ (зам. главного редактора), д. б. н.; Е. В. КУДРЯШОВА, 
д. флс. н., проф.; В. В. МАЗАЛОВ, д. ф.-м. н., проф.; И. И. МУЛЛОНЕН, д. фил. н., проф.; Н. Н. НЕМОВА, 
член-корр. РАН, д. б. н., проф.; В. В. ОКРЕПИЛОВ, академик РАН, д. э. н.; О. Н. ПУГАЧЕВ, член-корр. РАН. 
д. б. н.; Ю. В.  САВЕЛЬЕВ, д. э. н.; Д. А. СУБЕТТО, д. г. н.; Н. Н. ФИЛАТОВ, член-корр. РАН, д. г. н., проф.;  

В. В.  ЩИПЦОВ, д. г.-м. н., проф.

Editor-in-Chief  
A. F. TITOV, RAS Corr. Fellow, DSc (Biol.), Prof.

Editorial Council

A. M. ASKHABOV, RAS Academician, DSc (Geol.-Miner.), Prof.; N. N. FILATOV, RAS Corr. Fellow, DSc (Geog.), Prof.; 
S. P. GRIPPA, PhD (Geog.), Assistant Prof.; A. S. ISAEV, RAS Academician, DSc (Biol.), Prof.; E. V. IVANTER, RAS 
Corr. Fellow, DSc (Biol.), Prof.; A. M. KRYSHEN’ (Deputy Editor-in-Chief), DSc (Biol.); E. V. KUDRYASHOVA, DSc 
(Phil.), Prof.; V. V. MAZALOV, DSc (Phys.-Math.), Prof.; I. I. MULLONEN, DSc (Philol.), Prof.; N. N. NEMOVA, RAS 
Corr. Fellow, DSc (Biol.), Prof.; V. V. OKREPILOV, RAS Academician, DSc (Econ.); O. N. PUGACHYOV, RAS Corr. 
Fellow, DSc (Biol.); Yu. V. SAVELIEV, DSc (Econ.); V. V. SHCHIPTSOV, DSc (Geol.-Miner.), Prof.; D. A. SUBETTO, 

DSc (Geog.); T. VIHAVAINEN, PhD (Hist.), Prof.; A. V. VORONIN, DSc (Tech.), Prof.

Редакционная коллегия серии  
«Математическое моделирование и информационные технологии»

Ю. В. ЗАИКА, д. ф.-м. н., проф.; А. Н. КИРИЛЛОВ, д. ф.-м. н., доцент; В. Ф. КОЛЧИН, д. ф.-м. н., проф.;  
В. В. МАЗАЛОВ (ответственный редактор), д. ф.-м. н., проф.; Ю. Л. ПАВЛОВ (зам. ответственного редактора), 
д. ф.-м. н., проф.; Л. А. ПЕТРОСЯН, д. ф.-м. н., проф.; А. В. СОКОЛОВ, д. ф.-м. н., проф.; Т. П. ТИХОМИРОВА 

(ответственный секретарь), к. т. н., доцент.

Editorial Board of the «Mathematical Modeling and Information Technologies» Series

YU. V. ZAIKA, DSc (Phys.-Math.), Prof.; A. N. KIRILLOV,  DSc (Phys.-Math.), Assistant Prof.; V. F. KOLCHIN, DSc 
(Phys.-Math.), Prof.; V. V. MAZALOV (Editor-in-Charge), DSc (Phys.-Math.), Prof.; YU. L. PAVLOV (Deputy Editor-in-
Charge), DSc (Phys.-Math.), Prof.; L. A. PETROSIAN, DSc (Phys.-Math.), Prof.; A. V. SOKOLOV, DSc (Phys.-Math.), 

Prof.; T. P. TIKHOMIROVA (Executive Secretary), PhD (Tech.), Assistant Prof.

ISSN 1997- 3217 (печатная версия)
ISSN 2312-4504 (онлайн-версия)

Адрес редакции: 185910 Петрозаводск, ул. Пушкинская, 11
тел. (8142)762018; факс (8142)769600

E -mail: trudy@krc.karelia.ru
Электронная полнотекстовая версия: http://transactions.krc.karelia.ru

© Карельский научный центр РАН, 2016
© Институт прикладных математических исследований 

Карельского научного центра РАН, 2016



Труды Карельского научного центра РАН
№ 8. 2016. С. 3–10
DOI: 10.17076/mat398

УДК 532.517+532.542

НЕСТАЦИОНАРНЫЕ МОДЕЛИ ТЕПЛООБМЕНА
И ТРАНСПОРТИРОВКИ ГАЗА ПО МОРСКИМ
ГАЗОПРОВОДАМ

Н. Н. Ермолаева

Санкт-Петербургский государственный университет

Предложены нестационарные модели транспортировки газа по морским газо-
проводам, включающие нестационарные модели теплообмена газа с окружа-
ющей средой. Представлены расчеты ряда нестационарных задач, приведены
оценки допустимости упрощений модели теплообмена.

Ключ е вы е c л о в а: морские газопроводы; теплообмен; уравнение состояния;
численное решение; схема Лакса–Вендроффа.

N. N. Ermolaeva. NON-STATIONARY MODELS OF HEAT
EXCHANGE AND GAS TRANSPORTATION THROUGH A
MARINE GAS PIPELINE
Non-stationary models of gas transportation through pipelines in the sea, including
non-stationary models of heat exchange between the gas flow and the environment
are suggested. The calculations for a number of non-stationary problems are
presented. The admissibility of simplification of heat exchange models is assessed.

K e ywo r d s: marine gas pipelines; heat exchange; equation of state; numerical
solution; Lax–Wendroff-type scheme.

Введение

Для протяженных морских газопроводов,
работающих без промежуточных подстанций,
характерны большие расходы и сверхвысокие
давления [1]. В части газопровода температу-
ра газа может опускаться ниже температуры
фазового перехода T∗ вода-лед. Низкие темпе-
ратуры газа не приводят к оледенению газо-
провода, если температура морской воды су-
щественно больше температуры T∗. Это имеет
место, например, в Черном и Балтийском мо-
рях. Целью настоящей работы является моде-
лирование нестационарных процессов транс-
портировки газа и анализ допустимости упро-
щения модели теплообмена между потоком и
окружающей средой для морских газопрово-
дов, эксплуатируемых в условиях, не допуска-
ющих возможности оледенения.

Запишем, следуя работе [2], одномерную
нестационарную модель транспортировки сме-
си газов по морскому газопроводу. Для про-
стоты опустим учет влияния силы тяжести,
считая трассу горизонтальной, и положим,
что коэффициент гидравлического сопротив-
ления λ постоянный. Обобщение модели на
учет этих зависимостей не вызывает принци-
пиальной трудности.

Модель 1
Уравнение неразрывности

∂ρ

∂t
+
∂(ρu)

∂z
= 0; (1)

уравнение движения

∂(ρu)

∂t
+

∂

∂z
(p+ ρu2) = −λρu|u|

4R
; (2)
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уравнение энергии

∂(ρe)

∂t
+

∂

∂z

(
ρu

(
e+

p

ρ

))
= −ω, (3)

e = ε+ u2/2; (4)

калорическое уравнение

ε = ε(T, ρ); (5)

уравнение состояния Редлиха–Квонга

p =
hρT

1− δρ
− cρ2

(1 + δρ)T 1/2
, (6)

h = Rg/M, M =

f∑
i=1

ηimi,

f∑
i=1

ηi = 1,

δ = b/M, c = a/M2,

b = ΩbRgTc/pc, a = Ωa(Rg)
2T 2,5

c /pc.

Здесь z — координата вдоль оси цилиндри-
ческого газопровода в цилиндрической систе-
ме координат (r, ϕ, z); t — время; ρ(z, t), u(z, t),
p(z, t), T (z, t) — плотность, скорость, давле-
ние и температура газа соответственно; e(z, t),
ε(z, t) — массовые плотности полной и внут-
ренней энергии газа соответственно; ω(z, t) —
мощность объемного источника (стока) внут-
ренней энергии в потоке газа; h, c, δ — размер-
ные постоянные в уравнении состояния (6); Rg
— универсальная газовая постоянная; mi, ηi —
молекулярный вес и доля i-й составляющей
газовой смеси соответственно; f — количе-
ство компонент газовой смеси; Ωa,Ωb — чис-
ла, определяемые для заданного химического
состава газовой смеси по значениям критиче-
ских температуры Tc и давления pc согласно
таблицам, приведенным в [3].

Модель 1 написана на языке величин ρ, u,
p, T , e, ε, осредненных по сечению газопро-
вода. Система (1)–(6) должна быть дополнена
начальными и граничными условиями, соот-
ветствующими рассматриваемой задаче.

В качестве уравнения состояния выбрано
уравнение Редлиха–Квонга (6) — аналитиче-
ское уравнение состояния, одно из наиболее
точных в широком диапазоне изменений ρ, p и
T , вплоть до сверхвысоких давлений [3]. Вы-
вод калорического уравнения (5) приведен ни-
же. Для замыкания модели 1 необходимо най-
ти выражение для слагаемого ω в уравнении
энергии (3), моделирующее теплообмен газа с
окружающей средой.

Модели теплообмена, расчет ω

Для рассматриваемого круга задач харак-
терны большие числа Рейнольдса: Re ∼ 108.

Интенсивность турбулентных пульсаций в га-
зовом потоке приводит к тому, что в радиаль-
ном направлении лимитирующей стадией теп-
лообмена с внешней средой является тепло-
проводность через многослойную боковую по-
верхность газопровода. Это позволяет учиты-
вать теплообмен с окружающей средой инте-
грально. В уравнение энергии вводится слага-
емое ω типа мощности объемного источника
(стока) внутренней энергии. Величина ω выра-
жается через qw — радиальную составляющую
вектора плотности потока внутренней энергии
(вектора потока тепла) на внутренней поверх-
ности газопровода в z-м сечении:∫

Ω

ω̃ dv = −
∮
SΩ

q̄ · n̄ ds,
∫
Ω

ω̃ dv = ωπR2δz,

Ω — область, ограниченная поперечными се-
чениями газопровода, проходящими через z и
z + δz, и боковой поверхностью газопровода
между этими сечениями. Тепловые условия на
внешней поверхности газопровода на малых
расстояниях δz ∼ R (R — внутренний радиус
газопровода) допустимо считать неизменными
по z и по t. Дополнительный пульсационный
перенос внутренней энергии газа в направле-
нии оси z пренебрежимо мал по сравнению с
конвективным переносом внутренней энергии
в этом направлении. Сказанное позволяет за-
писать:

∀ζ ∈ [z, z + δz], qw(ζ, t) = qw(z, t)→

→
∮
SΩ

q̄ · n̄ ds =

2π∫
0

z+δz∫
z

qw(ζ, t)Rdζdϕ ≈

≈ 2π R δz qw(z, t) →
→ ω(z, t)πR2δz ≈ −2π R δz qw(z, t),

ω(z, t) ≈ −2qw(z, t)

R
.

Величина qw(z, t) зависит от z параметриче-
ски через зависимость от z температуры газа
(при неизменных внешних условиях) и опреде-
ляется из решения уравнения теплопроводно-
сти в области многослойной боковой поверхно-
сти газопровода при соответствующих началь-
ных и граничных условиях.

Для установившегося варианта модели 1 в
книге [1] приведены явные выражения для по-
тока тепла qw как при наличии слоя льда на
боковой поверхности газопровода, так и при
его отсутствии.

Для ряда нестационарных задач при от-
сутствии слоя льда представляется возмож-
ным использование квазистационарной моде-
ли теплообмена в нестационарной модели 1.
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Анализ допустимости этого является актуаль-
ной задачей, например, [4]. В настоящей ра-
боте предложена методика оценки допусти-
мости использования квазистационарной мо-
дели теплообмена в расчетах нестационарных
неизотермических течений смеси реальных га-
зов по морским газопроводам.

Запишем нестационарную модель (модель
2) теплообмена между потоком газа в z-м се-
чении газопровода и окружающей средой при
наличии двух слоев обшивки – внутреннего,
состоящего из стали, и внешнего — из бето-
на. Обобщение на большее количество слоев
не вызывает трудности. Положим, что изме-
нения как в окружающей среде, так и в по-
токе газа в направлении оси z на масштабах
δz ∼ R пренебрежимо малы (это имеет место
для большинства практических задач).

Модель 2

При r ∈ (R,R1), t ∈ (0, t̂ ) :

ρ1c1
∂T1

∂t
= λ1L(T1); (7)

t = 0, T1(r) = T 0
1 (r); (8)

при t ∈ (0, t̂ ), r = R :

T1 = T (z, t), qw = λ1
∂T1

∂r
; (9)

при t ∈ (0, t̂ ), r = R1 :

T1 = T2, λ1
∂T1

∂r
= λ2

∂T2

∂r
; (10)

при r ∈ (R1, R2), t ∈ (0, t̂ ) :

ρ2c2
∂T2

∂t
= λ2L(T2); (11)

t = 0, T2(r) = T 0
2 (r); (12)

при t ∈ (0, t̂ ), r = R2 :

T2 = Tv, λ2
∂T2

∂r
= λv

∂Tv
∂r

; (13)

при r ∈ (R2, R2 + δ∗), t ∈ (0, t̂ ) :

ρvcv
∂Tv
∂t

= λvL(Tv); (14)

t = 0, Tv(r) = T 0
v (r); (15)

при t ∈ (0, t̂ ), r = R2 + δ∗ :

Tv = T ∗. (16)

Здесь r — радиальная координата в цилин-
дрической системе координат (r, ϕ, z); t̂ — за-
данное время процесса; L = 1

r
∂
∂r

(
r ∂∂r
)
— опе-

ратор Лапласа в цилиндрической системе ко-
ординат (r, z, ϕ) при ∂

∂z = ∂
∂ϕ = 0; δ1, δ2 —

толщины первого и второго слоев обшивки га-
зопровода соответственно; R1 = R + δ1; R2 =
R+ δ1 + δ2 — внешний радиус газопровода.

Индексы: 1 — область первого слоя обшив-
ки (стали); 2 — область второго слоя обшивки
(бетона); v — область эффективного теплового
погранслоя воды; δ∗ — толщина эффективного
теплового погранслоя воды; T ∗ — температу-
ра морской воды на удалении от газопровода;
λi, ρi, ci, T 0

i (r) — коэффициент теплопровод-
ности, плотность, удельный коэффициент теп-
лоемкости и начальное распределение темпе-
ратуры в i-м слое соответственно (i = 1, 2, v);
Ti = Ti(r, t) — распределение температуры в
i-м слое.

В модели 2 уравнения (7), (11) и (14) — од-
номерные линейные уравнения теплопровод-
ности в слоях стали, бетона и в эффектив-
ном тепловом погранслое воды толщиной δ∗. В
пределах этого погранслоя передача тепла мо-
делируется линейным уравнением теплопро-
водности (14). Величина δ∗ зависит от многих
факторов, в частности от донных течений и от
условий контакта газопровода с донным грун-
том. Информация о δ∗ может быть получена
из решения обратной задачи. Оценка величи-
ны δ∗ в установившихся режимах приведена в
книге [1].

Расчет по модели 2 позволяет найти ω(z, t):

ω(z, t) = −2qw
R

= − 2

R
λ1
∂T1

∂r

∣∣∣∣
r=R

. (17)

Модель 2 входит составной частью в мо-
дель 1. В общем случае система уравнений мо-
дели 1 не расщепляется.

Если допустимо использовать квазистацио-
нарный вариант модели 2, в котором все вели-
чины только параметрически зависят от вре-
мени, то интегрирование уравнений общей мо-
дели 1 существенно упрощается, так как ω яв-
но выражается через T (z, t) и другие парамет-
ры задачи.

Решение системы уравнений моде-
ли 2 в квазистационарном варианте

При условии ∂
∂t = 0 решениями уравнений

теплопроводности (7), (11) и (14) являются ло-
гарифмические профили температуры:

Ti(r) = Ai +Bi ln r, i = 1, 2, v.

Величины Ai, Bi определяются из граничных
условий (9), (10), (13), (16) и имеют следую-
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щий вид:

B1 =
T ∗ − T (z, t)

ln
R1

R
+
λ1

λ2
ln
R2

R1
+
λ1

λv
ln
R2 + δ∗
R2

,

A1 = T (z, t)−B1 lnR, B2 = (λ1/λ2)B1,

Bv = (λ1/λv)B1,

Av = T ∗ −Bv ln(R2 + δ∗),

A2 = Av + (Bv −B2) lnR2.

Выражение для потока тепла qw = λ1
dT1

dr

∣∣
R

в
квазистационарной модели теплообмена нахо-
дится в виде явной зависимости от температу-
ры газа T (z, t) и параметров задачи:

qw =
λ1B1

R
. (18)

Численное интегрирование системы урав-
нений нестационарной модели 2 не представ-
ляет трудности и может быть проведено с ис-
пользованием как явных, так и неявных раз-
ностных схем. В наших расчетах использо-
валась неявная разностная схема, основанная
на монотонной схеме Самарского [5], аппрок-
симирующая задачу с первым порядком точ-
ноcти по ∆t и вторым по ∆r.

Калорическое уравнение
Покажем, следуя работе [6], как связана

внутренняя энергия реального газа, поведе-
ние которого удовлетворяет уравнению состо-
яния (6), с его температурой и плотностью.
Представим внутреннюю энергию ε локаль-
но как функцию независимых термодинами-
ческих переменных (T, V ), где V = 1

ρ — удель-
ный объем. Дифференциал внутренней энер-
гии имеет вид:

dε =

(
∂ε

∂T

)
V

dT +

(
∂ε

∂V

)
T

dV =

= cv(T, V )dT +

(
∂ε

∂V

)
T

dV,

где cv(T, V ) — коэффициент удельной тепло-
емкости реального газа при постоянном объе-
ме.

Выражение для
(
∂ε
∂V

)
T

задается следую-
щим соотношением:(

∂ε

∂V

)
T

= T 2

(
∂

∂T

( p
T

))
V

. (19)

Из уравнения (19) следует:

ε(T, V ) = ε(T, V0) +

V∫
V0

T 2

(
∂

∂T

( p
T

))
V

dV.

При условии V0 → ∞ плотность газа стре-
мится к 0 и внутренняя энергия реального
газа ε(T, V0) стремится к внутренней энергии
εid идеального газа, равной εid=ĉvT , где ĉv —
удельная теплоемкость при постоянном объе-
ме идеального газа того же химического со-
става. Это позволяет записать выражение для
внутренней энергии реального газа в следую-
щем виде:

ε(T, V ) = ĉvT +
3

2

c

δ
√
T

ln

(
V

V + δ

)
или в терминах плотности:

ε(T, ρ) = ĉvT −
3

2

c

δ
√
T

ln(1 + δρ), (20)

где ĉv — удельная теплоемкость при постоян-
ном объеме идеальной газовой смеси того же
химического состава.

Граничные и начальные условия

Рассмотрим нестационарную задачу транс-
портировки газа, в которой нестационарность
обусловлена колебаниями газопотребления.

Начальные условия. Начальными условия-
ми в этой задаче служат распределения плот-
ности ρ0(z) и температуры T0(z) в установив-
шемся режиме:

t = 0 : y = ρu = const =
Q

πR2
,

ρ(z) = ρ0(z), T (z) = T0(z).

Функции ρ0(z), T0(z) рассчитываются по ста-
ционарному варианту модели 1, Q — массовый
расход газа, постоянный для установившего-
ся режима. Соответствующая система обыкно-
венных дифференциальных уравнений реша-
лась численно методом Рунге–Кутты, значе-
ние внутренней энергии ε0(z) находилось по
плотности ρ0(z) и температуре T0(z) из урав-
нения (20), давление p0(z) — из уравнения со-
стояния (6).

Граничные условия. В рассматриваемой за-
даче течение газа является дозвуковым, на
входе в газопровод задаются неизменные во
времени давление и температура газа, по ним
из уравнений (6), (20) определяются значения
плотности и внутренней энергии газа. На вы-
ходе задается закон изменения удельного рас-
хода y = ρu, соответствующий колебаниям
газопотребления. Таким образом, граничные
условия записываются в следующем виде:

z = 0 : ρ(t, 0) = ρ0, ε(t, 0) = ε0,

z = L : y(t, L) = y∗(t),
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L— длина газопровода, y∗(t) – заданный закон
изменения удельного расхода газа на выходе
из газопровода (рис. 1).

 1

 1.02
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 1.06
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 1.1

 1.12

 1.14

 0  5  10  15  20

y
*

t, час

Рис. 1. Закон изменения безразмерного удельного
расхода газа y∗(t) на выходе из газопровода

Перейдем от скорости потока u к расходу
y = ρu и запишем в безразмерной форме мо-
дель 1 в переменных ρ, y, p, ε, используя для
безразмерных переменных те же обозначения.

Модель 1′

∂ρ

∂t
+
∂y

∂z
= 0,

∂y

∂t
+

∂

∂z

(
y2

ρ
+m1p

)
= −m2

y2

ρ
,

∂

∂t

(
ρε+m3

y2

ρ

)
+

+
∂

∂z

(
yε+m3

y3

ρ2
+m4

y

ρ
p

)
= −m5ω,

p = m6
ρT

(1−m10ρ)
−m7

ρ2

(1 +m10ρ)T 1/2
,

ε(T, ρ) = m8T −m9√
T

ln(1 +m10ρ).

Безразмерные комплексы m1 — m10 выража-
ются через физические параметры задачи и
характерные величины по формулам:

m1 =
px
ρxu2

x

, m2 =
λlx
4R

, m3 =
u2
x

2εx
,

m4 =
px
ρxεx

, m5 =
2λ1tx
ρxcvRrx

,

m6 =
hρxTx
px

, m7 =
cρ2
x

pxT
1/2
x

,

m8 =
ĉvTx
εx

, m9 =
3c

2δεx
√
T x

, m10 = δρx,

где lx, ρx, px, Tx, εx = cvTx, tx, ux =
Q/(ρxπR

2) — характерные длина, плотность,
давление, температура, внутренняя энергия,
время и скорость соответственно, величины
ρx, px, Tx связаны уравнением состояния (6).

Алгоритм численного решения си-
стемы уравнений модели 1′

Использовалась модифицированная схема
Лакса–Вендроффа [7], которая по скорости
счета и простоте реализации оказалась пред-
почтительнее других численных схем для рас-
сматриваемых задач.

Алгоритм состоит из двух этапов. На каж-
дом этапе искомые величины плотности, рас-
хода, внутренней энергии, температуры и дав-
ления находятся явно. Введем обозначения:

A =
y2

ρ
+m1p,

B = ρε+m3
y2

ρ
,

C = yε+m3
y3

ρ2
+m4

y

ρ
p.

На первом этапе решается следующая си-
стема конечно-разностных уравнений:

ρ
n+1/2
k+1/2 −

1
2(ρnk + ρnk+1)

1
2τ

+
ynk+1 − ynk

∆
= 0,

y
n+1/2
k+1/2 −

1
2(ynk + ynk+1)

1
2τ

+
Ank+1 −Ank

∆
=

= −m2

(
y2

ρ

)n
k+1/2

,

B
n+1/2
k+1/2 −

1
2(Bn

k +Bn
k+1)

1
2τ

+
Cnk+1 − Cnk

∆
=

= −m5ω
n
k+1/2.

Здесь τ, n — величина и номер шага по време-
ни; ∆, k — величина и номер шага по коорди-
нате z.

Из системы уравнений первого этапа на
временном слое (n + 1/2) в узлах k =
1, . . . , (N−1) явно находятся значения плотно-
сти ρn+1/2

k , расхода yn+1/2
k и внутренней энер-

гии εn+1/2
k , затем по уравнению (20) и уравне-

нию состояния находятся значения температу-
ры T

n+1/2
k и давления pn+1/2

k .
В узле k = 0 значения плотности ρ

n+1/2
0

и температуры T
n+1/2
0 известны из гранич-

ных условий, величина εn+1/2
0 определяется по

��
��
7



уравнению (20), pn+1/2
0 — из уравнения состо-

яния. Для определения расхода yn+1/2
0 исполь-

зуется линейная экстраполяция из внутренних
узлов.

В узле k = N значения плотности ρ
n+1/2
N

и температуры T
n+1/2
N определяются линейной

экстраполяцией из внутренних узлов, по ним
находятся внутренняя энергия εn+1/2

N и давле-
ние pn+1/2

N . Величина расхода yn+1/2
N известна

из граничных условий.
На втором этапе решается следующая си-

стема конечно-разностных уравнений:

ρn+1
k − ρnk

τ
+
y
n+1/2
k+1/2 − y

n+1/2
k−1/2

∆
= 0,

yn+1
k − ynk

τ
+
A
n+1/2
k+1/2 −A

n+1/2
k−1/2

∆
= −m2

(
y2

ρ

)n+1/2

k

,

Bn+1
k −Bn

k

τ
+
C
n+1/2
k+1/2 − C

n+1/2
k−1/2

∆
= −m5ω

n+1/2
k .

Значения величин ρ
n+1/2
k , yn+1/2

k , εn+1/2
k ,

T
n+1/2
k , pn+1/2

k , k = 0 . . . N известны из пер-
вого этапа. Из системы уравнений второго
этапа на (n + 1)-м временном слое в узлах
k = 1, . . . , (N − 1) явно находятся значе-
ния плотности ρn+1

k , расхода yn+1
k и внутрен-

ней энергии εn+1
k , затем по уравнениям (20),

(6) находятся значения температуры Tn+1
k и

давления pn+1
k .

Значения всех величин в граничных узлах
k = 0 и k = N определяются аналогично схеме
первого этапа.

Приведенная модифицированная схема
Лакса–Вендроффа имеет второй порядок точ-
ности по шагу τ и по шагу 4, кроме гра-
ничных узлов, где использовалась линейная
экстраполяция. По заданной точности расче-
та по пространственной переменной в резуль-
тате численного эксперимента выбирался оп-
тимальный шаг по времени и была доказана
практическая сходимость метода.

Пример расчета нестационарного
течения газа по модели 1′

Были проведены расчеты ряда вариантов
неизотермического нестационарного течения
газа по морскому газопроводу для квазиста-
ционарного (18) и нестационарного (модель 2)
процессов теплообмена газа с окружающей
средой. Рассчитанная погрешность такой за-
мены позволила оценить допустимость замены

нестационарной модели теплообмена ее ква-
зистационарным вариантом. Переход к ква-
зистационарной модели теплообмена при чис-
ленном интегрировании системы уравнений
модели 1′ позволил существенно упростить ал-
горитм вычисления.

В модельной задаче приняты следующие
параметры морского газопровода: неизменный
внутренний радиус R = 0,5 м; параметры пер-
вого слоя обшивки: толщина δ1=0,04 м, теп-
лопроводность λ1 = 24 Вт/(м·К), параметры
второго слоя: толщина δ2=0,12 м, теплопро-
водность λ2 = 1,7 Вт/(м·К); массовый расход
Q газа в начальный момент времени равен
400 кг/с; температура T ∗ окружающей мор-
ской воды считается неизменной вдоль газо-
провода и равной 278,15 К; длина газопрово-
да L принята равной 300 км. Значения ха-
рактерных величин: ρx = 138, 02 кг/м3, Tx =
283, 15 К, lx = 10 км, им соответствуют харак-
терное давление px = p(ρx, Tx) = 15, 2 МПа
и характерная скорость ux = Q/(πR2ρx) =
3, 69м/с.

Значения параметров h, c, δ, µ, cv выбира-
лись характерными для смеси газов с преобла-
данием метана, коэффициент гидравлическо-
го сопротивления λ принят равным 0,00829.
Для указанного варианта параметров значе-
ния безразмерных комплексов m1–m10 равня-
лись:

m1 = 8087, 414, m2 = 41, 488, m3 = 0, 12 ·10−6,

m4 = 0, 194, m5 = 125, 199, m6 = 1, 293,

m7 = 0, 916, m8 = 0, 856,

m9 = 1, 056, m10 = 0, 253.

В исследуемых режимах для температуры
T (z, t) газовой смеси, как показали расчеты,
выполняется условие: T (z, t) > T∗ ∀z ∈ [0, L],
где T∗ = 271 К — температура фазового пе-
рехода морская вода-лед. При этом условии
оледенение внешней поверхности газопровода
невозможно.
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Рис. 2. Изменение размерной величины скорости
потока u вдоль газопровода в момент t = 10 часов
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На рисунке 2 приведено изменение скоро-
сти потока (м/с) вдоль газопровода в момент
времени t = 10 часов, рассчитанное по моде-
ли 1 при нестационарной модели теплообмена.
На рисунке 3 приведено изменение темпера-
туры (К) потока вдоль газопровода в момент
t = 10 часов, рассчитанное по модели 1 при
нестационарной модели теплообмена (1) и при
квазистационарной модели (2).

 275

 280

 285

 290

 295

 300

 305

 310

 315

 0  50  100  150  200  250  300
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Рис. 3. Изменение температуры T потока вдоль
газопровода в момент t = 10 часов: 1 — при неста-
ционарной модели теплообмена; 2 — при квазиста-
ционарной модели теплообмена

На рисунке 4 приведена зависимость от
времени потока тепла qw [Дж/(с·м2)] в сечении
газопровода z = 10 км для варианта нестацио-
нарной модели теплообмена (2) и квазистаци-
онарной модели (1).
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Рис. 4. Изменение потока тепла qw в сечении га-
зопровода z = 10 км: 1 — при квазистационарной
модели теплообмена; 2 — при нестационарной мо-
дели теплообмена

На рисунке 5 приведено изменение во вре-
мени потока тепла qw [Дж/(с·м2)] при z = 200
км.
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Рис. 5. Изменение потока тепла qw в сечении га-
зопровода z = 200 км: 1 — при квазистационарной
модели теплообмена; 2 — при нестационарной мо-
дели теплообмена

Выводы

Предложена методика оценки допустимо-
сти использования квазистационарной моде-
ли теплообмена в расчетах нестационарных
неизотермических течений смеси реальных га-
зов по морским газопроводам. Приведен при-
мер расчета нестационарного течения смеси
газов по участку модельного морского газо-
провода при нестационарной и квазистацио-
нарной моделях теплообмена. Результаты ком-
пьютерного моделирования рассмотренной за-
дачи позволяют определить область допусти-
мости использования квазистационарной мо-
дели теплообмена.
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АППРОКСИМАЦИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ТЕРМОДЕСОРБЦИИ СИСТЕМОЙ ОДУ:
УСКОРЕНИЕ СХОДИМОСТИ

Ю.В. Заика, Е. К. Костикова

Инñтитóт прикладныõ ìатеìати÷еñкиõ иññледованиé
Êарелüñкого наó÷ного öентра РÀÍ

Â рамкаõ теõнологи÷ескиõ çада÷ водородного материаловедения (вклþ÷ая про-
ект ITER) ведется интенсивныé поиск раçли÷ныõ по наçна÷ениþ конструкци-
онныõ материалов с çаранее çаданными пределами водородопроницаемости.
Îдним иç ýкспериментальныõ методов является термодесорбционная спектро-
метрия (ТДС). Îбраçец, насыùенныé водородом, дегаçируется в условияõ ваку-
умирования и монотонного нагрева. С помоùьþ масс-спектрометра регистри-
руется десорбционныé поток, поçволяþùиé судить о õарактере вçаимодеéствия
иçотопов водорода с твердым телом. Èнтерес представляþт такие парамет-
ры переноса, как коýôôициенты диôôуçии, растворения, десорбции. Â статье
представлены распределенная краевая çада÷а термодесорбции и ÷исленныé ме-
тод моделирования ТДС-спектра, требуþùиé лишь интегрирования нелинеé-
ноé системы обыкновенныõ диôôеренциальныõ уравнениé (ÎДÓ) невысокого
порядка. Èçлоæен метод ускорения сõодимости на основе выделения интегри-
руемоé слабоé особенности.

Êлþ÷ е вы е c л о в а: водородопроницаемость; термодесорбция; нелинеéные
краевые çада÷и; динами÷еские грани÷ные условия; ÷исленное моделирование.

Yu.V. Zaika, E.K. Kostikova. APPROXIMATION OF THE
BOUNDARY-VALUE PROBLEM OF HYDROGEN THERMAL
DESORPTION BY ODE SYSTEM: CONVERGENCE
ACCELERATION

One of the technological challenges for hydrogen materials science (including ITER
project) is the currently active search for structural materials with various potential
applications that will have predetermined limits of hydrogen permeability. One
of the experimental methods is thermodesorption spectrometry (TDS). A hydrogen-
saturated sample is degassed under vacuum and monotone heating. The desorption
�ux is measured by mass spectrometer to determine the character of interactions
of hydrogen isotopes with the solid. We are interested in such transfer parameters as
the coe�cients of di�usion, dissolution, desorption. The paper presents a distributed
boundary value problem of thermal desorption and a numerical method for TDS-
spectrum simulation, where only integration of a non-linear system of low order
ordinary di�erential equations (ODE) is required. The method of convergence
acceleration based on the allocation of integrable weak singularity is explained.
This work is supported by the Russian Foundation for Basic Research (project
•15-01-00744).

K e ywo r d s: hydrogen permeability; thermal desorption; nonlinear boundary-value
problems; dynamical boundary conditions; numerical simulation.
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Ââеäение

Èнтерес к взаимодействию изотопов водо-
рода с различными материалами носит мно-
гоплановый характер [1, 2, 5, 6, 10, 12�20].
Ýнтузиасты говорят не только о водород-
ной энергетике, но и о водородной эконо-
мике [19]. Некоторые частные задачи водо-
родного материаловедения, связанные с те-
мой статьи, исследованы в [21�24]. Ýкс-
периментальный опыт показывает, что ли-
митирующими являются не только диффу-
зия, но и физико-химические процессы на
поверхности [1, 2]. Остановимся на моделиро-
вании термодесорбции, учитывая лишь основ-
ные факторы и информативность рассматри-
ваемого ТДС-эксперимента. Статья является
продолжением [4], поэтому представим поста-
новку задачи и модель компактно.

Ìаòеìаòичеñкаÿ ìîäелü ïеðенîñа

Рассмотрим перенос водорода сквозь обра-
зец тестируемого материала (пластину тол-
щиной ` ). Нагрев медленный, практически
равномерный, так что градиент температуры
пренебрежимо мал и диффузионный поток
можно считать пропорциональным градиен-
ту концентрации. Концентрация растворенно-
го водорода мала. Материал достаточно одно-
роден, чтобы пренебречь взаимодействием H
с ловушками (микродефектами структуры, ко-
торые могут удерживать водород). Для диф-
фузии примем стандартное уравнение:

ct(t, x) = D(T )cxx(t, x), (t, x) 2 Qt∗ , (1)

где t� время,Qt∗ = (0, t�)�(0, `); c(t, x) � кон-
центрация диффундирующего водорода (ато-
марного). Зависимость коэффициента диффу-
зии D от температуры T (t) соответствует за-
кону Àррениуса: D = D0 exp

{
�ED/[RT (t)]

}
.

Трудности численного анализа связаны не
с уравнением (1), а с динамическими нели-
нейными граничными условиями. Пусть пла-
стина контактирует с газообразным H2 и
поверхность является потенциальным барье-
ром (см. [1, с. 177�206; Габис, Компаниец, Кур-
дюмов]). Тогда с учетом (де)сорбционных про-
цессов краевые условия следуюшие:

c(0, x) = c̄(x), x 2 [0, `], t 2 [0, t�], (2)

c0(t) = g(T )q0(t), c`(t) = g(T )q`(t), (3)

q̇0(t) = µs(T )p0(t)� b(T )q20(t) +Dcx(t, 0), (4)

q̇`(t) = µs(T )p`(t)� b(T )q2` (t)�Dcx(t, `), (5)

b(T ) = b0 exp
{
�Eb[RT ]�1

}
, s(T ) = . . ., где

c0(t) � c(t, 0), c`(t) � c(t, `) � граничные обú-
емные концентрации диффундирующего водо-
рода; q0(t), q`(t) � концентрации на поверх-
ностях (x = 0, `); g(T ) � параметр локального
равновесия между концентрациями на поверх-
ности и в приповерхностном обúеме; µ� кине-
тический коэффициент; s(T ) � параметр, от-
ражающий тот факт, что только малая часть
«налетающего» водорода окажется в форме
атомов на поверхности; p0(t), p`(t) � давления
газа (H2); b(T ) � коэффициент десорбции. Го-
воря о потоках (в частности, десорбционных
J0,` = bq20,`), подразумеваем их плотность.

В модели фигурирует как молекулярный,
так и атомарный водород. Для единообразия
подсчет будем вести в атомах: [c] = 1/см3,
[q] = 1/cм2, [Dcx]=[J ]=1/cм2c

(
J=bq2

)
. В ки-

нетической теории газов величина µp опре-
деляет число частиц (в данном случае моле-
кул H2), соударяющихся с единичной площад-
кой поверхности в единицу времени. Но за
счет множителя s удобно воспринимать слага-
емое µsp как плотность потока атомов, оседа-
ющих на поверхности. Ýто интегральный по-
казатель, без разделения процесса на стадии.
Вместо s можно написать 2s и интерпретиро-
вать s как долю адсорбируемых атомов H.

В масштабе рассматриваемого далее ТДС-
эксперимента удобно выбрать [p] = Topp, от-
куда µ(T ) = (2πmkT )�1/2 � 2, 484 � 1022/

p
T .

Здесь [µ] = 1H2
/(Topp cм2c), [T ] = K, k �

постоянная Больцмана, m � масса молекулы
водорода. Зависимостью кинетической кон-
станты от температуры (µ / 1/

p
T ) часто пре-

небрегают на фоне экспоненты в s(T ).

Çаìе÷аíèе. В случае высокой степени пори-
стости разумно уравнения (3)�(5) заменить на

µs(T )p0,`(t)� b(T )c20,`(t) = �D(T )cx
∣∣
0,`
. (6)

Плотность потока абсорбции µsp (в припо-
верхностный слой) пропорциональна давле-
нию H2 снаружи. Формально (6) получает-
ся из уравнений (4), (5) при малой скорости
накопления на поверхности (q̇ � 0). Коэф-
фициент десорбции обозначается одной бук-
вой, хотя в (6) и (4), (5) это разные величи-
ны. Èх согласованность понимаем в смысле
bsurface = g2bvolume (см. (3)). В [10] приводится
подробный анализ различных стадий проник-
новения водорода из газа в металл и обратно.
Коэффициент b в условии (6) является эффек-
тивным коэффициентом рекомбинации.
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ÒÄÑ-ýêñïеðèìеíт è ìодеëü èçìеðеíèé
В камеру c нагретой пластиной из исследу-

емого металла или сплава подается водород в
газовой фазе при сравнительно большом дав-
лении. После того как образец поглотит до-
статочное количество водорода (до состояния
равновесного насыщения), он быстро охла-
ждается (отключается ток нагрева). В режи-
ме последующего постоянного вакуумирова-
ния камеры лента снова нагревается. С помо-
щью масс-спектрометра измеряется давление
молекулярного водорода в вакуумной каме-
ре, обусловленное десорбцией J(t) = b(t)q2(t).
«Перерасчет» p(�) 7! J(�) определяется харак-
теристиками установки, выходными данными
считают функцию J(t). Для упрощения обо-
значений примем сокращенную запись:

b(t) � b(T (t)), D(t) � D(T (t)), s(t) � s(T (t)).

Коэффициент g быстрого растворения (ло-
кального равновесия «поверхность�обúем»)
считаем константой (Ek− = Ek+) в пределах
рассматриваемого ТДС-пика десорбции.

Для метода ТДС выполнена симметрия:

p(t) = p0,`(t), q(t) = q0,`(t), c0(t) = c`(t), (7)

D(t)cx(t, 0) = �D(t)cx(t, `), c̄(x) = c̄ = const.

Время t� окончания эксперимента опреде-
лим условием практически полной дегазации:
p(t) � 0, t > t�, c(t�, x) � 0, x 2 [0, `].

Èнòеãðî-äиôôеðенöиалüнîе
óðаâнение òеðìîäеñîðáöии

Принятая модель ТДС-дегазации:

ct = D(t)cxx , c(0, x) = c̄, c0,`(t) = gq(t),

q̇(t) = r(t)� b(t)q2(t) +D(t)cx(t, 0),

r(t) � µs(t)p(t), J(t) � b(t)q2(t).

Вакуумную систему считаем достаточно мощ-
ной, чтобы после насыщения, на этапе дегаза-
ции пренебречь ресорбцией (r(t) = 0) в дина-
мическом граничном условии (q̇ = . . .). Раз-
решимость краевой задачи (и в более общем
случае учета обратимого захвата в обúеме)
обоснована в [3]. Ограничимся прямой зада-
чей численного моделирования ТДС-спектра
J = J(T ). Ýтот этап необходим как итераци-
онная составляющая алгоритма идентифика-
ции. НагревT (t) обычно реализуют линейным
(T (t) =T 0 + vt). Скорость нагрева v невелика
(< K/c). По достижении максимальной темпе-
ратуры (если дегазация еще не завершилась)
нагрев прекращается:T (t) =Tmax.

Теперь мы в состоянии математически
сформулировать задачу. В [3, 22] представле-
ны разностные схемы решения краевой зада-
чи (в том числе и с учетом ловушек различных
типов). Но чтобы сравнивать модельные и экс-
периментальные ТДС-спектры, нужна только
поверхностная концентрация (J = bq2). Есте-
ственно попытаться избежать итерационного
решения краевой задачи при текущих прибли-
жениях параметров модели D0, ED, b0, Eb, s0,
Es, g. С этой целью проведем преобразования,
придя в итоге к необходимости интегрировать
лишь систему ОДУ невысокого порядка.

Оставив прежнее обозначение t, выполним
замену времени t0 =

∫ t
0Dds :

ct(t, x) = cxx(t, x), c(0, x) = c̄, c0,` = gq(t), (8)

cxj0 = �cxj` = q̇(t) + [J(t)� r(t)]D�1(t). (9)

Считаем q(t) функциональным параметром,
а (9) � дополнительным соотношением к ли-
нейной задаче (8). Сделаем замену, приводя-
щую краевые условия в (8) к однородным:

ĉ = c(t, x)� gq(t), ĉt(t, x) = ĉxx(t, x) + f(t),

f(t) = �gq̇(t), ĉ(0, x) = ϕ̂(x) = 0, ĉj0,` = 0.

Запишем решение с помощью функции мгно-
венного источника (функции Грина) [8, гл. 2]:

ĉ(t, x) =

∫ t

0

∫ `

0
G(x, ξ, t� τ)f(τ) dξ dτ,

G(x, ξ, t)=
2

`

1∑
n=1

exp
{
�n

2π2

`2
t
}

sin
nπx

`
sin

nπξ

`
.

В динамические граничные условия входит
производная ĉx(t, 0):

ĉxj0 = �4g

`

∫ t

0
q̇(τ)

∑0
exp

{n2π2
`2

(τ � t)
}
dτ,

∑0 � ∑n=1,3,5.... При τ = t ряд расходится,
так что подразумевается почленное интегри-
рование. В исходном времени t имеем

cx(t, 0) = ĉx(t, 0) = cx(t, `) = ĉx(t, `), cx(t, 0) =

= �4g

`

∑0
∫ t

0
q̇(τ) exp

{
�n

2π2

`2

∫ t

τ
D(s) ds

}
dτ.

Окончательно динамическое граничное усло-
вие запишется в форме

q̇(t) = r(t)� b(t)q2(t)� (10)

� 4gD

`

∑0
∫ t

0
q̇(τ) exp

{
�n

2π2

`2

∫ t

τ
D(s) ds

}
dτ.
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Уравнение эквивалентно исходной краевой
задаче: решение q(t) однозначно определя-
ет c(t, x). Нас интересует отрезок времени
[t1, t2] � (0, t�), соответствующий выражен-
ному пику термодесорбции (измерения при t
близких к 0, t� малоинформативны). Для мощ-
ной вакуумной системы ресорбцией пренебре-
гают (r(t) = 0), что упрощает уравнение.

Áеçðаçìеðíаÿ ôоðìа çада÷è
Для численного моделирования удобно пе-

рейти к безразмерным переменным, выполнив
замены: t0 =

∫ t
0D(s)ds/`2, x0 = x/`, v = q/q̄

(c̄ = gq̄). Не меняя обозначения t, получаем:

b̃(t) � b(t)`2q̄

D(t)
, v̇(t) = �b̃(t)v2(t)� (11)

� 4g`
∑0
∫ t

0
v̇(τ) exp

{
�n2π2[t� τ ]

}
dτ,

v(0) = 1 (начальные данные). Ограничимся
первыми k слагаемыми ряда. Обозначим:

zi(t) =

∫ t

0
v̇(τ) exp

{
� (2i� 1)2π2[t� τ ]

}
dτ.

Продифференцируем zi по t и подставим вме-
сто v̇ выражение (11) (сумма до n = 2k � 1):

żi =� b̃v2 �
[
(2i� 1)2π2 + 4g`

]
zi�

� 4g`(z1 + ...+ zi�1 + zi+1 + ...+ zk).

В итоге получаем следующую систему обык-
новенных дифференциальных уравнений:

d

dt


v
z1
...
zk

 =� b̃(t)v2(t)


1
1
...
1

� (12)

� 4g`


1 1 ... 1
α1 1 ... 1
...

...
. . .

...
1 1 ... αk



z1
z2
...
zk

,
αi � 1 + (2i� 1)2π2/(4g`), v(0) = 1, zi(0) = 0
(размерность матрицы (k + 1)� k).

×иñленнîе ìîäелиðîâание

Для численных экспериментов использова-
лись данные по никелю и нержавеющей стали
марки 12Х18Н10Т. Варьирование параметров
позволяет оценить степень чувствительности
(«производные») ТДС-спектра к выделенным
лимитирующим факторам. Для совпадения
результатов с решением исходной краевой за-
дачи разностным методом [22] потребовалось

интегрирование системы (12) порядка 10�15
(авторы пользовались пакетом Scilab 5.5). Ре-
зультаты моделирования представлены в [4].

Данные по никелю [5]: [E] = Дж/моль;
D = 7, 5�10�3 expf�40 000/RTg [см2/с]; bvol =
1, 53�10�18 expf�43 200/RTg [см4/с]; s = 1, 8�
10�2 expf�61 400/RTg; p̄ = 37, 4 [Торр]; ` =

0, 02 [cm]; T = 770 [K], T (0) = 295 [K]; Ṫ =
0, 5 [K/c]. Для определенности зафиксируем
b0 surf = 1, 53� 10�14 [см2/с]; g = 100 [1/с].

Данные по стали марки 12Х18Н10Т [5, 18]:
D = 3, 09 � 10�4 expf�27 780/RTg; bvol =
5, 05 � 10�13 expf�97 140/RTg; s = 7, 05 �
10�2 expf�59 510/RTg; T (0) = 300 К. Для
определенности b0 surf = 5, 05 � 10�9; ` = 0, 1;
g = 100; p̄ = 100; T = 850, Ṫ = 0, 5 [K/c].

Âûäеление îñîáеннîñòи
äлÿ óñкîðениÿ ñõîäиìîñòи

Проанализируем, почему при достаточно
точной аппроксимации интегро-дифференци-
ального уравнения (11) системой ОДУ (12)
требуется ввести относительно большое коли-
чество переменных zi(t). Функция

Θ(s) = 4
∑0

exp
{
�n2π2s

}
,
∑0
�
∑

n=1,3,5,...

имеет конечные значения при s > 0. Ряд быст-
ро сходится при больших s, а при формальной
подстановке s = 0 (когда переменная интегри-
рования τ достигает верхнего предела t) по-
лучаем расходящийся ряд. «Спасает» почлен-
ное интегрирование. При этом max jzi(t)j =
O(n�2) (n = 2i�1, i > 1), что приводит к мед-
ленной сходимости. Десяток-другой ОДУ ука-
занного выше типа не является вычислитель-
ной проблемой, но является препятствием для
использования метода специалистами в обла-
сти водородного материаловедения. Поставим
задачу найти компромисс: ОДУ должно быть
немного (4�5), чтобы можно было использо-
вать стандартные пакеты программ (напри-
мер, свободно распространяемый Scilab). Вы-
делим интегрируемую особенность и соответ-
ствующим образом «подправим» параметры
в уравнениях. Условно будем вести речь о ме-
тоде эффективных коэффициентов.

Проведем преобразования, используя тэта-
функции ßкоби. Точнее, нас интересует

θ3(t, x) = 1 + 2
∑1

n=1
expf�n2π2tg cos(2nπx).

При x = 0, t > 0 имеем альтернативное пред-
ставление θ3(t, 0)

(
см. [6, c. 179]; [11, c. 353]

)
:

1 + 2

1∑
n=1

expf�n2π2tg =
1p
πt

1∑
�1

exp
{
� n2

t

}
.
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Ряд слева быстро сходится при больших t,
а ряд справа � при малых значениях t (ко-
торые нас сейчас и интересуют). Если опре-
делить θ(t) =

∑
expf�πn2tg (n 2 Z, t > 0),

то получим функциональное уравнение для
тэта-функции [7, c. 261] θ(1/t) =

p
tθ(t), илиp

t
∑

expf�πn2tg =
∑

expf�πn2/tg (n 2 Z).
Проведем вспомогательные преобразова-

ния, разбивая промежуточную сумму на
нечетные и четные слагаемые:

1p
πt

1∑
�1

exp
{
�n

2

t

}
= 1 + 2

1∑
n=1

expf�n2π2tg =

= 1 + 2
∑0

+ 2

1∑
k=1

expf�k2π24tg =

= 2
∑0

+
1p
4πt

1∑
�1

exp
{
� n2

4t

}
.

Отсюда (после вычитания из первого ряда по-
следнего и удвоения) получаем искомое разло-
жение при s > 0:

Θ(s) � 4
∑0

exp
{
�n2π2s

}
=

1 + Sp
πs

,

S(s) � 2

1∑
n=1

qn
2

, q � � exp
{
� 1

4s

}
.

Ряд S очень быстро сходится при малых s.
При s ! +0 имеем S ! 0 и интегрируемую
особенность Θ � 1/

p
πs. Ряд еще и знакопе-

ременный, что влечет неравенства S < 0 (точ-
нее S 2 (�1, 0)) и jSj 6 2jqj. Последняя оцен-
ка грубая (по сравнению с S2m > S > S2m+1

в терминах частичных сумм), но нам ее будет
достаточно при относительно малых s. Гра-
фик функции �S(s) имеет S-образный вид
кривой насыщения и уже S(1) � �0, 999. В по-
лучаемом с помощью описанного представле-
ния Θ(s) уравнении

(
t > 0, v(0) = 1

)
v̇(t) =

= �b̃(t)v2(t)� κ
∫ t

0

1 + S(t� τ)√
π[t� τ ]

v̇(τ) dτ (13)

дробь (слабая особенность под интегралом)
быстро убывает от бесконечности (τ = t) до
практически нуля (τ = t � 1). Но не учиты-
вать более отдаленную предысторию опасно,
поскольку в общем случае (b̃ � 1, κ � 1)
функция jv̇(t)j быстро убывает с ростом t.

Оценим, насколько приемлемым (в контек-
сте ТДС-эксперимента) является приближе-
ние Θ(s) � 1/

p
πs, которое элементарной фор-

мулой выделяет интересующую нас особен-
ность (jSj � 1 при малых s). Для определен-
ности зададимся уровнем 2% ошибки в числи-
теле: 1 + S � 1, jSj 6 2 expf�1/4sg < 2 � 10�2.

Округленно получаем s 6 1/20. В эксперимен-
тальных работах точность измерений в ТДС-
эксперименте априорно оценивается в преде-
лах 10�20%. Ýто позволяет в рамках принятой
модели уравнение (11) переписать в форме

v̇(t) = �b̃(t)v2(t)�

� 4κ
∑0

∫ t�h

0
. . .� 4κ

∑0
∫ t

t�h
. . . (14)(

t > h, b̃ � q̄b`2/D, κ � g`
)
и в последней

сумме («главной части») воспользоваться ап-
проксимацией Θ(s) � 1/

p
πs (s = t� τ) с при-

емлемым ограничением 0 6 s 6 h = 1/20. Ýта
оценка в безразмерном («штрихованном») вре-
мени. Возвращаясь к исходному физическому
времени, имеем h0 �

∫ t
t�hDdξ/`2. Типичные

значения ` = 0, 02 см, D = 10�7(10�6) см2/c,
что приводит к грубой оценке h � 200(20) c.
Время h не является исчезающе малым в мас-
штабе часов ТДС-эксперимента. Таким обра-
зом, изложенный способ выделения главной
части интеграла не приводит к дополнитель-
ным особенностям математического характера
при обработке экспериментальных данных.
Метод ýôôеêтèвíûõ êоýôôèöèеíтов

В исходном уравнении (11) выделим в сум-
ме небольшое число слагаемых (для опреде-
ленности три с учетом быстрого роста показа-
теля в экспоненте n2 = 1, 9, 25):∑0

=
∑

1
+
∑

2
,∑

1
�
∑

n=1,3,5
,
∑

2
�
∑

n=7,9,...
.

Для
∑

1 введем, как и ранее, переменные

zi(t) =

∫ t

0
v̇(τ) exp

{
� n2π2[t� τ ]

}
dτ, n = 2i�1,

i = 1, 2, 3; zi(0) = 0, t > 0 ) zi < 0. Сумму∑
2 аппроксимируем, воспринимая ее как воз-

мущение. При этом выделим интегрируемую
особенность Θ(s) � 1/

p
πs (s = t � τ � 1) и

будем чередовать завышающие оценки с зани-
жающими. Öель: остаться в классе ОДУ невы-
сокого порядка (ценою соответствующей кор-
ректировки коэффициентов уравнений).

Фиксируем параметр h «опасного сближе-
ния» τ и t (t � τ 6 h) и рассмотрим началь-
ный отрезок времени t 2 [0, h]. Оценка 1/

p
πs

немного завышена (S < 0, jSj � 1), поверх-
ностная концентрация монотонно убывает при
вакуумной дегазации (v̇ < 0). Поэтому

�4κ
∑

2
6�4κ

∑0
6�κ

∫ t

0
v̇(τ)

1√
π[t�τ ]

dτ. (15)
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Считая погрешность оценки малой, вместо
уравнения (11) получаем

v̇(t) = �b̃(t)v2(t)� 4κ
∑
i=1,2,3

zi(t)�

� κ
∫ t

0

v̇(τ)√
π[t� τ ]

dτ, t 2 [0, h]. (16)

Переменные zi(t) введены для учета «эф-
фекта накопления» к последующему интегри-
рованию на интервале t > h. При малом h и
начальных данных zi(0) = 0 ими можно прене-
бречь (даже уменьшив погрешность, исполь-
зуя сразу правое неравенство в (15)):

v̇(t) = �b̃(t)v2(t)� κ
∫ t

0

v̇(τ)√
π[t� τ ]

dτ, (17)

v(0) = 1, t 2 [0, h]. Для переменной w(t) = v̇(t)(
v(t) = 1 +

∫ t
0 w dτ

)
получили нелинейное ин-

тегральное уравнение с так называемой сла-
бой особенностью. Если иметь в виду итерации
v̇0(t) = �b̃(t)v20(t) (v0(0) = 1), w0 = �b̃v20,

wk+1(t) = �b̃(t)v2k(t)� κ
∫ t

0

wk+1(τ)√
π[t� τ ]

dτ,

то можно воспользоваться развитой теорией
линейных интегральных уравнений со слабой
особенностью [9] или операционным исчисле-
нием (справа свертка wk+1(t) � 1/

p
πt ). Такие

итерации, излишне усложняющие общий вы-
числительный алгоритм, трудно интерпрети-
ровать физически. К тому же использовалась
завышенная оценка Θ � 1/

p
πs в (15).

Заметим, что за счет особенности знаме-
нателя «наибольший вклад» в свертку функ-
ций v̇(t) � 1/

p
πt вносят значения v̇(τ), τ �

t. Заменим под интегралом v̇(τ) на v̇(t)
(с погрешностью дроби O(

p
t� τ)). С уче-

том убывания абсолютной величины скорости
изменения поверхностной концентрации это
приводит к занижению интегрального слага-
емого, что является определенной компенса-
цией предшествующего завышения. Здесь на-
помним, что плотность термодесорбции опре-
деляется как J = bq2, так что монотонное
уменьшение q(t) (v = q/q̄) c одновременным
более интенсивным ростом b(T (t)) по мере на-
грева приводит к немонотонному ТДС-пику.
В итоге, интегрируя особенность, вместо (16)
приходим к ОДУ

v̇(t)
[
1 + 2κ

√
t/π
]

= �b̃(t)v2(t)� 4κ
∑

i
zi(t).

В случае (17) сумма zi будет отсутствовать.
Отметим, что коррекция коэффициента при v̇

соответствует физическому смыслу: в исход-
ном уравнении (11) мы убрали в правой части
положительные слагаемые, что уменьшает v̇,
но множитель [. . .] это компенсирует.

С учетом żi(t) = �n2π2zi(t)+ v̇(t) получаем
следующую систему ОДУ (v = v(t), zi = zi(t)):

v̇ =�b̂ v2� 4κ̂z1 � 4κ̂z2 � 4κ̂z3,

ż1 = �b̂ v2�
[
4κ̂ + π2

]
z1 � 4κ̂z2 � 4κ̂z3,

ż2 = �b̂ v2�4κ̂z1 �
[
4κ̂ + 9π2

]
z2 � 4κ̂z3,

ż3 = �b̂ v2�4κ̂z1�4κ̂z2�
[
4κ̂ + 25π2

]
z3,

(18)

для которой v(0) = 1, zi(0) = 0, b̂ = b̂(T (t)) �
b̃(T (t))/[1 + 2κ

√
t/π], κ̂ � κ/[1 + 2κ

√
t/π] (ко-

гда h относительно мало [. . .] � 1). По срав-
нению с исходной системой произошла лишь
корректировка коэффициентов за счет анали-
за особенности при τ ! t в интегралах.

При переходе к интервалу t > h рассмот-
рим уравнение (14) при t > 0, для единооб-
разия формально полагая v̇(τ) = 0, τ < 0.
В силу относительной малости h во второй
сумме воспользуемся аппроксимаций Θ(s) �
1/
p
πs. В первой сумме оставим «главные»

первые слагаемые. При этом отбрасываем по-
ложительную величину. В порядке компенса-
ции верхний предел интегрирования t � h за-
меним на близкий t. Приходим к уравнению

v̇(t) = �b̃(t)v2(t)� 4κ
∑
i=1,2,3

zi(t)�

� κ
∫ t

t�h

v̇(τ)√
π[t� τ ]

dτ, t > 0.

Далее с учетом подынтегральной особенности
заменяем v̇(τ) на v̇(t) (памятуя о v̇(τ) = 0,
τ < 0) и получаем систему (18). Только при
t > h заменяем [1+2κ

√
t/π] на «установившее-

ся» значение [1+2κ
√
h/π]. При использовании

пакетов программ (например, Scilab) можно
использовать универсальную запись системы
в форме (18) для t > 0 c применением функ-
ции насыщения sat: [. . .] = 1+2κ

√
sat(t/h)h/π.

Приведенные рассуждения в совокупности
с исходными физико-химическими упрощени-
ями можно подытожить в совокупности: пред-
ложена простейшая модель (18) термодесорб-
ции с учетом динамического взаимодействия
поверхностных процессов с диффузией. По
функции v(t) = q(t)/q̄ (t = t0) после возвраще-
ния к физическому времени получаем модель-
ный ТДС-спектр J(T ) = b(T )q2(t) (T (t)$ t).

Прокомментируем рисунок 1. Увеличение
безразмерного параметра h ухудшает аппрок-
симацию особенности, но улучшает возможно-
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сти приближения «хвоста» (t− τ > h) неболь-
шим числом переменных zi(t). Восходящий
фронт ТДС-спектра аппроксимируется с вы-
сокой точностью в широком диапазоне h, по-
грешность накапливается к окрестности пи-
ка. Динамика аппроксимации пика немоно-
тонна по h (значения указаны по убыванию
max). При этом, например, h = 0, 1 лучше
«выглядит на пике», а h = 1 точнее на спа-
де (T > 600 K). С учетом значительной по-
грешности определения плотности потока тер-
модесорбции минимизация какой-либо невяз-
ки непринципиальна. Вычислительные экспе-
рименты приводят к приемлемому диапазо-
ну 0, 1 < h < 0, 8. Рисунок 2 демонстриру-
ет искомую «седловую точку»: и h = 0, 3 не
мал, и i 6 3 невелико. Более того, систе-
ма (18) проявляет устойчивость параметри-
ческой идентификации в следующем смысле.
Возьмем завышенное значение h = 10 (в том

числе и при пересчете на реальное время ТДС-
эксперимента). Судя по рисунку 1, для ком-
пенсации возникшей существенной погрешно-
сти формально следует уменьшить запас во-
дорода в образце (уменьшить c̄). Достаточно в
приемлемых пределах изменить исходные зна-
чения параметров (увеличить предэкспоненту
b0 на 12% или уменьшить g на 11%), что-
бы получить удовлетворительное приближе-
ние ТДС-спектра. За «эталон» принят график,
полученный решением исходной краевой зада-
чи разностным методом [22].

Рисунки 3, 4 демонстрируют возможности
аппроксимации в более сложном случае, ко-
гда наблюдается двухпиковая структура ТДС-
спектра. Отметим, что обычно этот эффект
интерпретируется как влияние ловушек с раз-
личными энергиями связи (в модели этого нет,
хотя технически нетрудно добавить соответ-
ствующие слагаемые в уравнение диффузии).

Рис. 1. Система (18), влияниеh (никель)

J(T(t)) 10-14

T

t

.

Ni

h = 0.3

i < 5

i < 3

i < 1

Рис. 2. Система вида (18) порядка 2–6

material
12X18H10T

J(T(t)) 10-14.

T

h = 10, 5, 0.5, 1

i < 5

Рис. 3. Система вида (18), влияниеh (сталь)

J(T(t)) 10-14.

T

t

material 12X18H10T

h = 0.1, 1, 10

i < 3

h = 10

i < 7

1.5

1.2

0.9

0.6

0.3

Рис. 4. Система вида (18), сталь
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Метод шагов

Вернемся к уравнению (13), полагая (для
единообразия) формально v̇(τ) = 0 при τ < 0.
Поскольку S(1) � −0, 999, то фактически
предыстория «длины» более чем h0 = 1 за-
бывается и можно перейти к уравнению

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)−κ
t∫

t−h0

1+S(t−τ)√
π[t− τ ]

v̇(τ) dτ. (19)

Ограничимся сначала отрезком t 2 [0, h],
h 6 h0. Особенность при τ � t (S(+0) =
0) позволяет в первом приближении заменить
v̇(τ) � v̇(t). Получаем ОДУ:

v̇(t)
[
1 + fσ(t)+2

p
tgκ/

p
π
]

= −b̃(t)v2(t), (20)

σ(t) �
∫ t

0

S(s)p
s
ds,

S(+0)p
+0

= 0.

В силу S(s) = 2
∑1

n=1 q
n2 (q = − expf−1/(4s)g)

особенность в нуле подынтегральной функции
несущественна. Можно численно интегриро-
вать по s 2 [ε, t], заменив нижний предел на
малое ε > 0 (скажем, 10−4). Графики функ-
ций S(s) и S(s)/

p
s изображены на рисунке 5.

Ряд S быстро сходится при s 2 [0, 1], достаточ-
но десятка слагаемых. При переходе к t > h,
учитывая в (19) только интеграл по τ 2 [t −
h, t], следует только «заморозить» коэффици-
ент [. . .] при v̇(t): σ(t) ! σ(h),

p
t !

p
h. Ре-

зультат моделирования иллюстрируют рисун-
ки 6, 7. Если обрабатывать данные, соответ-
ствующие восходящему фронту ТДС-пика, то
уже одного скалярного уравнения (20) доста-
точно для оценки коэффициентов модели. Для
всей кривой нужно пользоваться более точ-
ным приближением, чем v̇(τ) � v̇(t).

s

S(s) = 2      q   ,    q =   exp{   1/(4s)},    N > 10 
2

n=1

N

n

S(s)

S(s)
s

{   (s) + 2   s }

S(  )
0

s

(s) =             d

Рис. 5. Функции S(s) и S(s)/
p
s

J(T(t)) 10-13

t

.

T

Ni

h = 1

Ni

h = 0.1

h = 0.05

Рис. 6. ТДС-спектр (никель), метод шагов

h = 1

T

J(T(t)) 10-13.

material
12X18H10T

t
1200 1400

Рис. 7. ТДС-спектр (сталь), метод шагов

Уточнение подынтегральной аппроксима-
ции можно провести следующим образом.
Фиксируем шаг h, например h = h0. В урав-
нении (19) воспользуемся под интегралом ли-
нейной интерполяцией v̇(τ) � v̇(t) + A[t − τ ].
Параметр A является константой по отноше-
нию к переменной интегрирования τ . На от-
резке [kh, (k + 1)h] (k > 0) полагаем A =
−(v̇(t) − v̇(kh))/(t − kh), чтобы при τ = kh
получить «предыдущее» значение v̇(kh).

Вместо линейной интерполяции можно вос-
пользоваться квадратичным приближением
v̇(τ) � v̇(t) + A[t − τ ] + B[t − τ ]2. Условия
τ = t) v̇(t), τ = kh) v̇(kh) приводят к уточ-
нению: t 2 [kh, (k + 1)h], τ 2 [kh, t],

v̇(τ) � v̇(t)− v̇(t)− v̇(kh)

t− kh
[t− τ ]−

−B[t− kh][t− τ ] +B[t− τ ]2.
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Выбор B < 0 позволяет учесть вогнутость
функции v̇ (v̇ < 0). Подчиним B условию
гладкой склейки уравнений: v̇((k + 1)h� 0) =
v̇((k+1)h+0). Здесь не будем приводить уточ-
няющие математические выкладки.

В заключение приведем реализацию мето-
да шагов при малом h, когда можно пользо-
ваться приближением Θ(s) � 1/

p
πs во вто-

ром интеграле в правой части уравнения (14).
Ограничимся линейной интерполяцией v̇(τ) �
v̇(t) +A[t� τ ], A = �(v̇(t)� v̇(kh))/(t� kh).

Фиксируем шаг h безразмерного времени
(t = t0) для удовлетворительной аппрокси-
мации Θ(s) � 4

∑0exp
{
� n2π2s

}
� 1/

p
πs(

s 2 (0, h], s = t�τ
)
. Воспользуемся этой оцен-

кой на начальном отрезке t 2 [0, h] в исходном
интегро-дифференциальном уравнении (11):

v̇ = �b̃v2 � 4g`
∑0

∫ t

0
. . .)

v̇(t) = �b̃(t)v2(t)� κ
∫ t

0

v̇(τ)√
π[t� τ ]

dτ.

В свертке v̇(t) � 1/
p
πt вторая функция явля-

ется оценкой, так что разумно вместо «точ-
ного» решения аппроксимировать и первую
функцию. Поскольку из-за особенности наи-
больший вес имеют значения v̇(τ) при τ � t,
то после замены v̇(τ) на v̇(t) приходим к за-
даче v̇(t) = �b̂(t)v2(t) (v(0) = 1), где b̂ =

b̃/
[
1+2κ

√
t/π

]
. В квадратурах получаем кон-

кретные функции v1, v̇1. Подставляя v̇1 под
интеграл, получаем уравнение Риккати v̇ =
�b̃v2 +f1(t). Èтерации можно повторять. Но в
итоге получим алгоритм, сравнимый по «энер-
гоемкости» с решением исходной краевой за-
дачи разностными методами. В целях упро-
щения воспользуемся под интегралом линей-
ной интерполяцией v̇(τ) � v̇(t) + A[t � τ ].
С учетом v̇(0) = �b̃(0) получаем значение
A = �[v̇(t) + b̃(0)]/t и уравнение Риккати

v̇(t)
[
1 +

4κ
p
t

3
p
π

]
= �b̃(t)v2(t) +

2κb̃(0)
p
t

3
p
π

,

v(0) = 1, t 2 [0, h]. В физических терминах
уравнение v̇ = �b̃v2 соответствует быстрой де-
сорбции водорода с поверхности без диффузи-
онной «подкачки» из обúема. Дроби корректи-
руют уравнение с учетом растворения и диф-
фузии (κ = g`, t = t0(D)): формально умень-
шается коэффициент десорбции и появляется
положительное слагаемое в правой части.

Переходим к отрезку t 2 [kh, (k + 1)h]
(k > 1), выделяя при τ ! t особенность:

v̇(t)=�b̃(t)v2(t)�κ
t∫

kh

v̇(τ)√
π[t�τ ]

dτ�4κΦk(t), (21)

Φk(t) �
∑0
∫ kh

0
. . . =

=
∑0 k�1∑

j=0

∫ (j+1)h

jh
v̇(τ) exp

{
� n2π2[t� τ ]

}
dτ.

В уравнении (21) в рамках линейной интерпо-
ляции заменяем (t 2 [kh, (k + 1)h])

v̇(τ) � v̇(t)� v̇(t)� v̇(kh)

t� kh
[t� τ ]. (22)

Заметим, что в силу монотонного стремления
к нулю v̇ < 0 правая часть меньше левой. ×то-
бы компенсировать завышенные оценки Θ(s)
и �v̇(τ) в (21), при аппроксимации функции
Φk(t) будем пользоваться для интегралов фор-
мулой правых прямоугольников:

Φk(t) � Ψk(t) �
∑k

j=1
v̇(jh)Ξ(t� jh), t > kh,

Ξ(ξ) �
∑

1,3,...,N

1� e�n2π2h

n2π2
e�n

2π2ξ, ξ > 0.

Функция Ξ табулируется предварительно,
N � 1 (формально N = +1). Влия-
ние предыстории быстро снижается, так что
достаточно удерживать несколько последних
слагаемых по j (j = k, j = k � 1, . . . ). Приме-
нение формулы трапеций не приводит к суще-
ственному уменьшению погрешности.

В итоге в качестве упрощенной модели в
классе ОДУ предлагается

v̇(t)
[
1 +

4κ
p
t� kh

3
p
π

]
= �b̃(t)v2(t)�

�2κ
p
t� kh

3
p
π

wk � 4κΨk(t), k > 0, (23)

wk � v̇(kh), t 2 [kh, (k + 1)h], v(0) = 1(
Ψ0(�) = 0, w0 = �b̃(0)

)
.

Рисунки 8, 9 показывают, что параметр
h можно значительно увеличить при явном
учете интегральной предыстории функция-
ми Φk(t). На рисунках 10, 11 формальное зна-
чение N = 0 соответствует отсутствию учета
предыстории.
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Рис. 11. Модель (23), влияние N

Êвадрати÷ное ñглаживание. Воспользуем-
ся в (21) вместо линейной интерполяции (22)
квадратичной: v̇(τ) � v̇(t)+A[t�τ ]+B[t�τ ]2.
В силу τ = t) v̇(t), τ = kh) v̇(kh) получаем

v̇(τ) � v̇(t)� v̇(t)� v̇(kh)

t� kh
[t� τ ]�

�B[t� kh][t� τ ] +B[t� τ ]2, (24)
t 2 [kh, (k + 1)h], τ 2 [kh, t]. Выбор B < 0 поз-
волит учесть вогнутость функции v̇ (v̇ < 0).
Подберем значение параметра B < 0 из усло-
вия «гладкой склейки» уравнений (23).

Подстановка вместо (22) квадратичной ап-
проксимации (24) в (21) приводит к появлению
в правой части уравнения (23) дополнительно-
го слагаемого Qk(t) � 4Bκ[t� kh]5/2/[15

p
π]:

v̇(t)
[
1 +

4κ
p
t� kh

3
p
π

]
= �b̃(t)v2(t)�

� 2κ
p
t� kh

3
p
π

wk � 4κΨk(t) +Qk(t). (25)

Сравним теперь k-е уравнение при значении
t = (k + 1)h = (k + 1)h� 0 с (k + 1)-м уравне-
нием при t = (k + 1)h = (k + 1)h+ 0:

v̇
[
1 +

4κ
p
h

3
p
π

]
= �b̃v2 � 2κ

p
h

3
p
π
wk+

+
4Bκ
15
p
π
h5/2 � 4κΨk((k + 1)h), (26)

v̇
(
(k + 1)h

)
= �b̃((k + 1)h

)
v2((k + 1)h

)
�

� 4κΨk+1((k + 1)h). (27)

Замечаем, что Ψk+1((k + 1)h) =

= Ψk((k + 1)h) + v̇
(
(k + 1)h

)
γ(h),

γ(h) �
∑0 1� e�n2π2h

n2π2
.

Здесь для Ξ(0) полагаем N ! +1. Подчи-
ним выбор h и B условиям: 3

p
πγ(h) =

p
h,

2Bh2 = 5wk. Тогда уравнения (26) и (27) сов-
падут. Ýто означает, что при переходе к по-
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следующему h-слою по времени будет непре-
рывной не только траектория v(t) (по построе-
нию), но и производная v̇(t). Кроме того, полу-
ченное значение Bk � B отрицательное в силу
wk < 0, т. е. учитывается вогнутость v̇(t).

Осталось требование γ(h)/
p
h = 1/[3

p
π].

При h! +1 имеем∑0 1− e−n2π2h

n2π2
!
∑0 1

n2π2
=

1

8
) γ(h)p

h
! 0.

Если h ! +0, то по правилу Лопиталя
lim γ(h)/

p
h = lim 2

p
h
∑0e−n2π2h = lim 2

p
h �

1/[4
p
πh] = 1/[2

p
π] > 1/[3

p
π]. Подходя-

щее значение h > 0 определяется численно.
Оценка h < 1 для возможности сглаживания
«на стыке шагов» согласуется с приведенными
выше физическими соображениями.

Рисунок 12 демонстрирует однозначность
выбора h из условия сглаживания γ(h) =p
h/[3
p
π]. Рисунки 13 и 14 показывают, что

модель (25), требующая лишь численного ин-
тегрирования скалярного ОДУ на текущем

отрезке безразмерного времени t = t0 2
[kh, (k + 1)h], эффективно воспроизводит за-
висимости, представленные в [22], которые по-
лучены «точным» решением исходной краевой
задачи разностным методом (или системы (12)
порядка � 10).

h

h

1
8
_

Рис. 12. Модель (25), выбор h
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J(T(t)) 10-13.

material

12X18H10T

b0 = 10 
-8

[b0] = см2
/с.b0 = 2 10 

-9

Eb = 100

[Eb] = кДж/моль

Eb = 90

Рис. 14. Модель (25), влияние b0, Eb

Заключение

В статье представлена краевая задача тер-
модесорбции с нелинейными динамически-
ми граничными условиями для моделирова-
ния ТДС-спектра дегазации конструкционно-
го материала, предварительно насыщенного
водородом. Решение прямой задачи необхо-
димо для качественного сопоставления с экс-
периментальными данными и как итераци-
онная составляющая алгоритма параметриче-
ской идентификации. Вариации параметров
позволяют оценить чувствительность ТДС-
спектра к изменению выделенных лимитиру-
ющих факторов. Для моделирования термо-

десорбционного потока предложен вычисли-
тельный алгоритм, требующий (вместо при-
ближенного решения распределенной краевой
задачи с текущими приближениями парамет-
ров) лишь интегрирования нелинейной систе-
мы ОДУ невысокого порядка. Представлены
различные модификации с целью понижения
порядка системы на основе выделения инте-
грируемой особенности. Приведены результа-
ты вычислительных экспериментов, использу-
ющих экспериментальные данные по никелю
и стали 12Х18Н10Т.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(грант №15-01-00744).
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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА СО СВОБОДНОЙ ГРАНИЦЕЙ:
ГИДРИРОВАНИЕ ЦИРКОНИЕВОГО СПЛАВА

Ю. В. Заика, Н. И. Родченкова

Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Одним из важных требований к изделиям из циркониевых сплавов активной
зоны реакторов является низкое поглощение водорода, поскольку водородное
охрупчивание может стать одной из причин разрушения циркониевой оболоч-
ки. В зависимости от уровня содержания водорода и температуры эксплуата-
ции водород может находиться в циркониевых сплавах в виде твердого рас-
твора или в виде гидридов. Наибольший охрупчивающий эффект оказывают
гидриды, так как они могут служить участками образования и развития тре-
щин. Проблема состоит в моделировании динамики свободной границы фазово-
го перехода и оценке распределений концентраций в гидриде и в сплаве. В ста-
тье представлены математическая модель гидрирования циркониевого спла-
ва с учетом фазового перехода (гидридообразования), итерационный вычисли-
тельный алгоритм решения нелинейной краевой задачи со свободной границей
раздела фаз на основе неявных разностных схем и результаты вычислительных
экспериментов.

Ключ е вы е c л о в а: гидрирование; нелинейные краевые задачи со свободной
границей; разностные схемы; численное моделирование.

Yu. V. Zaika, N. I. Rodchenkova. BOUNDARY-VALUE
PROBLEM WITH FREE BOUNDARY: ZIRCONIUM ALLOY
HYDROGENATION
One of the most important requirements for the reactor’s active zone materials
(made of zirconium alloys) is low hydrogen absorptivity since hydrogen
embrittlement may cause zirconium cladding damage. Depending on the hydrogen
content and operation temperature, hydrogen may be present in zirconium alloys
as a solid solution or as hydrides. Hydrides have the greatest embrittlement
effect on alloys as they can form and enlarge cracks. The problem is to model
the dynamics of the moving boundary of phase transition and to estimate the
concentration distribution in hydride and in solution. This paper presents a
mathematical model of zirconium alloy hydrogenation taking into account phase
transition (hydride formation), the iterative computational algorithm for solving
the nonlinear boundary-value problem with free phase boundary based on implicit
difference schemes, and the results of computational experiments. This work is
supported by the Russian Foundation for Basic Research (Project No. 15-01-00744).

K e ywo r d s: hydrogenation; nonlinear boundary-value problems with free phase
boundary; difference schemes; numerical simulation.
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Введение

Интерес к взаимодействию изотопов водо-
рода с конструкционными материалами но-
сит многоплановый характер [1–9]. Энтузиа-
сты говорят не только об энергетике, но и о
водородной экономике [6]. Некоторые матема-
тические модели дегидрирования и водородо-
проницаемости, связанные с тематикой дан-
ной статьи, исследованы в [10–14]. Одним из
важных требований к изделиям из цирконие-
вых сплавов активной зоны реакторов явля-
ется низкое поглощение водорода, поскольку
водородное охрупчивание может стать одной
из причин разрушения циркониевой оболочки.
В зависимости от уровня содержания водоро-
да и температуры эксплуатации водород мо-
жет находиться в циркониевых сплавах в виде
твердого раствора или в виде гидридов. Наи-
больший охрупчивающий эффект оказывают
гидриды, так как они могут служить участка-
ми образования и развития трещин.

При разработке математической модели
гидрирования авторы следовали работе [15].
Проблема состоит в моделировании динамики
свободной границы фазового перехода и оцен-
ке распределений концентраций в гидриде и
в сплаве. В статье представлены математиче-
ская модель гидрирования пластины из цир-
кониевого сплава с учетом фазового перехо-
да (гидридообразования) и итерационный вы-
числительный алгоритм решения нелинейной
краевой задачи со свободной границей раздела
фаз на основе неявных разностных схем.

Математическая модель
гидрирования

Вначале кратко опишем условия экспери-
мента (подробнее см. [15]). Пластина из спла-
ва Zr−1Nb шлифуется с одной стороны, дру-
гая сторона практически водородонепроница-
ема, торцами пренебрегаем; температура об-
разца T и давление газообразного водорода p
поддерживаются постоянными (предпринима-
ются специальные меры охлаждения).

Выделим тонкий объемный слой, в кото-
ром при относительно большом давлении на-
пуска (p ≈ 2 атм) распределение H можно
считать равномерным. Только с некоторой на-
чальной глубины `0 начинает ощущаться диф-
фузионное сопротивление. Когда концентра-
ция растворенного атомарного водорода до-
стигает определенного предела, этот слой об-
разует начальную корку гидрида. Дальней-
ший перенос водорода в образец уже осуществ-
ляется сквозь растущий слой гидрида.

Обозначим: L — толщина пластины; `0 —
толщина слоя, в который водород абсорбиру-

ется относительно легко и еще не ощущает-
ся диффузионное сопротивление (будущая на-
чальная корка гидрида); u(t) — концентрация
H в `0-слое (1H/см3); Q — концентрация, по
достижении которой решетка перестраивает-
ся и раствор преобразуется в гидрид; c(t, x) —
концентрация H в (L − `0)-слое; µ — газо-
кинетическая константа. Температура пласти-
ны и давление напуска водорода постоянны
(T = const, p = const). Схематически обозна-
чения изображены на рисунке 1.

Q

u(t)

H

H2

p
Zr-1Nb

-фаза
раствор

Ll00

c(t,x)

-фаза
гидрид

Рис. 1. Этап I (начальное насыщение)

Согласно кинетической теории газов плот-
ность Jp падающего на поверхность потока ча-
стиц (в данном случае молекул H2) связана
с давлением p по формуле Герца–Кнудсена:
Jp = p/

√
2πmkT (k — постоянная Больцмана,

m — масса молекулы H2). В контексте экс-
перимента удобно в качестве единиц измере-
ния выбрать [x, `, L] = см, [p] = Торр. То-
гда численно получаем зависимость Jp = µp,
µ(T ) ≈ 2, 474 · 1022/

√
T
(
[µ] = 1H2

/(Торр см2 с),
[T ] = К, под корнем численное значение

)
. По-

скольку диффундирует атомарный водород,
то для единообразия подсчет будем вести в
атомах H: Jp = 2µp. Но только малая часть H
окажется в абсорбированном состоянии: Jabs =
2µsp (s� 1). Множитель s имеет смысл доли
налетающих H, которые оказались в итоге в
приповерхностном объеме. Объединяем более
элементарные стадии физадсорбции, диссоци-
ации и растворения в одну: s — эффективный
коэффициент абсорбции.

Этап I: растворение H в Zr−1Nb

Для диффузионного слоя толщины (L−`0)
имеем стандартную краевую задачу:

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, x ∈ (`0, L), t > 0, (1)

c(0, x) = 0, x ∈ [`0, L],

c(t, `0) = u(t), ∂xc(t, L) = 0. (2)
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Граничное условие c(t, `0) = u(t) отражает
непрерывность распределения H в сплаве, а
∂xc|L = 0 — непроницаемость стороны пла-
стины x = L. Здесь и в дальнейшем счита-
ем, что коэффициенты подчиняются закону
Аррениуса по температуре, в частности D =
D0 exp

{
−ED/[RT ]

}
. В течение одного экспе-

римента поддерживается T = const.
Для концентрации u(t) запишем ОДУ, ис-

ходя из баланса потоков:

u̇(t)`0 = 2µsp− bu2 +D∂xc
∣∣
`0
, u(0) = 0. (3)

Содержательный смысл: за одну секунду че-
рез 1 см2 абсорбировалось за счет давления
2µsp атомов H, но есть встречный поток де-
сорбции bu2 (b — эффективный коэффициент
рекомбинации) и диффузионный отток. Рас-
согласование плотностей этих потоков идет на
накопление атомов водорода в `0-слое (u̇`0).
Уравнение (3) нужно рассматривать совмест-
но с (1)–(2), поскольку u(t) определяет гра-
ничную концентрацию в (2). При небольшом
p (без образования гидрида) в равновесии (ко-
гда производные равны нулю) имеем

2µsp− bū2 = 0⇒ ū = Γ
√
p, Γ ≡

√
2µs/b.

Следовательно, динамика (3) в статике согла-
суется с законом Сивертса ū ∝ √p, Γ — ко-
эффициент растворимости. Подчеркнем, что
речь о растворенном атомарном диффузи-
онно подвижном водороде. В эксперимен-
те «насыщение-дегазация» учитывается общее
поглощение водорода, включая обратимый за-
хват и гидридные фазы — коэффициент Γ мо-
жет иметь другой смысл и численное значе-
ние. Технически нетрудно учесть обратимый
захватH в (L−`0)-слое дефектами материала,
но в рассматриваемой задаче считаем ловуш-
ки второстепенным фактором.

Этап II: гидридообразование и движение
границы фазового перехода

По достижении u(t) порогового уровня Q =
Q(T ) происходит образование гидрида. Счита-
ем, что этот переходный процесс относительно
быстрый. Итак, u(t) = Q ⇒ `0-корка превра-
тилась в гидрид. Начинаем новый отсчет вре-
мени (t = 0) и моделируем рост гидридной фа-
зы. К этому моменту c(0, x) = ϕ(x) (распреде-
ление растворенного водорода с предыдущего
этапа), ϕ(`0) = Q, `0-слой уже гидридный и
сквозь него диффундирует растворенный H.
Обозначим концентрацию H в гидриде через
v(t, x). Общая концентрация равна Q+v(t, x).
Схематически обозначения изображены на ри-
сунке 2.

Q

Ll0

c(t,x)

l(t)

v(t,x)

H2

p

-фаза
гидрид

0

Zr-1Nb

-фаза
раствор

Рис. 2. Этап II (движение фазового перехода)

В пластине с растущей коркой гидрида
(x = `(t) — граница раздела фаз, `(0) = `0)
запишем диффузионные уравнения:

∂v

∂t
= D∗

∂2v

∂x2
, x ∈

(
0, `(t)

)
, (4)

v(0, x) = 0, x ∈ [0, `0],

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, x ∈

(
`(t), L

)
, (5)

c(0, x) = ϕ(x), x ∈ [`0, L].

Здесь D∗ — коэффициент диффузии H в но-
вом материале (гидриде). Граничные условия
на «входе-выходе» запишем аналогично I :

2µs∗p− b∗v2(t, 0) = −D∗
∂v

∂x

∣∣∣
x=0

,
∂c

∂x

∣∣∣
L

= 0.

(6)

В гидриде градиент концентрации возника-
ет практически сразу, поскольку диффунди-
ровать сквозь δ-фазу значительно труднее.
Нет «накопительного» слоя (аналога `0-слоя
на этапе I). Граница раздела фаз x = `(t)
уже подвижна, и для «склейки» диффузион-
ных уравнений требуется два условия на стыке
x = `(t).

Начнем с уравнения типа Стефана, описы-
вающего динамику движения свободной гра-
ницы раздела фаз:[

v
(
t, `(t)

)
+Q− c

(
t, `(t)

)]
˙̀(t) =

= −D∗
∂v

∂x

∣∣∣
`(t)

+D
∂c

∂x

∣∣∣
`(t)
.

Появляется разрыв концентраций:

v(t, `) +Q > Q > c(t, `), ` = `(t), t > 0.

При этом концентрация v(t, `) должна быть
пренебрежимо малой (нет существенного «со-
противления» со стороны Zr-сплава). Прини-
маем v(t, `(t)) = 0. Поступающий поток из δ-
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фазы практически полностью уходит на фор-
мирование нового слоя гидрида (сдвиг грани-
цы x = `(t)) и в раствор.

Таким образом, принимаем следующие
условия на свободной границе раздела фаз:

v(t, `(t)) = 0,[
Q− c(t, `(t))

]
˙̀(t) = −D∗

∂v

∂x

∣∣∣
`

+D
∂c

∂x

∣∣∣
`
. (7)

Вначале [. . . ] = 0
(
c(0, `0) = ϕ(`0) = Q

)
, по-

том (t > 0) появляется разрыв концентраций(
[. . . ] > 0

)
и ˙̀(t) > 0. Фронт движется с кон-

центрацией Q (общей) в сторону x = L. В пре-
деле (t → +∞) имеем `(t) → L. Скорость
движения фронта замедляется. Уровень c(t, x)
выравнивается и медленно растет до значения
Q в пределе, когда слоем Zr−1Nb уже можно
практически пренебречь.

Вычислительный алгоритм

Этап I: растворение H в Zr−1Nb

Следуя технике разностных схем, введем
сетку {xm = `0 +mhx, m = 0, 1, . . . ,M} (hx =
(L−`0)/M) по пространственной переменной и
сетку по времени {tn = nht, n = 0, 1, . . .}. Обо-
значим через {Cn

m}, {Un} приближенные зна-
чения концентраций в (L− `0)-слое (c(tn, xm))
и в `0-слое (u(tn)) соответственно. Рассмотрим
неявную схему для уравнения диффузии (1) и
неявный метод Эйлера для ОДУ (3)

Cn+1
m − Cn

m

ht
= D

Cn+1
m−1 − 2Cn+1

m + Cn+1
m+1

h2x
, (8)

`0
Un+1 − Un

ht
= 2µsp− b(Un+1)2+

+D
−3Cn+1

0 + 4Cn+1
1 − Cn+1

2

2hx
, Cn+1

0 = Un+1.

Рассмотрим уравнения перехода с n-го слоя на
(n+1)-й слой по времени (n > 0, 0 < m < M):
w ≡ h2xh−1

t D−1,

Cn+1
m−1 − [w + 2]Cn+1

m + Cn+1
m+1 + wCn

m = 0.

Значения в начальный момент времени извест-
ны: C0

m = U0 = 0 (0 6 m 6 M). Следуя мето-
ду прогонки (алгоритм Томаса), ищем прибли-
женные значения концентрации в узлах сетки
на (n+ 1)-м слое по времени в виде

Cn+1
m = αm+1C

n+1
m+1 + βm+1, m = 0, . . . ,M − 1.

Прогоночные коэффициенты следующие
(m = 1, 2, . . . ,M − 1): αm+1 = [2 + w − αm]−1,

βm+1 =
βm + wCn

m

2 + w − αm
. (9)

Для нахождения начальных коэффициен-
тов α1, β1 воспользуемся следующими сооб-
ражениями. Подсчитаем предварительно зна-
чения Cn+1

1,2 по явной разностной схеме (в ра-
венстве (8) справа заменяем n+ 1 на n). На
(n + 1)-м слое по времени аппроксимируем
производную ∂xc|`0 ≈ [−3Cn+1

0 + 4Cn+1
1 −

Cn+1
2 ]/2hx и подставим в ОДУ (3). Принимая

во внимание первое из граничных условий (2),
имеем Un+1 = Cn+1

0 . В итоге получаем вы-
ражение Cn+1

0 = f0(C
n+1
1 , Cn+1

2 ) (положитель-
ный корень квадратного уравнения):

b(Cn+1
0 )2 +A1C

n+1
0 +A2 = 0,

A1 = `0 h
−1
t + 3D[2hx]−1, A2 = −2µsp+

+D[Cn+1
2 − 4Cn+1

1 ][2hx]−1 − `0Unh−1
t .

Зная численное значение Cn+1
0 и выражение

Cn+1
0 = α1C

n+1
1 + β1, получаем α1 = 0, β1 =

Cn+1
0 . По α1, β1 вычисляем оставшиеся прого-

ночные коэффициенты αm, βm, m = 2, . . . ,M .
Ближайшая цель — найти значение Cn+1

M ,
необходимое для реализации метода прогонки.
Рассмотрим второе краевое условие непрони-
цаемости при x = L в (2). Используем разност-
ную аппроксимацию

∂xc|x=L ≈ [Cn+1
M−2 − 4Cn+1

M−1 + 3Cn+1
M ]/2hx = 0

и находим выражение Cn+1
M =

= [(4−αM−1)βM −βM−1][(αM−1−4)αM +3]−1.

Следующий этап: с текущими приближе-
ниями значений Cn+1

0 , Cn+1
M решаем обрат-

ным ходом прогонки трехдиагональную си-
стему линейных алгебраических уравнений и
находим новые приближения концентраций
Cn+1
1,2 (и остальные значения Cn+1

m для m =

3, . . . ,M − 1). Далее снова пользуемся форму-
лой Cn+1

0 = f0(C
n+1
1 , Cn+1

2 ). После этого кор-
ректируем значения прогоночных коэффици-
ентов (9), определяем Cn+1

M = [(4−αM−1)βM−
βM−1][(αM−1−4)αM +3]−1 и повторяем вычис-
ления (возвращаясь к началу абзаца) до уста-
новления граничных значений Cn+1

0,M (обычно
2–3 итерации). Критерием окончания вычис-
лений на этапе I является выполнение условия
Un+1 > Q = 0, 98 ū (в программной реализа-
ции при текущих значениях параметров).

Результат окончания этапа I: образовался
гидридный слой толщины `0 с концентрацией
водорода u = Q, а в слое раствора толщины
(L − `0) имеется распределение концентрации
растворенного водорода ϕ(x).
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Этап II: гидридообразование и движение
границы фазового перехода

Авторы остановились на следующем вари-
анте алгоритма: движущиеся отрезки [0, `(t)] и
[`(t), L] преобразуются в [0, 1] с последующим
выбором равномерных сеток. Соответствую-
щая замена переменных с новым отсчетом вре-
мени (t0 = 0): (t, x)↔ (t, y), x = `(t)y, v̂(t, y) =
v(t, x(t, y)); (t, x)↔ (t, z), x = `(t) + z[L− `(t)],
ĉ(t, z) = c(t, x(t, z)).

Краевая задача (4)–(7) гидрирования цир-
кониевого сплава после замены переменных:

∂v̂

∂t
=

D∗
`2(t)

· ∂
2v̂

∂y2
+

˙̀(t)y

`(t)
· ∂v̂
∂y
, (10)

y ∈ (0, 1), v̂(0, y) = 0
(
0 6 y 6 1

)
, v̂(t, 1) = 0,

2µs∗p− b∗v̂2(t, 0) = − D∗
`(t)
· ∂v̂
∂y

∣∣∣
y=0

; (11)

∂ĉ

∂t
=

D

[L− `(t)]2
· ∂

2ĉ

∂z2
+

˙̀(t)(1− z)
L− `(t)

· ∂ĉ
∂z
, (12)

ĉ(0, z) = ψ(z)
(
0 6 z 6 1

)
,

∂ĉ

∂z

∣∣∣
z=1

= 0, (13)

[Q− ĉ(t, 0)] ˙̀(t) = − D∗
`(t)
· ∂v̂
∂y

∣∣∣
y=1

+

+
D

L− `(t)
· ∂ĉ
∂z

∣∣∣
z=0

. (14)

Начальное распределение ψ(z) определяется
первым этапом. Формально можно забыть о
физическом смысле функции `(t) как грани-
цы раздела фаз и рассматривать ее как функ-
циональный параметр. Если формально счи-
тать распределения v̂(t, y), ĉ(t, z) известными,
то из условия Стефана (14) получаем нелиней-
ное функционально-дифференциальное урав-
нение ˙̀(t) = G(t, `(·)). По решению `(t) опре-
деляются коэффициенты модели. Поэтому вы-
числительный алгоритм основан на неявных
разностных схемах и носит итерационный ха-
рактер. Итерации будут связаны с уточнением
значения ˙̀(t) на каждом временном слое.

Введем следующие сетки: {ym = mhy,
m = 0, 1, . . . ,M}, hy = 1/M – шаг по про-
странственной переменной y; {zk = khz, k =
0, 1, . . . ,K}, hz = 1/K – шаг по пространствен-
ной переменной z; {tn = nht, n = 0, 1, . . .},
ht — шаг по времени t. После введения со-
ответствующих нормировок оставим прежние
обозначения для функций v̂ := v̂/v̄, ĉ := ĉ/ū,
v̄ =

√
2µs∗p/b∗, ū =

√
2µsp/b. Обозначим че-

рез {V̂ n
m}, {Ĉn

k } приближенные значения кон-
центраций в гидридном `(t)-слое (v̂(tn, ym)) и
в (L− `(t))-слое раствора (ĉ(tn, zk)).

1. Начальный этап: от t = 0 к t1 = ∆t

Будем рассматривать последовательно два
слоя: сначала гидридный, потом слой раствора
Zr−1Nb (это соответствует и последовательно-
сти движения растворенного водорода сквозь
материал с течением времени).

1.1 Гидридный слой
Полагаем ˙̀

0 ≡ ˙̀(0) = 0. Параметр ˙̀
0 под-

лежит итерационному уточнению, значение `0
известно. Полагаем в краевой задаче (10)–(11)
˙̀ = 0, ` = `0:

∂v̂

∂t
=
D∗
`20
· ∂

2v̂

∂y2
, y ∈ (0, 1), (15)

v̂(0, y) = 0, y ∈ [0, 1], v̂(t, 1) = 0,

2µs∗p− b∗v̂2(t, 0) = −D∗
`0
· ∂v̂
∂y

∣∣∣
y=0

. (16)

Для уравнения диффузии (15) в безразмерной
форме (v̂ := v̂/v̄) рассмотрим неявную раз-
ностную схему на слое 1: m = 1, . . . ,M − 1,

V̂ 1
m − V̂ 0

m

ht
=
D∗
`20
·
V̂ 1
m−1 − 2V̂ 1

m + V̂ 1
m+1

h2y
. (17)

Рассмотрим уравнения перехода с нулевого на
первый слой по t (n > 0, 0 < m < M):

V̂ 1
m−1 − [w2 + 2]V̂ 1

m + V̂ 1
m+1 + w2V̂

0
m = 0,

w2 ≡ `20 h
2
y/[htD∗]. Начальные данные извест-

ны: V̂ 0
m ≡ 0 (0 6 m 6 M). Следуя методу про-

гонки, ищем приближенные значения концен-
трации в узлах сетки на первом слое в виде
V̂ 1
m = αm+1V̂

1
m+1 + βm+1, m = 0, . . . ,M − 1.

Прогоночные коэффициенты (m=1,. . .,M−1):

αm+1 =
1

2 + w2 − αm
,

βm+1 =
βm + w2 V̂

0
m

2 + w2 − αm
. (18)

Для нахождения начальных коэффициен-
тов α1, β1 воспользуемся следующими сообра-
жениями. Подсчитаем предварительно значе-
ния V̂ 1

1,2 по явной разностной схеме (в равен-
стве (17) справа заменяем 1 на 0). На пер-
вом слое по t аппроксимируем производную
∂yv̂|y=0 ≈ [−3V̂ 1

0 + 4V̂ 1
1 − V̂ 1

2 ]/2hy и подстав-
ляем в граничное условие (16):

2µs∗
p

v̄
− b∗ v̄ (V̂ 1

0 )2 = −D∗
`0
· −3V̂ 1

0 + 4V̂ 1
1 − V̂ 1

2

2hy
.
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В итоге получаем V̂ 1
0 = f1(V̂

1
1 , V̂

1
2 ) (положи-

тельный корень квадратного уравнения):

b∗v̄(V̂ 1
0 )2 +B1V̂

1
0 +B2 = 0, B1 = 3D∗[2hy `0]

−1,

B2 = D∗[V̂
1
2 − 4V̂ 1

1 ][2hy `0]
−1 − 2µs∗ p v̄

−1.

Зная численное значение V̂ 1
0 и выражение для

V̂ 1
0 = α1V̂

1
1 +β1, получаем α1 = 0, β1 = V̂ 1

0 . По
α1, β1 вычисляем оставшиеся коэффициенты
αm, βm, m = 2, . . . ,M по формулам (18).

Ближайшая цель — найти значение V̂ 1
M ,

необходимое для реализации прогонки. Из
краевого условия v̂(t, 1) = 0 получаем V̂ 1

M = 0.
Следующий этап: с текущими приближе-

ниями значений V̂ 1
0,M решаем обратным хо-

дом прогонки трехдиагональную систему ли-
нейных алгебраических уравнений и нахо-
дим новые приближения концентраций V̂ 1

1,2

(и остальные значения V̂ 1
m, m = 3, . . . ,M − 1).

После этого возвращаемся к уточнению
V̂ 1
0 = f1(V̂

1
1 , V̂

1
2 ) в силу (16), корректируем

прогоночные коэффициенты (18) и повторяем
вычисления (возвращаясь к предыдущему аб-
зацу) до установления распределения v̂(t1, y)

[V̂ 1
m, m = 0, . . . ,M ]. Шаг по времени мал, так

что достаточно нескольких итераций.
1.2 Слой раствора Zr−1Nb

Переходим к краевой задаче (12)–(13), воз-
вращаясь к предыдущему слою (t = 0):

∂ĉ

∂t
=

D

[L− `0]2
· ∂

2ĉ

∂z2
, (19)

ĉ(0, z) = ψ(z), z ∈ [0, 1],
∂ĉ

∂z

∣∣∣
z=1

= 0. (20)

Недостающее граничное условие определяем
из уравнения Стефана (14):

˙̀
0 = 0, v̂ = 0 ⇒ ∂z ĉ|z=0 = 0.

Для безразмерного уравнения диффу-
зии (19) (ĉ := ĉ/ū) рассмотрим неявную схему
на первом слое по времени: k = 1, . . . ,K − 1,

Ĉ1
k − Ĉ0

k

ht
=

D

[L− `0]2
·
Ĉ1
k−1 − 2Ĉ1

k + Ĉ1
k+1

h2z
.

(21)

Уравнения перехода на первый слой
(n > 0, 0 < k < K): w4 ≡ [L− `0]2 h2z/[htD],

Ĉ1
k−1 − [w4 + 2]Ĉ1

k + Ĉ1
k+1 + w4Ĉ

0
k = 0.

Начальные данные: Ĉ0
k = ψ(zk) (0 6 k 6 K).

Следуя методу прогонки, ищем приближен-
ные значения концентрации в узлах сетки на

первом слое по t в виде Ĉ1
k = αk+1Ĉ

1
k+1 +

βk+1, k = 0, . . . ,K − 1. Прогоночные коэф-
фициенты (k = 1, . . . ,K − 1):

αk+1 =
1

2 + w4 − αk
,

βk+1 =
βk + w4 Ĉ

0
k

2 + w4 − αk
. (22)

Для нахождения начальных коэффициен-
тов α1, β1 подсчитаем предварительно значе-
ния Ĉ1

1,2 по явной разностной схеме (в равен-
стве (21) справа заменяем 1 на 0). На первом
слое аппроксимируем производную ∂z ĉ|z=0 ≈
[−3Ĉ1

0 +4Ĉ1
1 − Ĉ1

2 ]/2hz и приравниваем к нулю
в силу ∂z ĉ|z=0 = 0 (это условие выполняется
только при переходе с нулевого на первый слой
по времени, в дальнейшем используется усло-
вие Стефана на подвижной границе раздела
фаз). В итоге получаем Ĉ1

0 = [4Ĉ1
1 − Ĉ1

2 ]/3.
Зная численное значение Ĉ1

0 и выражение
Ĉ1
0 = α1Ĉ

1
1 + β1, получаем α1 = 0, β1 = Ĉ1

0 . По
α1, β1 вычисляем оставшиеся коэффициенты
αk, βk, k = 2, . . . ,K по формулам (22).

Теперь найдем значение Ĉ1
K , необходимое

для реализации прогонки. Рассмотрим кра-
евое условие непроницаемости (20). На пер-
вом слое по t аппроксимируем производную
∂z ĉ|z=1 ≈ [Ĉ1

K−2 − 4Ĉ1
K−1 + 3Ĉ1

K ]/2hz = 0 и
подставим вместо Ĉ1

K−2,K−1 выражение Ĉ1
k =

αk+1Ĉ
1
k+1 + βk+1 при соответствующих k.

В итоге получаем Ĉ1
K = [(4 − αK−1)βK −

βK−1][(αK−1−4)αK +3]−1. Следующий этап: с
текущими приближениями значений Ĉ1

0,K ре-
шаем обратным ходом прогонки трехдиаго-
нальную систему линейных уравнений и на-
ходим новые приближения концентраций Ĉ1

1,2

(и остальные значения Ĉ1
k , k = 3, . . . ,K − 1).

После этого возвращаемся к уточнению
Ĉ1
0 = [4Ĉ1

1 − Ĉ1
2 ]/3, корректируем значения

прогоночных коэффициентов (22) и повторяем
вычисления (возвращаясь к предыдущему аб-
зацу) до установления распределения ĉ(t1, z),
z ∈ [0, 1] [Ĉ1

k , k = 0, . . . ,K]. Шаг по времени
мал, так что достаточно нескольких итераций.
Отметим, что при этом на начальном этапе по-
низится входная концентрация ĉ(t1, 0) < Q.

1.3 Итерационное уточнение ˙̀
0

После этих вычислений в уравнении Сте-
фана (14) получаем [Q − ĉ(t1, 0)] > 0 и по-
ложительную правую часть. Находим новое
приближение ˙̀

0 > 0 и возвращаемся в нача-
ло излагаемого алгоритма (пункт 1.1). Заме-
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тим, что теперь в пунктах 1.1, 1.2 необходимо
учитывать слагаемые в правых частях диффу-
зионных уравнений (10), (12), содержащие ˙̀

0.
Формально нужно перейти к пунктам 2.1–2.3
(при n = 0) и продолжить вычисления до уста-
новления ˙̀

0. Через несколько итераций полу-
чаем установившееся значение ˙̀

0 и определя-
ем `1 = `0 + ˙̀

0ht. Переходим к слою t1 = ∆t,
приняв в качестве начального приближения
˙̀
1 = ˙̀

0. Далее уточняем значение ˙̀
1 и распре-

деления v̂(t2, y), ĉ(t2, z) по изложенной схеме.

2. Переход от n-го к (n+ 1)-му слою по t

Опишем алгоритм нахождения распределе-
ний на (n + 1)-м слое v̂(tn+1, y) [V̂ n+1

m , m =

0, . . . ,M ], ĉ(tn+1, z) [Ĉn+1
k , k = 0, . . . ,K], зная

распределения с предыдущего слоя по времени
v̂(tn, y), ĉ(tn, z). Рассмотрим последовательно
два слоя материала: сначала гидридный, за-
тем слой раствора Zr−1Nb.

2.1 Гидридный слой
Начальное значение скорости движения

свободной границы раздела фаз ˙̀(tn) ≡ ˙̀(tn−1)
берется с предыдущего временного слоя. Па-
раметр ˙̀(tn) подлежит итерационному уточне-
нию, значение `(tn) известно.

Для уравнения диффузии (10) в безразмер-
ной форме рассмотрим неявную разностную
схему на (n+ 1)-м слое: m = 1, . . . ,M − 1,

V̂ n+1
m − V̂ n

m

ht
=

D∗
`2(tn)

·
V̂ n+1
m−1 − 2V̂ n+1

m + V̂ n+1
m+1

h2y
+

+
˙̀(tn) ym
`(tn)

·
V̂ n+1
m+1 − V̂

n+1
m−1

2hy
. (23)

Рассмотрим уравнения перехода с n-го слоя по
t на (n+ 1)-й слой (n > 0, 0 < m < M):

[1− w3]V̂
n+1
m−1 − [w2 + 2]V̂ n+1

m +

+ [1 + w3]V̂
n+1
m+1 + w2V̂

n
m = 0,

w2(tn) ≡
`2(tn)h2y
htD∗

, w3(tn;m) ≡ `(tn) ˙̀(tn)ymhy
2D∗

.

Ищем приближенные значения концентрации
в узлах сетки на (n+ 1)-м слое в виде V̂ n+1

m =

αm+1V̂
n+1
m+1 + βm+1, m = 0, . . . ,M − 1. Прого-

ночные коэффициенты (m = 1, 2, . . . ,M − 1):

αm+1 =
1 + w3

2 + w2 + (w3 − 1)αm
,

βm+1 =
(1− w3)βm + w2 V̂

n
m

2 + w2 + (w3 − 1)αm
. (24)

Для нахождения α1, β1 подсчитаем предва-
рительно значения V̂ n+1

1,2 по явной разностной
схеме (в равенстве (23) справа заменяем n+ 1
на n). На (n + 1)-м слое по t аппроксимируем
∂yv̂|y=0 ≈ [−3V̂ n+1

0 + 4V̂ n+1
1 − V̂ n+1

2 ]/2hy
и подставим в граничное условие (11):

2µs∗
p

v̄
− b∗ v̄ (V̂ n+1

0 )2 =

= − D∗
`(tn)

· −3V̂ n+1
0 + 4V̂ n+1

1 − V̂ n+1
2

2hy
.

В итоге получаем V̂ n+1
0 = f1(V̂

n+1
1 , V̂ n+1

2 ) (по-
ложительный корень квадратного уравнения):

b∗v̄(V̂0)
2+B1V̂0 +B2 = 0, B1 = 3D∗[2hy `]

−1,

B2 = D∗[V̂2 − 4V̂1][2hy `]
−1 − 2µs∗ p v̄

−1,

V = V n+1. Зная значение V̂ n+1
0 и выраже-

ние V̂ n+1
0 = α1V̂

n+1
1 + β1, получаем α1 = 0,

β1 = V̂ n+1
0 . По α1, β1 вычисляем коэффициен-

ты αm, βm, m = 2, . . . ,M по формулам (24).
Теперь найдем значение V̂ n+1

M , необходимое
для реализации прогонки. Из краевого усло-
вия v̂(t, 1) = 0 получаем V̂ n+1

M = 0. Следую-
щий этап: с текущими приближениями V̂ n+1

0,M

решаем обратным ходом прогонки трехдиаго-
нальную систему линейных уравнений и нахо-
дим новые приближения концентраций V̂ n+1

1,2

(и остальные V̂ n+1
m , m = 3, . . . ,M − 1).

После этого возвращаемся к уточнению
V̂ n+1
0 = f1(V̂

n+1
1 , V̂ n+1

2 ) в силу уравнения (11),
корректируем значения прогоночных коэффи-
циентов (24) и повторяем вычисления до уста-
новления распределения v̂(tn+1, y) [V̂ n+1

m , m =
0, . . . ,M ]. Шаг по времени мал, так что доста-
точно нескольких итераций.

2.2 Слой раствора Zr−1Nb

Переходим к краевой задаче (12)–(14), воз-
вращаясь к предыдущему слою (t = tn).
Недостающее граничное условие определяем
из уравнения Стефана (14).

Для уравнения диффузии (12) в безразмер-
ной форме рассмотрим неявную разностную
схему на (n+ 1)-м слое: k = 1, . . . ,K − 1,

Ĉn+1
k − Ĉn

k

ht
=

D

[L− `]2
·
Ĉn+1
k−1 − 2Ĉn+1

k + Ĉn+1
k+1

h2z
+

+
˙̀ [1− zk]

L− `
·
Ĉn+1
k+1 − Ĉ

n+1
k−1

2hz
. (25)
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Рассмотрим уравнения перехода с n-го слоя по
t на (n+ 1)-й слой (n > 0, 0 < k < K):

[1− w5]Ĉ
n+1
k−1 − [w4 + 2]Ĉn+1

k +

+ [1 + w5]Ĉ
n+1
k+1 + w4Ĉ

n
k = 0,

w4(tn) ≡ [L− `(tn)]2 h2z
htD

,

w5(tn; k) ≡ [L− `(tn)] ˙̀(tn) [1− zk]hz
2D

.

Ищем приближенные значения концентрации
в узлах сетки на (n+ 1)-м слое в виде Ĉn+1

k =

αk+1Ĉ
n+1
k+1 +βk+1, k = 0, . . . ,K−1. Прогоноч-

ные коэффициенты (k = 1, 2, . . . ,K − 1):

αk+1 =
1 + w5

2 + w4 + (w5 − 1)αk
,

βk+1 =
(1− w5)βk + w4 Ĉ

n
k

2 + w4 + (w5 − 1)αk
. (26)

Для нахождения α1, β1 подсчитаем предва-
рительно значения Ĉn+1

1,2 по явной разностной
схеме (в равенстве (25) справа заменяем n+ 1
на n). На (n+1)-м слое аппроксимируем произ-
водные ∂yv̂|y=1 ≈ [V̂ n+1

M−2−4V̂ n+1
M−1+3V̂ n+1

M ]/2hy,
∂z ĉ|z=0 ≈ [−3Ĉn+1

0 + 4Ĉn+1
1 − Ĉn+1

2 ]/2hz и под-
ставим в граничное условие (14):[Q

ū
− Ĉn+1

0

]
˙̀(tn) =

= − D∗ v̄

`(tn) ū
·
V̂ n+1
M−2 − 4V̂ n+1

M−1 + 3V̂ n+1
M

2hy
+

+
D

L− `(tn)
· −3Ĉn+1

0 + 4Ĉn+1
1 − Ĉn+1

2

2hz
.

В итоге получаем Ĉn+1
0 = f2(Ĉ

n+1
1 , Ĉn+1

2 )(
V̂ n+1
M−i, i = 0, 1, 2 подсчитаны в пункте 2.1

)
:

Ĉn+1
0 =

[
w6

Q

ū
+ Ĉn+1

2 − 4Ĉn+1
1 +

+ w7 [V̂ n+1
M−2 − 4V̂ n+1

M−1 + 3V̂ n+1
M ]

]
[w6 − 3]−1,

w6(tn) ≡ 2hz[L− `(tn)] ˙`(tn)

D
,

w7(tn) ≡ D∗
D
· L− `(tn)

`(tn)
· v̄
ū
· hz
hy
.

Зная значение Ĉn+1
0 и выражение Ĉn+1

0 =

α1Ĉ
n+1
1 + β1, получаем α1 = 0, β1 = Ĉn+1

0 . По
α1, β1 вычисляем оставшиеся коэффициенты
αk, βk, k = 2, . . . ,K по формулам (26).

Найдем значение Ĉn+1
K , необходимое для

прогонки. Рассмотрим краевое условие непро-
ницаемости (13). На (n + 1)-м слое по t ап-
проксимируем производную ∂z ĉ|z=1 ≈ [Ĉn+1

K−2−
4Ĉn+1

K−1 + 3Ĉn+1
K ]/2hz = 0 и подставляем вме-

сто Ĉn+1
K−2,K−1 соответствующие соотношения

Ĉn+1
k = αk+1Ĉ

n+1
k+1+βk+1. В итоге имеем Ĉn+1

K =

[(4 − αK−1)βK − βK−1][(αK−1 − 4)αK + 3]−1.
Следующий этап: с текущими приближения-
ми Ĉn+1

0,K решаем обратным ходом прогонки
трехдиагональную систему уравнений и нахо-
дим новые приближения концентраций Ĉn+1

1,2

(и остальные значения Ĉn+1
k , k = 3, . . . ,K−1).

После этого возвращаемся к уточнению
Ĉn+1
0 = f2(Ĉ

n+1
1 , Ĉn+1

2 ) в силу (14), коррек-
тируем значения прогоночных коэффициен-
тов (26) и повторяем вычисления до установ-
ления ĉ(tn+1, z) [Ĉn+1

k , k = 0, . . . ,K].

2.3 Итерационное уточнение ˙̀

После указанных вычислений из уравне-
ния Стефана (14) находим новое приближение
˙̀(tn) > 0 и возвращаемся в начало излагаемого
алгоритма (этап II, пункт 2.1). Через несколь-
ко итераций получаем установившееся значе-
ние ˙̀(tn) и определяем `(tn+1) = `(tn)+ ˙̀(tn)ht.
Переходим к слою tn+1, приняв в качестве на-
чального приближения ˙̀(tn+1) = ˙̀(tn). Да-
лее уточняем значение ˙̀(tn+1) и распределе-
ния v̂(tn+2, y), ĉ(tn+2, z) по изложенной схеме.

Тестирование алгоритма

Использовались следующие входные дан-
ные: L = 6 × 10−2 см, `0 = 1, 3 × 10−3,
p = 1520Торр, T = 593К, Q = 6, 4 ×
10−20 см−3, D0 = 2, 2 × 10−3 см2 с−1, ED =
35 × 103Дж/моль, D∗0

= 1, 5 × 10−3 см2 с−1,
ED∗ = 59 · 103Дж/моль, b = 5× 10−23 см4 с−1,
b∗ = 3 × 10−24 см4 с−1, s = 7 × 10−6, s∗ =
6 × 10−7. На рисунке 3 представлена возмож-
ность анализировать динамику распределения
концентраций растворенного атомарного водо-
рода в слоях гидрида и сплава.

Заключение

Одним из важных требований к изделиям
из циркониевых сплавов активной зоны ре-
акторов является низкое поглощение водоро-
да, поскольку водородное охрупчивание мо-
жет стать одной из причин разрушения цир-
кониевой оболочки. Наибольший охрупчиваю-
щий эффект оказывают гидриды, так как они
могут служить участками образования и раз-
вития трещин.

��
��
31



0 0.0010.0005 0.0015
0

2

4

6

8

1

3

5

7

0.02 0.040.01 0.03
0

10

2

4

6

8

12

t = 5 с

t = 15 с

t = 60 с

x 1020
x 1019v(t,x) c(t,x)

l0

l(t) l(t)

L = 0.06

0 102 4 6 8
0

1

0.2

0.4

0.6

0.8

1.2

1.4
x 10-7

dl
dt

t [с]

Рис. 3. Распределения концентраций растворенного водорода в слоях гидрида и сплава

При проведении экспериментальных иссле-
дований практически невозможно на осно-
ве доступных внешних измерений определить
распределение водорода в материале в зависи-
мости от времени, поскольку атомарный рас-
творенный водород является чрезвычайно по-
движной фазой внедрения.

В статье представлена модель гидри-
рования пластины из циркониевого спла-
ва, учитывающая динамику абсорбционно-
десорбционных процессов и движение свобод-
ной границы раздела фаз (гидрид-металл). На
основе неявных разностных схем разработан
итерационный вычислительный алгоритм ре-
шения нелинейной краевой задачи.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(грант № 15-01-00744).
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ОБ ОДНОЙ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
БЕЗОПАСНОСТИ
В. А. Каштанов, Е. С. Длиннова

Национальный исследовательский университет «Высшая школа экономики»

В статье исследуется модель технического обслуживания системы, которая
обеспечивает безопасность функционирования некоторой охраняемой системы.
Для этого используется математическая модель управляемого полумарковско-
го процесса с катастрофами. Особенности модели заключаются в учете особен-
ностей самостоятельной индикации отказа (время самостоятельной индикации
имеет произвольное распределение) и особенностей возникновения катастрофы
(учет времени, необходимого для нанесения невосполнимого ущерба, и возмож-
ность нанесения невосполнимого ущерба не только первым проникновением в
охраняемую систему). Устанавливается связь характеристик надежности (без-
отказности и ремонтопригодности) и характеристик безопасности. Решена за-
дача оптимизации периодичности проведения восстановительных работ, при
которой математическое ожидание времени до катастрофы максимально.

Ключ е вы е c л о в а: безопасность; управляемый полумарковский процесс с
катастрофами; однородная Марковская рандомизированная стратегия управ-
ления; надежность; безотказность; ремонтопригодность; оптимальное управле-
ние.

V. A. Kashtanov, E. S. Dlinnova. ON A MATHEMATICAL
SECURITY MODEL
A model of system maintenance which ensures secure operation of the system is
investigated. To this end, mathematical model of a controlled semi-Markov process
with catastrophes is used. The model allows to take into account the features of
self-manifestation of failure (the time has an arbitrary distribution) and features of
disaster occurrence (the time required to inflict irreparable harm and the possibility
of irreparable harm not only at the first penetration into the system). Connection
between reliability characteristics (failure-free operation and maintainability) and
security features is established. The problem of optimization of the frequency of
restoration work, in which the expectation for time until disaster is maximal, is
solved.

K e ywo r d s: security; controlled semi-Markov process with disasters; homogeneous
Markov randomized control strategy; reliability; failure-free operation;
maintainability, optimal control.

Введение

Актуальность проблемы безопасности
функционирования технических, экономиче-

ских, социальных и других систем делает ак-
туальной проблему разработки математиче-
ских моделей безопасности, поскольку анализ
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этих моделей позволяет построить прогноз
развития реальных процессов функциониро-
вания различных систем, предпринять меры
при неблагоприятном прогнозе, количествен-
но оценить возникающие опасности.

Если обратиться к основному нормативно-
му документу по безопасности – Федераль-
ному закону «О безопасности» от 28.12.2010
№ 390-ФЗ, то можно определить основные осо-
бенности моделей и требования к вновь разра-
батываемым математическим моделям.

В упомянутом выше федеральном за-
коне безопасность определяется как состоя-
ние защищенности жизненно важных интере-
сов личности, общества и государства от внут-
ренних и внешних угроз.

Таким образом, имеем некий объект, кото-
рый может находиться в различных состояни-
ях, причем элементы этого множества состо-
яний различаются по степени опасности (вы-
сокая, низкая опасность и т. п., и обычно эта
классификация ассоциируется с цветовой гам-
мой – красный, оранжевый, зеленый уровень
опасности). С другой стороны, есть факторы
(противники, злоумышленники или объектив-
ные обстоятельства), создающие угрозы штат-
ному течению процесса функционирования и
выводящие процесс из подмножества безопас-
ных состояний. Поэтому нужно принимать ме-
ры, то есть управлять этим процессом функ-
ционирования. Отметим еще одно важное об-
стоятельство – на процесс функционирования
системы оказывают влияние различные слу-
чайные факторы.

Из вышеизложенного можно сделать вы-
вод, что математической моделью для описа-
ния моделей безопасности и исследования ее
характеристик может служить класс управля-
емых случайных процессов.

В работе [5] для анализа моделей безопас-
ности используется модель управляемого по-
лумарковского процесса с катастрофами, ко-
торый введен и исследован в [7, 8].

В настоящей работе исследуется модель
функционирования системы, которая обеспе-
чивает защиту некоторой технической (ин-
формационной, энергетической и т. п.) систе-
мы от атак злоумышленников. Причем пред-
полагается, что поток атак описывается пуас-
соновским процессом с заданным параметром.

Такую ситуацию можно наблюдать при
функционировании системы защиты инфор-
мации, при охране военных и различных спе-
циальных объектов и в других подобных об-
стоятельствах.

Важным фактором при функционировании
системы защиты являются ее возможные отка-

зы и переходы в состояния, когда она не спо-
собна успешно отражать атаки злоумышлен-
ников. Для повышения эффективности функ-
ционирования системы защиты предусматри-
вается техническое обслуживание – проведе-
ние различных предупредительных восстано-
вительных работ, сокращающих время пребы-
вания системы защиты в состоянии неработо-
способности.

Отличие исследуемой в настоящей рабо-
те модели технического обслуживания от рас-
смотренных ранее [2, 3] состоит в том, что по-
явившийся в системе защиты отказ самостоя-
тельно проявляется через случайное время ζ
c распределением Φ(x) = P{ζ < x}. Кроме
этого, ранее обычно предполагалось [5], что
атака считается успешной, если момент ата-
ки попадает на период неработоспособности
системы защиты. Однако реальная ситуация
значительно сложнее. Во-первых, для успеш-
ности атаки (превращение атаки в катастро-
фу) необходимо не только проникновение в
охраняемую систему, когда система защиты
не смогла парировать атаку, но и необходи-
мо некоторое время, возможно случайное, для
того чтобы злоумышленник смог вскрыть ин-
формацию или нанести невосполнимый ущерб
охраняемой системе. Это первая особенность
исследуемой модели.

Вторая особенность заключается в том, что
не только первое преодоление системы защи-
ты на периоде ее неработоспособности может
перерасти в катастрофу, но и последующие.

Учет этих особенностей делает исследова-
ние технически более сложным, с одной сторо-
ны, но, с другой стороны, делает модель адек-
ватно описывающей реальную ситуацию.

Математическая задача, решаемая в насто-
ящей работе, заключается в построении управ-
ляемого случайного процесса, описывающего
эволюцию исследуемой технической системы,
определении количественного показателя без-
опасности – математического ожидания вре-
мени до катастрофы и определении оптималь-
ной стратегии управления, обеспечивающей
максимальное значение этого математическо-
го ожидания.

Ниже мы дадим решение поставленной за-
дачи в новых предположениях.

Описание процесса эволюции си-
стемы защиты

Пусть задана система, у которой время без-
отказной работы ξ распределено по закону
F (x) = P{ξ < x}, F̄{x} = 1−F (x) = P{ξ > x}.

Выше мы предположили, что появившийся
при функционировании системы отказ само-
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стоятельно обнаруживается (проявляется) че-
рез случайное время ζ c распределением Φ(x).

В начальный момент t0 = 0 начинается
эксплуатация системы защиты и назначается
начало планового предупредительного обнов-
ления (профилактика) системы через время
v > 0, раcпределенное по закону

G(x) = P{v < x}, G(0) = 0.

Назначение плановых предупредительных
обновлений системы через случайное время
v > 0 означает введение рандомизации в про-
цесс принятия решений, т. е. в тот момент, ко-
гда нужно принимать решение, строится ре-
ализация u случайной величины v, {v = u},
распределенной по закону G(x), и плановое
предупредительное обновление системы про-
изводитcя через время u.

Если к назначенному моменту v система
не отказала (произошло событие {v < u}),
то в момент v начинается плановое преду-
предительное обновление системы, которое, по
предположению, полностью обновляет систе-
му. Обозначим длительность этого планового
предупредительного (профилактического) об-
новления через γ1, а через F1(x) = P{γ1 < x}
обозначим функцию распределения этой дли-
тельности, далее будем использовать обозна-
чения F̄1(x) = P{γ1 > x}.

Если отказ системы наступил до назначен-
ного момента времени v (произошло событие
{v > ξ}), но самостоятельно не проявился
до назначенного момента (произошло событие
{v < ζ+ξ}), то в назначенный момент устанав-
ливается, что система находится в состоянии
отказа, и начинается плановое аварийное об-
новление системы. Длительность этого восста-
новления обозначим через γ2, а закон распре-
деления обозначим через F2(x) = P{γ2 < x},
F̄2(x) = P{γ2 > x}.

Если отказ системы наступил до назначен-
ного момента времени и самостоятельно про-
явился до назначенного момента (произошло
событие {v > ζ + ξ}), то в момент прояв-
ления отказа (ζ + ξ) начинается внеплановое
аварийное обновление системы. Длительность
этого восстановления обозначим через γ3, а
распределение обозначим F3(x) = P{γ3 < x},
F̄3(x) = P{γ3 > x}.

После проведения возможных восстанови-
тельных работ, когда, по предположению, си-
стема полностью обновляется, осуществляется
перепланирование момента проведения следу-
ющей предупредительной восстановительной
работы независимо от прошлого течения про-
цесса, и весь процесс обслуживания повторя-
ется заново.

Из вышеприведенного описания следует,
что система защиты не может парировать ата-
ки в периоды проведения восстановительных
работ и в периоды пребывания системы в со-
стоянии скрытого отказа, а парирует атаки в
периоды исправной работы (функционирова-
ния).
Описание процесса атак и опреде-
ление их успешности

Как уже было отмечено выше, на охраняе-
мую систему злоумышленниками осуществля-
ются атаки и попытки нанести невосполнимый
ущерб.

Опишем алгоритм осуществления этих
атак. Пусть атаки на систему совершаются пе-
риодически, через случайные интервалы вре-
мени, имеющие экспоненциальные распреде-
ления, параметры которых зависят от состо-
яния системы защиты. Обозначим λi, i =
1, 2, 3, параметр экспоненциального распреде-
ления времени между интервалами атак на на-
шу систему, когда в ней проводится плановая
предупредительная профилактика, плановый
аварийный ремонт или внеплановый аварий-
ный ремонт соответственно, λ0 – параметр экс-
поненциального распределения времени меж-
ду моментами атак на нашу систему, когда си-
стема находится в состоянии скрытого отказа.
Заметим, что дифференциация интенсивности
атак при различных состояниях системы за-
щиты определяется тем, что, даже находясь в
неработоспособном состоянии, система защи-
ты может парировать часть атак.

Самый неблагоприятный исход для функ-
ционирования исследуемой системы состоит в
том, что злоумышленники смогли атаковать,
проникнуть в охраняемую систему и получить
достаточное время для ее взлома или нане-
сения недопустимого ущерба. Поэтому введем
еще одну случайную величину, характеризую-
щую время, которое злоумышленник потратит
на то, чтобы взломать систему защиты. Обо-
значим эту величину через η, ее распределе-
ние обозначим через Ψ(x) = P{η < x} и будем
считать ее независимой от других случайных
величин.

Итак, атака будет считаться успешной (ка-
тастрофой) при выполнении следующих усло-
вий: система находилась в неисправном состо-
янии (проводились какие-то восстановитель-
ные работы или система находилась в состо-
янии скрытого отказа), а злоумышленник су-
мел попасть на период неработоспособности и
успел взломать систему до момента перехода
в состояние, когда эти угрозы парируются.

Для дальнейшего исследования потребует-
ся выразить характеристики момента возник-
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новения успешной атаки в зависимости от ис-
ходных характеристик. Решая эту проблему,
прежде всего заметим, что поток атак описы-
вается стационарным процессом Пуассона, па-
раметр которого зависит от состояния систе-
мы (вида восстановительной работы или на-
личия скрытого отказа). В силу однородно-
сти и отсутствия последействия пуассоновско-
го процесса, а также предположения о том, что
периоды времени, которое надо затратить на
взлом, есть независимые случайные величины,
можно утверждать, что распределение момен-
та возникновения успешной атаки будет зави-
сить от состояния системы и длительности пе-
риода неработоспособности.

Обозначим через κ случайное время, через
которое одна из атак, прошедших на перио-
де неработоспособности системы защиты дли-
тельности z, превратится в успешную, то есть

произойдет катастрофа (это время отсчитыва-
ется от начала периода неработоспособности),
а через Fi(x, z) – вероятность того, что эта
случайная величина κ меньше x при условии,
что система находится в состоянии i, а период
неработоспособности равен z.

Если обозначить через Ai(z) событие, со-
стоящее в том, что процесс пребывает в состо-
янии i и период неработоспособности равен z,
то условное распределение случайной величи-
ны κ можно записать в виде равенств

P{κ < x|Ai(z)} = Fi(x, z), (1)

P{κ > x|Ai(z)} = F̄i(x, z) = 1− Fi(x, z). (2)

Выразим эти вероятности через исходные
характеристики. При принятых обозначениях
имеем равенство

F̄i(x, z) =

{
e−λiz(1 +

∑∞
n=1 λ

n
i

∫ z
0

∫ z−x1

0 ...
∫ z−∑n−1

k=1 xk

0

∏n
k=1 Ψ̄(x−

∑k
s=0 xs)dx1...dxn), x > z,

e−λix(1 +
∑∞

n=1 λ
n
i

∫ x
0

∫ x−x1

0 ...
∫ x−∑n−1

k=1 xk

0

∏n
k=1 Ψ̄(x−

∑k
s=0 xs)dx1...dxn), x < z.

(3)

При выводе равенства (3) использовалась
формула полной вероятности и полная груп-
па несовмеcтных событий определялась усло-
виями: за время min{x, z} прошло n, n =
0, 1, 2, ..., атак в моменты

0 <

n∑
s=1

xs < min{x, z}, xs > 0,

и каждая из них за время x−
∑n

s=1 xs не стала
успешной. При этом мы использовали незави-
симость приращений процесса Пуассона и тот
факт, что интервалы между соседними момен-
тами атак в процессе Пуассона – независимые
случайные величины, распределенные по экс-
поненциальному закону.

Соотношения (3) преобразуем, используя
свойства условного распределения моментов
скачков при условии, что на интервале (0, x)
произошло n скачков (в терминах задачи без-
опасности – на интервале (0, x) произошло n
атак, в дальнейшем это событие обозначим че-
рез Bn(x)).

Известно [4], что совместное условное рас-
пределение моментов скачков пуассоновского
процесса совпадает с совместным распределе-
нием членов вариационного ряда, построенно-
го для n реализаций независимых равномерно
распределенных на (0, x) случайных величин.

Сделаем замену переменных yk =
∑k

s=1 xs
и получим цепочку равенств

∫ x

0

∫ x−x1

0
...

∫ x−
∑n−1

k=1 xk

0

n∏
k=1

Ψ̄(x−
k∑
s=0

xs)dx1...dxn =

∫ x

0

∫ x

y1

...

∫ x

yn−1

n∏
k=1

Ψ̄(x− yk)dy1...dyn =

=
1

n!

∫ x

0

∫ x

0
...

∫ x

0

n∏
k=1

Ψ̄(x− yk)dy1...dyn =
1

n!
(

∫ x

0
Ψ̄(x− y)dy)n =

1

n!
(

∫ x

0
Ψ̄(y)dy)n, (4)

которая справедлива, так как для подынте-
гральной функции

ψx(y1, y2, ...yn) =

n∏
k=1

Ψ̄(x− yk)

выполняются условия

ψx(y1, y2, ...yn) = ψx(yi1 , yi2 , ...yin)

для любой перестановки (i1, i2, ..., in).
Тогда из (3) получаем

F̄i(x, z) = e−λi

∫ x

0
Ψ(y)dy, z > x > 0. (5)
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Определение управляемого полу-
марковского процесса с катастро-
фами

При построении управляемого полумарков-
ского процесса с катастрофами будем исполь-
зовать принятые в [5, 6] обозначения и терми-
нологию и использовать алгоритм, изложен-
ный в этих работах, который определяет сле-
дующие этапы:
• определение марковских моментов и про-

странства состояний процесса;
• построение пространства управлений и

стратегий управления;
• определение полумарковского ядра

управляемого полумарковского процесса;
• определение условных распределений мо-

ментов катастроф;
• вычисление математического ожидания

момента катастрофы;
• оптимизация математического ожидания

момента катастрофы и определение оптималь-
ной стратегии технического облуживания.

Определение марковских моментов и про-
странства состояний процесса.

Из описания эволюции процесса функцио-
нирования, изложенного выше, следует, что в
рассматриваемом случае марковские моменты
— это моменты начала и окончания восстано-
вительных работ. По определению первая ком-
понента управляемого полумарковского про-
цесса с катастрофами ξ(t) между марковскими
моментами не изменяется.

Кроме этого, заметим, что в работе нас
будет интересовать первый момент успешной
атаки, и поэтому при построении управляемо-
го полумарковского процесса введем состоя-
ние поглощения – состояние катастрофы.

Будем считать, что ξ(t) = 1, если в
ближайший марковский момент, предшеству-
ющий t, началась плановая предупредитель-
ная профилактика системы.

Будем считать, что ξ(t) = 2, если в
ближайший марковский момент, предшеству-
ющий t, началось плановое аварийное восста-
новление системы.

Будем считать, что ξ(t) = 3, если в
ближайший марковский момент, предшеству-
ющий t, началось внеплановое аварийное вос-
становление системы.

Полагаем ξ(t) = 0, если ближайший мар-
ковский момент, предшествующий t, является
моментом обновления системы или моментом
окончания любой восстановительной работы.

Наконец, будем считать, что в момент воз-
никновения успешной атаки процесс перехо-
дит в состояние 4, или ξ(t) = 4.

Следовательно, первая компонента управ-
ляемого полумарковского процесса с катастро-
фами ξ(t) принимает значения из конечного
множества E = {0, 1, 2, 3, 4}.

Построение пространства управлений и
стратегий управления.

В исследуемой модели управление осу-
ществляется только в состоянии i = 0 вы-
бором периода, через который следует про-
водить плановую предупредительную профи-
лактику. Следовательно, пространство управ-
лений определяется равенством

U0 = [0,∞),

а рандомизированные стратегии управления
определяются выбором вероятностной меры
G(x).

Определение полумарковского ядра управ-
ляемого полумарковского процесса.

По определению полумарковское ядро –
матрица Qij(t, u), i, j ∈ E, t > 0, u ∈ Ui,
есть вероятность того, что следующим состо-
янием процесса ξ(t) будет состояние j, и пере-
ход в это состояние произойдет до момента t
при условии, что в момент t = 0 процесс пере-
шел в состояние i, ξ(0) = i, и принято решение
u ∈ Ui. Отметим в этом определении незави-
симость вероятности Qij(t, u) от календарного
времени. Поэтому при определении полумар-
ковского ядра Qij(t, u) будем считать, что пе-
реход в состояние i произошел в момент ноль.

Выпишем первую строку матрицыQij(t, u),
когда i = 0.

Если известно, что в момент перехода про-
цесс принимает значение ноль, ξ(0) = 0, и в
этот момент принято решение v, то время пре-
бывания процесса ξ(t) в состоянии i разбива-
ется на два периода – период исправной рабо-
ты системы Θ1 и период скрытого отказа Θ2,
длительности которых соответственно равны

Θ1 = min(ξ, v), (6)

Θ2 = max(0,min(v − ξ, ζ,κ)). (7)
Известно [10], что для положительной слу-

чайной величины τ математическое ожидание
определяется равенством

Mτ =

∫ ∞
0

P{τ > x}dx.

В силу независимости случайных величин
ξ, v выполняется равенство

P{min(ξ, v) > x} = F̄ (x)Ḡ(x),

и для математического ожидания имеем

MΘ1 =

∫ ∞
0

F̄ (x)Ḡ(x)dx. (8)
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Если на каком-то периоде выполняется ра-
венство Θ2 = 0, то значит, произошел переход
в состояние 1. Если на каком-то периоде вы-
полняется равенство Θ2 = v−ξ, то значит, про-
изошел переход в состояние 2. Если на каком-
то периоде выполняется равенство Θ2 = ζ, то
значит, произошел переход в состояние 3. Если
на каком-то периоде выполняется равенство
Θ2 = κ, то значит, произошел переход в со-
стояние 4.

Случайные величины ξ, v, ζ – независимые
случайные величины. Поэтому

P{min(v − ξ, ζ) > y} = P{v − ξ > y}Φ̄(y) =

= Φ̄(y)

∫ ∞
0

Ḡ(z + y)dF (z).

Случайная величина κ зависит от ξ, v, ζ.
Условное распределение κ при условии
{min(v − ξ, ζ) = y, y > 0} задается равенством
(3), из которого следует F̄0(x, y) = F̄0(x, x) при
z > x.

Поэтому

P{min(v − ξ, ζ,κ) > x} = (9)

= F̄0(x, x)Φ̄(x)

∫ ∞
0

Ḡ(z + x)dF (z),

и искомое математическое ожидание опреде-
ляется равенством

MΘ2 =

∫ ∞
0

∫ ∞
0

F̄0(x, x)Φ̄(x)Ḡ(z + x)dF (z)dx.

(10)
Пусть j = 0. Из приведенного выше опи-

сания процесса функционирования исследуе-
мой технической системы следует чередова-
ние моментов начала и окончания восстано-
вительных работ. Так как в момент оконча-
ния восстановительной работы (и только в эти
моменты) процесс принимает значение ноль,
ξ(t) = 0, то очевидно

Q00(t, u) = 0. (11)

Пусть j = 1. При t < u переход в состояние
j = 1 невозможен, поскольку предупредитель-
ная профилактика должна начаться только в
момент u. Если t > u, то переход в состояние
j = 1 произойдет тогда и только тогда, когда
будет выполняться событие {ξ > u} (заметим,
что в этом случае Θ2 = 0, и все атаки париру-
ются). Следовательно, при j = 1 справедливо
соотношение

Q01(t, u) = P{v < t, v 6 ξ|v = u} =

=

{
0, u > t,

F̄ (u), u 6 t.
(12)

Если j = 2, то при t < u вероятность то-
го, что система до момена t перейдет в состоя-
ние планового аварийного ремонта, равна ну-
лю, поскольку данный переход должен осуще-
ствиться ровно в назначенный момент u, и ни-
как не раньше.

При t > u для перехода в состояние j = 2
должны выполняться условия {ξ < u 6 ξ + ζ}
и за положительное время скрытого отказа
Θ2 = u − ξ > 0 ни одна из прошедших атак
не стала успешной, то есть выполняется нера-
венство κ > u− ξ.

Тогда имеем

Q02(t, u) =

= P{ξ < v < ξ + ζ,κ > v − ξ, t > v|v = u} =

=


0, u > t,

(13)∫ u
0 Φ̄(u− x)F̄0(u− x, u− x)dF (x), u 6 t.

Функция F̄0(z, z) в равенстве (13) опреде-
ляется соотношением (5).

Если j = 3, то справедливы следующие рас-
суждения.

При t < u для перехода в состояние j = 3
должны выполняться условия {ξ + ζ < t}
и за положительное время скрытого отказа
Θ2 = ζ > 0 ни одна из прошедших атак не
стала успешной, то есть выполняется неравен-
ство κ > ζ.

При t > u для перехода в состояние j = 3
должны выполняться условия {ξ + ζ < u}
и за положительное время скрытого отказа
Θ2 = ζ > 0 ни одна из прошедших атак не
стала успешной, то есть выполняется неравен-
ство κ > ζ.

Таким образом, получаем

Q03(t, u) =

= P{ξ + ζ < min(v, t),κ > ζ|v = u} =

=

{∫ t
0

∫ t−x
0 dF (x)dΦ(y)F̄0(y, y), u > t,∫ u

0

∫ u−x
0 dF (x)dΦ(y)F̄0(y, y), u 6 t,

(14)

где функция F̄0(y, y) также определяется ра-
венством (5).

Наконец, если j = 4, то справедливы сле-
дующие рассуждения.

При t < u для перехода в состояние j = 4
должны выполняться два несовместных собы-
тия:

- либо реализуется событие {ξ + ζ < t}
и за положительное время скрытого отказа
Θ2 = ζ > 0 хотя бы одна из прошедших атак

��
��
39



стала успешной, то есть выполняется неравен-
ство κ < ζ;

- либо реализуется событие {ξ < t < ξ + ζ}
и за положительное время t − ξ скрытого от-
каза хотя бы одна из прошедших атак ста-
ла успешной, то есть выполняется неравенство
κ < t− ξ;

При t > u для перехода в состояние j = 4
должны выполняться два несовместных собы-
тия:

- либо реализуется событие {ξ + ζ < u}
и за положительное время скрытого отказа
Θ2 = ζ > 0 хотя бы одна из прошедших атак
стала успешной, то есть выполняется неравен-
ство κ < ζ;

- либо реализуется событие {ξ < u < ξ + ζ}
и за положительное время скрытого отказа
Θ2 = u − ξ > 0 хотя бы одна из прошед-
ших атак стала успешной, то есть выполняется
неравенство κ < u− ξ.

Объединяя вышеприведенные рассужде-
ния, для вероятности Q04(t, u) можно записать
равенство

Q04(t, u) =

{∫ u
0

∫ u−x
0 dF (x)dΦ(y)F0(y, y) +

∫ u
0 Φ̄(u− x)F0(u− x, u− x)dF (x), t > u,∫ t

0

∫ t−x
0 dF (x)dΦ(y)F0(y, y) +

∫ t
0 Φ̄(t− x)F0(t− u, t− u)dF (x), t < u,

(15)

в котором функции F0(t, z), z > t, определя-
ются соотношением (5).

Для других строк полумарковской матри-
цы при i = 1, 2, 3 имеем

Qij(t, u) = 0, j 6= 0, 4,

Qi0(t, u) =

∫ t

0
F̄i(x, x)dFi(x), (16)

Qi4(t, u) =

∫ ∞
0

Fi(t, x)dFi(x) =

=

∫ t

0
Fi(x, x)dFi(x) + Fi(t, t)F̄i(t).

Нетрудно проверить очевидное равенство

lim
t→∞

∑
j∈E

Qij(t, u) = 1, (17)

справедливое при любом u > 0 для i ∈
{0, 1, 2, 3}.

Из равенств (11)–(16) получаем интегриро-
ванием по мере G0(u) = G(u) полумарковское
ядро стандартного полумарковского процесса
[9].

При i 6= 0 для функций Qij(t) =∫∞
0 Qij(t, u)dGi(u) остаются справедливы ра-
венства (16), поскольку нет зависимости от
управления u функций (16).

Для состояния i = 0 имеем равенства

Q00(t) = 0,

Q01(t) =

∫ t

0
F̄ (u)dG(u), (18)

Q02(t) =

=

∫ t

0

∫ u

0
Φ̄(u− x)F̄0(u− x, u− x)dF (x)dG(u),

Q03(t) =

=

∫ t

0

∫ u

0

∫ u−x

0
dF (x)dΦ(y)F̄0(y, y)dG(u) +

+

∫ t

0

∫ t−x

0
dF (x)dΦ(y)F̄0(y, y)Ḡ(t),

Q04(t) =

∫ ∞
0

Q04(t, u)dG(u).

Предельным переходом при t→∞ получа-
ем переходные вероятности состояний вложен-
ной цепи Маркова

pij = lim
t→∞

Qij(t), i, j ∈ {0, 1, 2, 3}.

Для исследуемой модели из равенств (18)
находим, что

p00 = 0, p01 =

∫ ∞
0

F̄ (u)dG(u),

p02 =
(19)

=

∫ ∞
0

∫ u

0
Φ̄(u− x)F̄0(u− x, u− x)dF (x)dG(u),

p03 =

=

∫ ∞
0

∫ u

0

∫ u−x

0
dF (x)dΦ(y)F̄0(y, y)dG(u).

Равенство (19) и равенство (17) доказыва-
ют, что переход из состояния i ∈ {0, 1, 2, 3} в
состояние катастрофы j = 4 происходит с по-
ложительной вероятностью

p04 =

∫ ∞
0

Q04(∞, u)dG(u) > 0,

pi4 =

∫ ∞
0

Fi(x, x)dFi(x) > 0, i = 1, 2, 3.
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Состояния i ∈ {0, 1, 2, 3} вложенной мар-
ковской цепи сообщающиеся и несуществен-
ные, а состояние j = 4 является поглощаю-
щим, достижимым из любого несущественного
состояния.

Если использовать терминологию, введен-
ную в [5], то состояния i ∈ {0, 1, 2, 3} есть опас-
ные состояния, а состояние j = 4 есть состо-
яние катастрофы. Тогда можно утверждать,
что математическое ожидание времени до ка-
тастрофы конечно [5].

Обозначим через Mi, i ∈ {0, 1, 2, 3}, ма-
тематическое ожидание времени до катастро-
фы при условии, что полумарковский процесс
стартует из состояния i ∈ {0, 1, 2, 3}, ξ(0) = i.

Тогда для введенных математических ожи-
даний по формуле полного математическо-
го ожидания получаем неоднородную систему
алгебраических уравнений

Mi = mi +

3∑
j=0

pijMj , i ∈ {0, 1, 2, 3}, (20)

где математическое ожидание mi времени
непрерывного пребывания процесса ξ(t) в со-
стоянии i определяется равенством при i ∈
{0, 1, 2, 3}

mi =

4∑
j=0

∫ ∞
0

tdQij(t)dt =

∫ ∞
0
{1−

4∑
j=0

Qij(t)}dt,

в котором функции Qij(t) определяются ра-
венствами (16) и (18).

Поэтому получаем

mi =

∫ ∞
0

F̄i(t, t)F̄i(t)dt, i = 1, 2, 3, (21)

и
m0 = MΘ1 +MΘ2, (22)

где математические ожидания MΘi, i = 1, 2,
определяются равенствами (8) и (10)

Выпишем решение системы (20) при i = 0,
то есть считаем, что процесс стартует из со-
стояния i = 0, ξ(0) = i.

Тогда получаем выражение математиче-
ского ожидания времени до катастрофы через
исходные характеристики:

M0 =
m0 +

∑3
j=1mjp0j

1−
∑3

j=1 p0jpj0
. (23)

Математическое ожидание m0 и вероятно-
сти p0j , j ∈ {1, 2, 3}, суть линейные функци-
оналы относительно вероятностного распре-
деления G(u), определяющего периодичность
проведения плановых восстановительных ра-
бот (соотношения (8), (10) и (18)). Следова-
тельно, математическое ожидание M0(G) есть
дробно-линейный функционал

M0(G) =

∫∞
0 A(u)dG(u)∫∞
0 B(u)dG(u)

, (24)

где функции A(u) и B(u) определяются равен-
ствами

A(u) =

∫ u

0
F̄ (x)dx+

∫ u

0
F̄0(x, x)F (u− x)Φ̄(x)dx+ F̄ (u)

∫ ∞
0

F̄1(t, t)F̄1(t)dt +

+

∫ ∞
0

F̄2(t, t)F̄2(t)dt

∫ u

0
Φ̄(u− x)F̄0(u− x, u− x)dF (x) + (25)

+

∫ ∞
0

F̄3(t, t)F̄(t)dt

∫ u

0
F̄0(y, y)F (u− y)dΦ(y),

B(u) = 1− F̄ (u)

∫ ∞
0

F̄1(z, z)dF1(z) +

+

∫ ∞
0

F̄2(z, z)dF2(z)

∫ u

0
Φ̄(u− x)F̄0(u− x, u− x)dF (x) + (26)

+

∫ ∞
0

F̄3(z, z)dF3(z)

∫ u

0
F̄0(y, y)F (u− y)dΦ(y).

Оптимальную стратегию управления мож-
но искать в классе детерминированных стра-
тегий [1]

G(x) =

{
0, x 6 u,

1, x > u.
(27)

Таким образом, получаем, что если процесс
стартует из состояния ноль, когда система за-
щиты новая, то математическая задача сво-
дится к определению максимума функции

M0(u) =
A(u)

B(u)
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и точки u0, в которой этот максимум достига-
ется,

M0(u0) = max
u>0

A(u)

B(u)
. (28)

Вывод. Нужно назначать проведение пре-
дупредительных профилактик через время u0,
тогда получим максимальное значение мате-
матического ожидания времени до катастро-
фы.

Алгорим определения оптимальной
стратегии управления

Исходные данные:
- функция распределения времени безотказ-
ной работы системы F (x);
- функция распределения времени самостоя-
тельного проявления отказа Φ(x) = 1− e−λx;
- функция распределения времени планового
предупредительного ремонта F1(x);
- функция распределения времени планового
аварийного ремонта F2(x);
- функция распределения времени внеплано-
вого аварийного ремонта F3(x);
- интенсивность атак в состоянии скрытого от-
каза λ0;
- интенсивность атак в состоянии планового
предупредительного ремонта λ1;
- интенсивность атак в состоянии планового
аварийного ремонта λ2;
- интенсивность атак в состоянии внепланово-
го аварийного ремонта λ3;
- функция распределения времени, необходи-
мого для вскрытия информации, Ψ(x).

Этапы построения оптимальной страте-
гии:
1. Вычисление функций F̄i(x, x), i = 0, 1, 2, 3
(равенство (5));
2. Вычисление функций A(u), B(u) (равенства
(25),(26));
3. Определение максимума функции M0(u)
(равенство (30)).

Пример

Приведем пример расчета оптимальной пе-
риодичности проведения плановых восстано-
вительных работ для следующих исходных
данных:
- функция распределения времени безотказ-
ной работы системы F (x) = 1− e−λx;
- функция распределения времени самостоя-
тельного проявления отказа Φ(x) = 0, x < ∞
(самостоятельно отказ не проявляется);
- функция распределения времени планово-
го предупредительного ремонта F1(x) = 1 −
e−µ1x;
- функция распределения времени планового

аварийного ремонта F2(x) = 1− e−µ2x;
- функция распределения времени внеплано-
вого аварийного ремонта F3(x) = 1− e−µ3x;
- интенсивность атак в состоянии скрытого от-
каза λ0;
- интенсивность атак в состоянии планового
предупредительного ремонта λ1;
- интенсивность атак в состоянии планового
аварийного ремонта λ2;
- интенсивность атак в состоянии внепланово-
го аварийного ремонта λ3;
- необходимо фиксированное время τ для
вскрытия информации, функция распределе-
ния времени, необходимого для вскрытия ин-
формации,

Ψ(x) =

{
0, x 6 τ,

1, x > τ.
(29)

Этап 1. Вычисление функций F̄i(x, x). Из
равенства (5) получаем при i = 0, 1, 2, 3 для
заданных исходных данных

Fi(x, x) =

{
1, x 6 τ,

e−λi(x−τ), x > τ.
(30)

Этап 2. Вычисляем функцию A(u).
Обозначим

αi =

∫ ∞
0

F̄i(z, z)F̄i(z)dz, i = 1, 2, 3.

При исходных данных примера имеем

αi = αi(τ) =
1− e−µiτ

µi
+
e−(λi+µi)τ

λi + µi
.

Из равенства (25) получаем при заданных
исходных данных:

при u < τ

A(u) = u+ e−λuα1(τ) + (1− e−λu)α2(τ),

при u > τ

A(u) =
1− e−λu

λ
+ τ +

e−λτ

λ
− e−λ0(u−τ)

λ
+

+
eλ0(u−τ) − eλ(u−τ)

λ− λ0
+ e−λuα1(τ) +

+ {1− e−λτ +
λ

λ− λ0
[eλ0(u−τ) − eλ(u−τ)]}α2(τ).

Обозначим

βi =

∫ ∞
0

F̄i(z, z)dFi(z), i = 1, 2, 3.

При исходных данных примера имеем

βi = βi(τ) = 1− λie
−µiτ

µi + λi
.

��
��
42



Из равенства (26) получаем при заданных
исходных данных:

при u < τ

B(u) = 1− e−λuβ1(τ) + (1− eλu)β2(τ),

при u < τ
B(u) = 1− e−λuβ1(τ) +

+ {1− e−λτ +
λ

λ− λ0
[eλ0(u−τ) − eλ(u−τ)]}β2(τ).

Исследование завершается поиском макси-
мума отношения функций A(u) и B(u) и точки
u0, в которой этот максимум достигается.
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МОДЕЛЬ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ СТРУКТУРЫ СИНСЕТА

А. Н. Кириллов, А. А. Крижановский

Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра РАН

В статье поставлен вопрос формализации понятия синонимии. На основе век-
торного представления слов в работе предлагается геометрический подход для
математического моделирования наборов синонимов (синсетов). Определен та-
кой вычислимый атрибут синсетов как внутренность синсета (IntS). Введены
понятия ранг и центральность слов в синсете, позволяющие определить более
значимые, «центральные» слова в синсете. Для ранга и центральности даны
математическая формулировка и предложена процедура их вычисления. Для
вычислений использованы нейронные модели (Skip-gram, CBOW), созданные
программой Т. Миколова word2vec. На примере синсетов Русского Викисловаря
построены IntS по нейронным моделям корпусов проекта RusVectores. Резуль-
таты, полученные по двум корпусам (Национальный корпус русского языка и
новостной корпус), в значительной степени совпадают. Это говорит о некоторой
универсальности предлагаемой математической модели.

К лю ч е в ы е c л о в а: синоним; синсет; нейронная сеть; корпусная лингвистика;
word2vec; RusVectores; gensim; Русский Викисловарь.

A. N. Kirillov, A. A. Krizhanovsky. SYNSET GEOMETRY
STRUCTURE MODEL
The goal of formalization, proposed in this paper, is to bring together, as near as
possible, the theoretic linguistic problem of synonym conception and the computer
linguistic methods based generally on empirical intuitive unjustified factors. Using
the word vector representation we have proposed the geometric approach to
mathematical modeling of synonym set (synset). The word embedding is based
on the neural networks (Skip-gram, CBOW), developed and realized as word2vec
program by T. Mikolov. The standard cosine similarity is used as the distance
between word-vectors. Several geometric characteristics of the synset words are
introduced: the interior of synset, the synset word rank and centrality. These notions
are intended to select the most significant synset words, i.e. the words which senses
are the nearest to the sense of a synset. Some experiments with proposed notions,
based on RusVectores resources, are represented.

K e y w o r d s: synonym; synset; neural network; corpus linguistics; word2vec;
RusVectores; gensim; Russian Wiktionary.

Введение

Понятие синонима не имеет строгого опре-
деления, хотя на бытовом уровне оно прижи-

лось и достаточно часто используется. При-
ведем описательное определение синонима из
известного словаря синонимов русского языка
Александровой З. Е. [1, с. 6]:
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Синонимами считаются слова, вы-
ражающие одно и то же понятие,
тождественные или близкие по зна-
чению, отличающиеся друг от друга
оттенками значений, принадлежно-
стью к тому или иному стилистиче-
скому слою языка и экспрессивной
окраской.

Это определение вызывает ряд вопросов: что
такое понятие, значение и т. д.? В результа-
те нет единого строгого определения синони-
мии. Имеются многочисленные научные рабо-
ты, отражающие различные подходы в его по-
нимании.

Таким образом, возникает необходимость
введения некоторой формализации, которая
позволила бы дать количественные характери-
стики для описания соотношений между сло-
вами, что особенно важно в задачах автомати-
ческой обработки языка (англ. natural language
processing).

В настоящей работе предложен подход
к математическому моделированию понятия
синсета.

Понятие синсет (набор синонимов) обяза-
но своим появление системе WordNet, в кото-
ром различные отношения (синонимия, анто-
нимия и др.) указываются не между словами,
а между синсетами (от англ. synonym set,
группа синонимов) [15].

Для исследования были использованы
синонимы Русского Викисловаря. Викисло-
варь — это свободно пополняемый многофунк-
циональный многоязычный онлайн-словарь и
тезаурус. Машиночитаемый Викисловарь, ис-
пользуемый в этой работе, регулярно обнов-
ляется и строится с помощью программы
wikokit1 на основе данных Викисловаря [7].

Авторы статьи ставят перед собой ряд за-
дач, решение которых в большей или меньшей
степени представлено в этой работе:

∙ автоматически упорядочивать синонимы
внутри синсета по степени близости слов
к тому смыслу, который представлен
этим синсетом;

∙ предложить математический аппарат
для анализа, характеристики и сравне-
ния синсетов, проверить его эксперимен-
тально на данных онлайн-словаря (Рус-
ский Викисловарь);

∙ в перспективе с помощью предлагаемо-
го математического аппарата найти «сла-
бые» синсеты с целью повышения каче-
ства словаря;

∙ важное направление, занятие которым
побудило авторов к этой работе, это
разрешение лексической многозначности
(word-sense disambiguation или WSD).
Программа максимум заключается в том,
чтобы использовать нейронные сети и
предлагаемые методы для решения WSD-
задачи на качественно новом уровне по
сравнению с текущими методами [3].

Векторное представление слов:
блеск и нищета построения нейрон-
ных сетей инструментом word2vec

Идея векторного представления слов с по-
мощью нейронных сетей получила мощный
толчок благодаря работам Томаса Миколова
[12–14]. Главное достоинство работы Т. Ми-
колова в том, что он разработал инструмент
word2vec для создания моделей нейронных се-
тей (далее будем их называть предсказатель-
ными моделями, см. context-predicting models
в работе [4]) на основе текстов корпусов. Забе-
гая вперед, можно сказать, что, с нашей точ-
ки зрения, не меньший вклад сделали и оте-
чественные ученые Андрей Кутузов и Елиза-
вета Кузьменко, которые приготовили с помо-
щью word2vec предсказательные модели для
русского языка на основе ряда корпусов. Свой
инструмент они назвали RusVectores [9].

Бедность подхода, предложенного Т. Ми-
коловым в том, что поиск осмысленных
пар семантических отношений работает толь-
ко на некоторых ярких примерах, например
(𝑞𝑢𝑒𝑒𝑛 − 𝑤𝑜𝑚𝑎𝑛 + 𝑚𝑎𝑛 ≈ 𝑘𝑖𝑛𝑔). У нас есть
обоснованные подозрения, что не на всем про-
странстве текстов слова будут подчиняться
таким удивительно простым правилам. Сла-
бость математической стороны работ Т. Ми-
колова была подмечена в недавней работе Гол-
дберга и Леви [5].

Работа И. Голдберга и О. Леви, посвящен-
ная обсуждению результатов Т. Миколова, за-
канчивается обращением к исследователям:

"Can we make this intuition more
precise? We’d really like to see
something more formal" [5].
Перевод: «Может ли интуитивный
подход быть сделан более точным?
Мы действительно хотели бы уви-
деть нечто более формальное.»

В какой-то мере настоящая статья является
ответом на вызов этих известных исследова-
телей в области компьютерной лингвистики.

Кратко осветим подход Т. Миколова.
1https://github.com/componavt/wikokit
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Определение 1. Векторным словарем назо-
вем множество 𝐷 = {𝑤𝑖 ∈ R|𝐷|}, где 𝑖-ая ком-
понента вектора 𝑤𝑖 равна 1, а остальные ком-
поненты – нули.

Рассмотрим некоторый словарь и пронуме-
руем все слова, входящие в него. Пусть |𝐷| —
количество слов в словаре, 𝑖 — номер слова.

Задача векторного представления слов со-
стоит в построении линейного отображения
𝐿 : 𝐷 → R𝑁 , где 𝑁 ≪ |𝐷|, а вектор 𝑣 =
𝐿(𝑤), 𝑤 ∈ 𝐷, 𝑣 имеет компоненты 𝑣𝑗 ∈ R. Ре-
зультат отображения называется распределен-
ным (distributed) векторным представлением
слов. Цель его состоит в замене очень «то-
щего» (разреженного) множества 𝐷 ∈ R|𝐷|,
в которое входят векторы с нулевым взаим-
ным скалярным произведением, на некоторое
подмножество из R𝑁 , векторы которого рас-
положены таким образом, что их компоненты
позволяют использовать скалярное произведе-
ние нормированных векторов в качестве меры
их похожести (similarity), что принято в соот-
вествующих задачах обработки языков. Пола-
гая, что линейное отображение 𝐿 реализуется
с помощью матрицы 𝑊 , получаем 𝑣 = 𝑊𝑤,
причем для нахождении матрицы 𝑊 исполь-
зуют различные методы, в частности, основан-
ные на нейронных сетях. Наибольшую попу-
лярность в самое последнее время приобрели
CBOW (continuous bag of words) и Skip-gram
методы, предложенные в работе [14] и являю-
щиеся, по сути, модификацией метода макси-
мального правдоподобия. При этом в методе
Skip-gram матрица 𝑊 максимизирует функ-
цию 𝐹 (𝑊 ) вида

𝐹 (𝑊 ) =
1

𝑇

𝑇∑︁
𝑡=1

∑︁
−𝑐6𝑗6𝑐,𝑗 ̸=0

ln 𝑝(𝑤𝑡+𝑗 |𝑤𝑡)

𝑝(𝑤𝑡+𝑗 |𝑤𝑡) =
exp𝑢𝑡+𝑗∑︀|𝐷|
𝑖=1 exp𝑢𝑖

, 𝑢𝑖 = (𝑊𝑤𝑖,𝑊𝑤𝑡)

где (·, ·) — символ скалярного произведения,
𝑇 — объем обучающего контекста. Здесь по
слову 𝑤𝑡 находится содержащий его контекст,
составляющий «окно» размера 2𝑐 слов. В ме-
тоде CBOW, наоборот, по контексту находит-

ся слово, входящее в него. Для максимиза-
ции 𝐹 (𝑊 ) используется метод стохастического
градиентного спуска.

В работах Т. Миколова при построении
нейронных сетей учитывается только локаль-
ный контекст слов (упомянутое выше «окно»).
Существуют попытки [6] учесть глобальный
контекст (весь документ). Это полезно при
разрешении лексической многозначности.

Геометрия синсета

Внутренность синсета IntS
Расстояние между векторами-словами

(нормированными) измеряется их скалярным
произведением, или углом между векторами,
как в теории проективных пространств. Таким
образом, увеличение скалярного произведения
соответствует уменьшению расстояния между
векторами-словами 𝑎, 𝑏, которое принято обо-
значать как 𝑠𝑖𝑚{𝑎, 𝑏}, что является сокраще-
нием термина 𝑠𝑖𝑚𝑖𝑙𝑎𝑟𝑖𝑡𝑦 – «похожесть» или
«сходство» слов2. Итак, 𝑠𝑖𝑚{𝑎, 𝑏} = (𝑎,𝑏)

||𝑎|||̇|𝑏||
—

это расстояние между векторами 𝑎 и 𝑏.
Предлагаются и другие способы определе-

ния расстояния между словами-векторами, но
в их основе также лежит скалярное произве-
дение [10, 11, 18].

Введем обозначения для нормированных
сумм векторов: 𝑀((𝑎𝑖), 𝑛) =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖

||
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑎𝑖|| . Рассто-
яние между множествами векторов будем по-
нимать как расстояния между средними век-
торов этих сумм. Таким образом, если даны
два множества векторов 𝐴 = {𝑎1, ..., 𝑎𝑛} и
𝐵 = {𝑏1, ..., 𝑏𝑚}, то расстояние между ними,
𝑠𝑖𝑚{𝐴,𝐵}, определяется следующим образом
𝑠𝑖𝑚{𝐴,𝐵} = (𝑀((𝑎𝑖), 𝑛), (𝑀((𝑏𝑗),𝑚))).

Рассмотрим синсет 𝑆 = {𝑣𝑘, 𝑘 = 1, ..., |𝑆|}.
Удалим какое-либо слово 𝑣 из синсета. Индекс
слова опускаем для сокращения записи. Раз-
объем множество 𝑆 ∖ {𝑣} на два непересекаю-
щихся подмножества: 𝑆 ∖ {𝑣} = {𝑣𝑖𝑠} ⊔ {𝑣𝑗𝑝},
𝑠 = 1, ..., 𝑞, 𝑝 = 1, ..., 𝑟, 𝑞 + 𝑟 = |𝑆| − 1, 𝑖𝑠 ̸= 𝑗𝑝.
Обозначим 𝑆1 = {𝑣𝑖𝑠}, 𝑆2 = {𝑣𝑗𝑝}. Тогда вве-
денное выше дизъюнктное разбиение запишет-
ся в виде 𝑆 ∖ {𝑣} = 𝑆1 ∪ 𝑆2.

Определение 2. Внутренностью 𝐼𝑛𝑡𝑆 синсета 𝑆 называется множество всех векторов 𝑣 ∈ 𝑆,
удовлетворяющих условию

𝐼𝑛𝑡𝑆 = {𝑣 ∈ 𝑆 : 𝑠𝑖𝑚{𝑆1, 𝑆2} < 𝑠𝑖𝑚{𝑆1 ∪ 𝑣, 𝑆2}
⋀︁

𝑠𝑖𝑚{𝑆1, 𝑆2} < 𝑠𝑖𝑚{𝑆1, 𝑆2 ∪ 𝑣}} (1)

для всех дизъюнктных разбиений 𝑆 ∖ {𝑣} = 𝑆1 ∪ 𝑆2, где 𝑆1 ̸= ∅, 𝑆2 ̸= ∅.

2Будем использовать фигурные скобки 𝑠𝑖𝑚{𝑎, 𝑏}, чтобы отличать запись от скалярного произведения (·, ·).
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Смысл определения состоит в том, что до-
бавление вектора 𝑣 ∈ 𝐼𝑛𝑡𝑆 в любое из двух
подмножеств множества 𝑆 ∖ {𝑣}, образующих
его дизъюнктное разбиение, уменьшает рас-
стояние между этими подмножествами.

Чтобы проиллюстрировать IntS и показать,
какие слова в него входят, предположим, что
вектора имеют размерность не 100 или 300, а
всего два. На рисунке 1 представлена такая
конфигурация синсета 𝑆, что вершина 𝑣 не мо-
жет не входить в 𝐼𝑛𝑡𝑆. То есть любые разбие-
ния 𝑆 будут «стягиваться», сближаться добав-
лением 𝑣 к одному из разбиений (𝑆1 или 𝑆2).

Рис. 1. Пример вершины 𝑣, сближающей любые
непустые разбиения 𝑆, в частности — 𝑆1 и 𝑆2 (сле-
ва), а следовательно, 𝑣 ∈ 𝐼𝑛𝑡𝑆. При добавлении
вершины 𝑣 к 𝑆1 получаем множество 𝑆1 ∪ 𝑣, кото-
рое на рисунке (в центре) находится ближе к 𝑆2,
чем множество 𝑆1. Подобным образом 𝑆2∪𝑣 ближе
к 𝑆1, чем множество 𝑆2 (справа).

Ранг и центральность слов в синсете

Введём понятие ранга синонима 𝑣 ∈ 𝑆.
Дизъюнктное разбиение на два множества,
элемента разбиения, будем называть разбие-
нием. Пусть 𝑃𝑣 = {𝑝𝑖, 𝑖 = 1, ..., 2𝑛≻2 ≻ 1} —
множество всех пронумерованных каким-либо
образом разбиений (𝑛≻1)-элементного множе-
ства 𝑆 ∖ {𝑣}, 𝑛 > 2.

Рассмотрим какое-либо разбиение 𝑝𝑖 мно-
жества 𝑆 ∖ {𝑣} на подмножества 𝑆1 и 𝑆2, то
есть 𝑆 ∖ {𝑣} = 𝑆1 ⊔ 𝑆2. Обозначим 𝑠𝑖𝑚𝑖 =
𝑠𝑖𝑚{𝑆1, 𝑆2}, 𝑠𝑖𝑚1

𝑖 = 𝑠𝑖𝑚{𝑆1 ∪ 𝑣, 𝑆2}, 𝑠𝑖𝑚2
𝑖 =

𝑠𝑖𝑚{𝑆1, 𝑆2∪𝑣}. При этом получаем более ком-
пактное определение внутренности 𝐼𝑛𝑡𝑆 син-
сета 𝑆

𝐼𝑛𝑡𝑆 = {𝑣 ∈ 𝑆 : 𝑠𝑖𝑚𝑖 < 𝑠𝑖𝑚1
𝑖

⋀︁
𝑠𝑖𝑚𝑖 < 𝑠𝑖𝑚2

𝑖 }
(2)

Введем функцию 𝑟𝑣 : 𝑃𝑣 → {≻1, 0, 1} сле-
дующего вида:

𝑟𝑣(𝑝𝑖) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

≻1, 𝑠𝑖𝑚1
𝑖 < 𝑠𝑖𝑚𝑖

⋀︁
𝑠𝑖𝑚2

𝑖 < 𝑠𝑖𝑚𝑖,

𝑣 отдаляет 𝑆1 от 𝑆2

1, 𝑠𝑖𝑚1
𝑖 > 𝑠𝑖𝑚𝑖

⋀︁
𝑠𝑖𝑚2

𝑖 > 𝑠𝑖𝑚𝑖,

𝑣 сближает 𝑆1 и 𝑆2

0, (𝑠𝑖𝑚1
𝑖 ≻ 𝑠𝑖𝑚𝑖) · (𝑠𝑖𝑚2

𝑖 ≻ 𝑠𝑖𝑚𝑖) < 0.

сближение ≻ отдаление
(3)

Функция 𝑟𝑣 определена для каждого разби-
ения и дает своего рода «кирпичики», из кото-
рых будет складываться ранг синонима.

Поясним краткую запись «сближение–
удаление». Выражение
(𝑠𝑖𝑚1

𝑖 ≻ 𝑠𝑖𝑚𝑖) · (𝑠𝑖𝑚2
𝑖 ≻ 𝑠𝑖𝑚𝑖) < 0 эквивалентно

и является компактной записью для
(𝑠𝑖𝑚1

𝑖 < 𝑠𝑖𝑚𝑖 ∧ 𝑠𝑖𝑚2
𝑖 > 𝑠𝑖𝑚𝑖)

⋁︀
(𝑠𝑖𝑚1

𝑖 > 𝑠𝑖𝑚𝑖 ∧ 𝑠𝑖𝑚2
𝑖 < 𝑠𝑖𝑚𝑖).

Другими словами функция 𝑟𝑣(𝑝𝑖) дает значе-
ние 0, если добавление слова 𝑣 одному из эле-
ментов разбиения 𝑝𝑖 уменьшает (увеличива-
ет) расстояние 𝑠𝑖𝑚𝑖, а добавление ко второму
элементу, наоборот, увеличивает (уменьшает)
расстояние 𝑠𝑖𝑚𝑖. То есть элемент 𝑣 действует
на множества в "противофазе". На рисунке 2
это разбиения 2 и 3.

Определение 3. Рангом синонима 𝑣 ∈ 𝑆, где
|𝑆| > 2, называется целое число вида

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑣) =

|𝑃𝑣|∑︁
𝑖=1

𝑟𝑣(𝑝𝑖). (4)

Легко видеть, что если 𝑣 ∈ 𝐼𝑛𝑡𝑆, то
𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑣) = 2|𝑆|≻2≻1 – это число всех непустых
дизъюнктных разбиений (|𝑆| ≻ 1)-элементного
множества 𝑆 ∖ {𝑣}, т. е. 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑣) максимален и
совпадает с числом Стирлинга второго рода:
{𝑛
𝑘 } = { |𝑆|

2 }, где n — мощность разбиваемого
множества, а k — число подмножеств, здесь
два [2, с. 24].

Взаимосвязь 𝐼𝑛𝑡𝑆 и ранга синонима в син-
сете 𝑆 сформулируем в виде теоремы.

Теорема 1 (IntS theorem). Слово 𝑣 принадле-
жит внутренности синсета 𝑆 тогда и толь-
ко тогда, когда это слово обладает макси-
мально возможным рангом в данном синсе-
те, этот ранг совпадает с числом Стирлинга
второго рода.

𝑣 ∈ 𝐼𝑛𝑡𝑆 ⇔ 𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑣) = 2|𝑆|≻2 ≻ 1, где |𝑆| > 3,
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При этом внутренность синсета 𝐼𝑛𝑡𝑆
определена для синсетов, содержащих три и
более слов, поскольку для вычисления 𝐼𝑛𝑡𝑆
множество 𝑆 нужно разбить на три части:
𝑆 ∖ {𝑣} = 𝑆1 ⊔ 𝑆2.

Доказательство.

𝑣 ∈ 𝐼𝑛𝑡𝑆
(2)⇔ ∀𝑝𝑖 : 𝐼𝑛𝑡𝑆 = {𝑣 ∈ 𝑆 : 𝑠𝑖𝑚1

𝑖 > 𝑠𝑖𝑚𝑖

∧ 𝑠𝑖𝑚2
𝑖 > 𝑠𝑖𝑚𝑖} (𝑣 сближает 𝑆1 и 𝑆2)

(3)⇔

∀𝑝𝑖 : 𝑟𝑣(𝑝𝑖) = 1
(4)⇔

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝑣) =

|𝑃𝑣|∑︁
𝑖=1

1 = |𝑃𝑣| = 2|𝑆|−2 − 1, (5)

поскольку 2|𝑆|−2 − 1 — это максимально воз-
можное число непустых дизъюнктных разбие-
ний, совпадающее с числом Стирлинга второ-
го рода [2, с. 24].

Обратим внимание, что слова в 𝐼𝑛𝑡𝑆 имеют
бóльший ранг и значение центральности отно-
сительно других слов синсета 𝑆.

Определение 4. Центральностью синонима
𝑣 ∈ 𝑆 при разбиении 𝑝𝑖 множества 𝑆 ∖ {𝑣} на-
зывается величина

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑣, 𝑝𝑖) =

(𝑠𝑖𝑚1
𝑖 (𝑣)− 𝑠𝑖𝑚𝑖) + (𝑠𝑖𝑚2

𝑖 (𝑣)− 𝑠𝑖𝑚𝑖) (6)

Определение 5. Центральностью синонима
𝑣 ∈ 𝑆 называется величина

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑣) =

|𝑃𝑣|∑︁
𝑖=1

𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑣, 𝑝𝑖)

По-видимому, ранг и центральность указы-
вают на значимость слова внутри синсета, то
есть близость слова к тому значению, которое
выражает синсет совокупностью слов.

Центральность дает более точную харак-
теристику значимости слова 𝑣 в синсете, чем
ранг (см. таблицу 1). Это естественно следует
из того, что ранг является целым (Z), а сте-
пень центральности — вещественным числом
(R), при этом вычисляются они по одному и
тому же алгоритму (см. далее).

Алгоритм вычисления ранга и централь-
ности

Из определения центральности (см. выше)
следует процедура её вычисления (алгорит-
мы 1 и 2)

Algorithm 1: Вычисление ранга и цен-
тральности вершины 𝑣 для разбиения 𝑝𝑖
синсета 𝑆
Data: разбиение 𝑝𝑖 множества 𝑆 ∖ {𝑣} на

подмножества 𝑆1 и 𝑆2, то есть
𝑆 ∖ {𝑣} = 𝑆1 ⊔ 𝑆2.

Result: 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣, 𝑝𝑖), 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑣, 𝑝𝑖).
1. 𝑠𝑖𝑚𝑖 = 𝑠𝑖𝑚{𝑆1, 𝑆2},

2. 𝑠𝑖𝑚1
𝑖 (𝑣) = 𝑠𝑖𝑚{𝑆1 ∪ 𝑣, 𝑆2} // слово 𝑣

добавляется к первому подмножеству 𝑆1

3. 𝑠𝑖𝑚2
𝑖 (𝑣) = 𝑠𝑖𝑚{𝑆1, 𝑆2 ∪ 𝑣} // слово 𝑣

добавляется ко второму подмножеству
𝑆2

4. 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑣, 𝑝𝑖) =
(𝑠𝑖𝑚1

𝑖 (𝑣)− 𝑠𝑖𝑚𝑖) + (𝑠𝑖𝑚2
𝑖 (𝑣)− 𝑠𝑖𝑚𝑖)

5. 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣, 𝑝𝑖) =
sgn(𝑠𝑖𝑚1

𝑖 (𝑣)− 𝑠𝑖𝑚𝑖)+ sgn(𝑠𝑖𝑚2
𝑖 (𝑣)− 𝑠𝑖𝑚𝑖),

где sgn(𝑥) =

⎧⎨⎩
1, 𝑥 > 0

0, 𝑥 = 0

−1, 𝑥 < 0

Algorithm 2: Вычисление ранга и цен-
тральности вершины 𝑣 синсета 𝑆

Data: синсет 𝑆, вершина 𝑣.
Result: 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣), 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑣).

1. 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑣) =
∑︀|𝑃𝑣|

𝑖=1 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦(𝑣, 𝑝𝑖),

2. 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣) =
∑︀|𝑃𝑣|

𝑖=1 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣, 𝑝𝑖).

Гипотеза. Чем более многозначным явля-
ется слово, тем меньше ранг (Z) и степень цен-
тральности (R) этого слова в разных синсетах.

Пример. Дан синсет 𝑆 = (баюкать, убаю-
кивать, укачивать, усыплять). Нужно най-
ти 𝐼𝑛𝑡𝑆, вычислить ранг и центральность для
каждого слова в синсете.

Пример вычисления ранга и степени цен-
тральности для слова «усыплять» в этом син-
сете показан на рисунке 2. Множество мощно-
сти 3 = |𝑆 ∖ {𝑣}| можно разбить тремя спосо-
бами на два непустых подмножества. Каждое
такое разбиение добавляет в 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑣) 1, 0 или -
1 (рис. 2). Значение ранга получилось равным
-1, степень центральности равна -0,071.
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В таблице 1 указаны значения ранга, степе-
ни центральности и принадлежность 𝐼𝑛𝑡𝑆 для
всех слов синсета.

В соответствии с изложенной выше Теоре-
мой 1 ранг синонимов, принадлежащих внут-
ренности синсета 𝐼𝑛𝑡𝑆, должен быть равен

2|𝑆|≻2 ≻ 1 = 2|4|≻2 ≻ 1 = 3

В таблице 1 видно, что ранг 3 и наибольшие
значения центральности у слов «баюкать»,
«убаюкивать». Итак, 𝐼𝑛𝑡 (баюкать, убаюки-
вать, укачивать, усыплять) = (баюкать, уба-
юкивать), то есть в 𝐼𝑛𝑡𝑆 вошли векторы, со-
ответствующие словам «убаюкивать» и «баю-
кать». Это указывает на то, что эта пара наи-
более близка по смыслу ко всем четырем сло-
вам синсета.

Рис. 2. Значение ранга и степени центральности
для слова «усыплять» в синсете (баюкать, убаю-
кивать, укачивать, усыплять). Представлены три
возможных разбиения множества (баюкать, убаю-
кивать, укачивать) на два непустых подмножества
𝑆𝑖
1, 𝑆

𝑖
2, 𝑖 = 1, 2, 3 без слова "усыплять"(вектор 𝑣).

Значения 𝑟𝑎𝑛𝑘 𝑣 и 𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦 𝑣 вычисляются как
сумма соответствующих Δ𝑟𝑎𝑛𝑘𝑖 и Δ𝑐𝑒𝑛𝑡𝑟𝑎𝑙𝑖𝑡𝑦𝑖.

Эксперименты

В этой работе используются нейрон-
ные модели, созданные авторами проекта
𝑅𝑢𝑠𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 [9]. Первая модель построена по
текстам Национального корпуса русского язы-
ка (НКРЯ или Ruscorpora), вторая модель —
на основе текстов отечественных новостных
сайтов (Новостной корпус или News corpus).
Модели доступны на сайте проекта [16].

Авторы 𝑅𝑢𝑠𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 А. Кутузов и Е. Кузь-
менко обращают внимание читателя на такие
особенности НКРЯ, как ручной отбор текстов
для пополнения корпуса и регулирование соот-
ношения объема текстов разных жанров, ма-
лый размер основного корпуса, порядка 107
млн слов (для сравнения Новостной корпус
включает 2.4 млрд слов). В работе [8] вводит-
ся понятие представительность корпуса как
способность отражать (указывать на) те ас-
социации для слова, с которыми согласится
большинство носителей. Ассоциации, порож-
даемые предсказательными моделями по дан-
ным НКРЯ и по данным веб-корпуса, как раз
и используются для сравнения двух корпу-
сов в этой работе. Задача сравнения свелась к
поиску слов, значения которых в веб-корпусе
существенно (или полностью) отличались бы
от значений в НКРЯ. Если учесть, что для
каждого слова в корпусе с помощью предска-
зательной модели можно получить список 𝑁
ближайших слов (напомним, что слову соот-
ветствует вектор), то формулировка резуль-
тата сравнения корпусов будет такой: более
чем у половины слов (общих слов двух корпу-
сов) совпадало три и более слов из 10 ближай-
ших [8]. Это говорит о том, что в картине мира
интеллектов, нейронных моделей, созданных
на основе НКРЯ и на основе текстов Интер-
нета, есть много общего. Однако необходима и
обратная оценка — какова степень различия
предсказательных моделей?

Отметим, что понятие сбалансированность
корпуса приобретает новое значение в све-
те предсказательных моделей, создаваемых на
основе корпуса. Несбалансированная выборка
текстов приводит к перевесу в тематике корпу-
сов, в итоге — к менее точной предсказатель-
ной модели.

Таблица 1. Ранг (rank) и степень центральности (centrality) для каждого слова в синсете,
принадлежность синонима внутренности синсета (IntS)

synonym усыплять укачивать убаюкивать баюкать
centrality -0.07 0.31 0.68 0.71

rank -1 1 3 3
IntS — — + +
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Таблица 2. Примеры синсетов, ряд которых имеют пустую внутренность (𝐼𝑛𝑡𝑆 = ∅). Синсеты взяты
из словарных статей Русского Викисловаря, слова в синсете упорядочены по рангу и центральности.
Указан корпус, по которому в проекте 𝑅𝑢𝑠𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 построена предсказательная модель, использованная
для вычислений 𝐼𝑛𝑡𝑆, здесь 𝑂𝑢𝑡𝑆 = 𝑆 ∖ 𝐼𝑛𝑡𝑆

словарная
статья

синсет (из статьи),
по умолчанию целиком входит в 𝑂𝑢𝑡𝑆

||𝑆|| ||𝐼𝑛𝑡𝑆|| корпус

существительные

план умысел, намерение, прожект,
задумка, план, проект, замысел 7 0 НКРЯ

хвороба нездоровье, хворость, хвороба, хворь, болезнь 5 0 НКРЯ
наречия

прекрасно чудесно, замечательно, отлично,
превосходно, прекрасно 5 0 НКРЯ

прекрасно IntS(превосходно, замечательно),
OutS(чудесно, прекрасно, отлично) 5 2 News

прилагательные

добрый душевный, добросердечный,
отзывчивый, сердечный, добрый 5 0 НКРЯ, News

каменный каменный, бесчувственный, суровый,
жестокий, безжалостный 5 0 НКРЯ

каменный IntS(безжалостный), OutS(каменный,
бесчувственный, суровый, жестокий) 5 1 News

глаголы

обличать обличать, изобличать, обвинять,
разоблачать, уличать 5 0 НКРЯ, News

казаться сдаваться, представляться, думаться, казаться 4 0 НКРЯ, News

изготовлять делать, создавать, производить, сооружать,
мастерить, изготавливать, изготовлять 7 0 НКРЯ, News

Для последующих экспериментов важно
следующее наблюдение работы [8]. Чем более
слово является редким, чем меньше данных,
контекстов с этим словом, тем более сомни-
тельными, неточными будут ассоциативные
слова, порождаемые предсказательной моде-
лью.

Нами проведены эксперименты для апро-
бации предложенной модели синсета. Бы-
ли использованы две матрицы 𝑊 (предска-
зательные модели), построенные авторами
𝑅𝑢𝑠𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 по корпусу НКРЯ и по Новост-
ному корпусу.

Для работы с предсказательными моделя-
ми была выбрана программа gensim3, посколь-
ку она (помимо множества других алгорит-
мов) содержит реализацию word2vec на язы-
ке Python (программа gensim описана в рабо-
те [17]). Эта же программа gensim использова-
лась при создании предсказательных моделей
авторами 𝑅𝑢𝑠𝑉 𝑒𝑐𝑡𝑜𝑟𝑒𝑠 [16].

Авторами этой статьи разработан ряд
скриптов на основе gensim для работы с пред-
сказательными моделями, вычисления 𝐼𝑛𝑡𝑆,
ранга, центральности. Скрипты доступны он-
лайн4. Для нескольких тысяч синсетов, из-
влеченных из Русского Викисловаря, вычис-
лен ранг и определена внутренность синсета
𝐼𝑛𝑡𝑆. Эксперименты показали, что для редких
в корпусе слов 𝐼𝑛𝑡𝑆 может оказаться пустым.

Обсудим данные таблицы 2. Очевидно, что
одному и тому же слову в разных предска-
зательных моделях, построенных по разным
корпусам, будут соответствовать разные век-
тора. И сами словари этих моделей будут от-
личаться, см. [8]. Именно по этой причине от-
радно видеть, что результаты в таблице 2, по-
лученные по разным корпусам, в значитель-
ной степени совпадают. Это говорит о некото-
рой универсальности предлагаемой математи-
ческой модели.

3http://radimrehurek.com/gensim/
4https://github.com/componavt/piwidict/tree/master/lib_ext/gensim_wsd
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Заключение

Мир современной лингвистики можно
условно представить в виде двух тяготеющих
друг к другу, но слабо связанных областей.
Строгая формализация базовых понятий необ-
ходима для дальнейшего развития лингвисти-
ки как точной науки. Формулировка четкого
определения для значения слова, синонимии
и других позволит в должной мере опереться
на методы и алгоритмы вычислительной линг-
вистики (корпусной лингвистики, нейронных
сетей), дискретной математики, теории веро-
ятностей.

В нашей работе предлагается формализа-
ция такого важного для машиночитаемых сло-
варей и тезаурусов понятия, как набор сино-
нимов (синсет). К этой формализации син-
сета предлагается ряд вычислимых атрибу-
тов (IntS, rank, centrality), которые позволяют
анализировать синсеты, сравнивать их, прово-
дить количественный анализ.

Разработанный аппарат планируется при-
менить к решению задачи разрешения лекси-
ческой многозначности.

Работа поддержана грантом РГНФ (про-
ект № 15-04-12006).
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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ОПТИМИЗАЦИИ
ПРОЦЕССА БИООЧИСТКИ СТОЧНЫХ ВОД

А. Н. Кириллов1, Н. В. Смирнов2

1Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра РАН
2Петрозаводский государственный университет

Предложено дальнейшее развитие математической модели управления процес-
сом биологической очистки сточных вод в аэротенке-смесителе. Найдено инва-
риантное множество системы дифференциальных уравнений, представляющей
модель. Разработан алгоритм нахождения оптимального управления процессом
биоочистки в задаче минимизации расхода кислорода. Приведены результаты
апробации разработанного алгоритма.

Ключ е вы е c л о в а: аэротенк; биоочистка; окисление; оптимальное управле-
ние.

A. N. Kirillov, N. V. Smirnov. MATHEMATICAL MODEL OF
WASTEWATER TREATMENT PROCESS OPTIMIZATION
Further development of the mathematical model for controlling wastewater
biological treatment process in a mixing aeration tank is proposed. The invariant
set of the system of differential equations representing the model was found. The
algorithm of finding optimal process control in the problem of minimizing oxygen
consumption was developed. The results of testing the developed algorithm are
reported.

K e ywo r d s: aeration tank; bioremediation; oxidation; optimal control.

Введение

Процесс биоочистки в аэротенке — биохи-
мический процесс для очистки бытовых и про-
мышленных сточных вод, в котором использу-
ются воздух (или кислород) и микроорганиз-
мы активного ила для окисления содержаще-
гося в сточной воде субстрата.

Ограниченность запасов питьевой воды и
увеличение требований к качеству очищения
сточных вод обусловливают необходимость ис-
следований в области математического мо-
делирования процесса биологической очистки
сточных вод. Этому направлению посвящено
достаточно большое количество публикаций
(например, [1–6]).

В статье продолжено исследование в обла-
сти математического моделирования процесса
биоочистки воды в аэротенке-смесителе, пред-
ставленное в работах [7, 8], в частности, най-
дено инвариантное множество разработанной
математической модели процесса биоочистки,
обоснован результат об однократности пере-
ключения оптимального управления при ми-
нимизации расхода кислорода, разработан и
апробирован алгоритм нахождения оптималь-
ного управления процессом биоочистки. Так-
же в статье представлены формулы для по-
лучения начальных значений модельных кон-
центраций, которые необходимы для практи-
ческого использования предложенной модели.
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Инвариантное множество матема-
тической модели процесса био-
очистки

Рассмотрим процесс биологической очист-
ки сточных вод от субстрата одного типа в
аэротенке-смесителе объемом V. Введем обо-
значения: X и S – концентрации активного ила
и cубстрата в аэротенке, Scv и Sil — концен-
трации субстрата в сточной воде и в иловой
смеси, Xil — концентрация активного ила во
входящей иловой смеси, Vil и Vcv — расходы
иловой смеси и сточных вод, Ṽil и Ṽcv — объ-
емы иловой смеси и сточных вод, входящих в
аэротенк за единицу времени (количественно
равны Vil и Vcv соответственно), γ — удель-
ная максимальная скорость роста микроорга-
низмов в расчете на единицу массы кислорода
и на единицу массы субстрата, Y ∈ (0, 1) —
коэффициент перехода массы субстрата в био-
массу микроорганизмов, u = u(t) — удельная
скорость подачи кислорода в аэротенк.

В аэротенке-смесителе происходит мгно-
венное перемешивание, поэтому начальные
значения концентраций субстрата и активного
ила находятся по формулам (1) и (2) соответ-
ственно:

S̃in =
ScvṼcv + SV

Ṽil + Ṽcv +V
, (1)

X̃in =
XilṼil +XV

Ṽil + Ṽcv +V
. (2)

Среднее время пребывания иловой смеси в
аэротенке:

T =
V

Vil +Vcv
.

Преобразовав математическую модель процес-
са биоочистки, предложенную в работе [7], по-
лучим систему:

Ṡ = Q(Sin − lS)−
γ

Y
SuX, (3)

Ẋ = Q(X
in − lX) + γSuX, (4)

где константа Q = 1/T , T — время биоочист-
ки.

Sin =
ScvṼcv

Ṽil + Ṽcv +V
,

Xin =
XilṼil

Ṽil + Ṽcv +V
,

l = 1−
V

Ṽil + Ṽcv +V
.

Для очистки сточных вод за ограниченное вре-
мя T на канализационных очистных соору-
жениях (КОС) поддерживают отношение кон-
центраций Xin > Sin, тогда в начальный мо-
мент времени X(0) > S(0) и фазовая точка

принадлежит открытому треугольнику OAH
(рис. 1).

Рис. 1. Фазовый портрет системы (3), (4), где
� — положение равновесия, ◦ — точка переклю-
чения управления, l1 = {(S,X) : YS + X = (YS

in
+

Xin})/l, l̃1 = {(X,S) : X = S},X∗ = (Y Sin +
Xin)/l,Y∗ = (Sin +Xin/Y )/l

Теорема 1. Открытый треугольник OAH
является инвариантным множеством си-
стемы (3), (4) при ∀u > 0.

Доказательство. Если предположить, что
фазовая траектория системы (3), (4) пересе-
кает прямую l̃1 = {(X,S) : X = S} в точке R,
то тангенс угла наклона вектора скорости фа-
зовой траектории в точке R меньше тангенса
угла наклона прямой l̃1, тогда

Ẋ

Ṡ
< 1. (5)

При проведении процесса биоочистки необ-
ходимо поддержание Xin > S, в результате
Ẋ = Q(Xin − lS) + γuS2 > 0 в точке R.
Заметим, что, исходя из специфики процесса
биоочистки, неравенство (5) может быть вер-
но в двух случаях: либо Ẋ > 0, Ṡ < 0 (тогда
фазовая траектория не покидает треугольник
OAH через прямую l̃), либо Ẋ > 0, Ṡ > 0. Во
втором случае (5) примет вид:

Ẋ < Ṡ. (6)

Координаты X и S в точке R равны, поэтому
неравенство (6) примет вид

Q(Xin − lS) + γuS2 < Q(Sin − lS)−
γuS2

Y
,

тогда

Q(Xin − Sin) < −γuS2(1 + 1/Y),
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где Q(Xin − Sin) > 0, −γuS2(1 + 1/Y) < 0.
Получилось противоречие, следовательно, ес-
ли начальная точка фазовой траектории си-
стемы (3), (4) находится в открытом тре-
угольнике OAH, то она не пересекает прямую
l̃1 = {(X,S) : X = S}, то есть X(t) > S(t) для
∀t ∈ [0, T ].

Концентрации субстрата и активного ила
в аэротенке в начале процесса биоочистки
S(0) = S0 и X(0) = X0 соответственно нахо-
дятся по формулам (3) и (4) или эксперимен-
тально. Если u = 0, то система (3), (4) приоб-
ретает вид

Ṡ = Q(S
in − lS),

Ẋ = Q(X
in − lX),

при этом фазовые траектории сходятся к по-
ложению равновесия – точке D на рисунке 1.

Умножим на Y уравнение (3) и прибавим
его к (4), в результате получим уравнение, ре-
шение которого представимо в виде:

YS + X =

= (YS0 +X0 −
YSin −Xin

l
)e−Qlt +

YSin +Xin

l
.

Тогда при t → ∞ фазовые траектории будут
сходиться к прямой

l1 = {(S,X) : YS + X = (YSin +Xin)/l}.

Заметим, что вследствие неотрицательно-
сти значений концентраций фазовые траекто-
рии не пересекают прямую S = 0. Тогда фа-
зовые траектории находятся в треугольнике
OAH (рис. 1) для ∀t ∈ [0, T ].

Уточним поведение фазовых траекторий в
нижеследующей теореме.

Теорема 2. При t → ∞ отрезок KD
(рис. 1) является интегральным притягива-
ющим множеством системы (3), (4).

Доказательство. Приравняем к нулю правые
части уравнений (3), (4) и сложим их, предва-
рительно умножив (3) на Y. После введения
новой переменной z = z(t) = X + YS резуль-
тат сложения представим в виде:

Q(zin − zl) = 0, (7)

где zin = Xin + YSin. Корнем (7) является
z = zin/l. Выразим S = (zin − lX)/Yl и под-
ставим в приравненную к нулю правую часть
уравнения (4), в таком случае получим урав-
нение

Q(Xin −Xl) +
γuX

Yl
(zin −Xl) = 0.

Умножим последнее уравнение на −Yl/γ и пе-
регруппируем, в результате получим уравне-
ние

ulX2 +X

(
l2YQ

γ
− uzin

)
−
lYQXin

γ
= 0,

у которого только один корень имеет неотри-
цательное значение:

X1 =
zin

2l
−

YQl

2γu
+

√(
YQl

2γu
−
zin

2l

)2

+
YQXin

γu
.

Рассмотрим производную X1 по u:

∂X1

∂u
=

YQl

2γu2
+

(
zin

l
−

YQl

γu

)
YQl

2γu2
−

YQXin

γu2

2

√(
YQl

2γu
−
zin

2l

)2

+
YQXin

γu

.

Умножим последнее на αs = 2γu2/(YQl) > 0,
получим:

αs
∂X1

∂u
= 1 +

zin

l
−

YQl

γu
−

2Xin

l

2

√(
YQl

2γu
−
zin

2l

)2

+
YQXin

γu

.

Введем обозначения:

ς1 =
zin

l
−

YQ

γu
−

2Xin

l
,

ς2 = 2

√(
YQl

2γu
−
zin

2l

)2

+
YQXin

γu
.

Значения выражения

ς21 − ς22 = −
4YzinXin

l2
< 0,

в таком случае ς1/ς2 ∈ (−1, 1) и ∂X
∂u

> 0 для
∀u. Последнее означает, что значение X уве-
личивается при увеличении u. Нетрудно до-
казать, что управлению u = 0 соответствует
точка покоя D. Тогда положения равновесия,
соответствующие u > 0, будут находиться на
прямой l1, левее точки D, правее оси ординат.
При этом крайне левая точка K (закрашен-
ный квадрат на рисунке 1) соответствует поло-
жению равновесия при наибольшем допусти-
мом управлении u. Отрезок KD является ин-
тегральным притягивающим множеством си-
стемы (3), (4).
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Задача оптимального управления
процессом биоочистки

Рассмотрим кусочно-постоянное управле-
ние u = u(t) ∈ U = [u, u] удельной скоростью
подачи кислорода в аэротенк, где u и u — соот-
ветственно наименьшее и наибольшее ее допу-
стимые значения. Поставим задачу нахожде-
ния управления оптимального в смысле мини-
мизации расхода кислорода при обеспечении
окисления субстрата до концентрации, наибо-
лее близкой к значению нормативно допусти-
мого сброса (НДС) за время T :

T∫
0

udt→ min (8)

с ограничениями:

S(0) = S0,X(0) = X0,S(T ) 6 S,X(T ) 6 X, (9)

где S0 и X0 — начальные значения соответ-
ствующих переменных, S — НДС субстрата,
X ∈ [0,YSin +Xin] — концентрация активного
ила на выходе из аэротенка.

Пусть ′ — символ транспониро-
вания, символ ̂ означает оптималь-
ность значения переменной или выра-
жения под ним. Введем вектор пере-
менных z = z(t) = (z1(t) z2(t))

′ = (S X)′;
ϕ(z, u) = (ϕ1(z, u) ϕ2(z, u))

′, где ϕ1(z, u)
и ϕ2(z, u) — правые части уравне-
ний (3) и (4) соответственно; ψ1 =
S(0)− S0, ψ2 = X(0)−X0, ψ3 = S(T )− S,

ψ4 = X(T )−X — ограничения; λi (i = 0, . . . , 4)
и p(t) = (p1(t) p2(t))

′ — множители Лагран-
жа.

В работе [9] сформулированы необходи-
мые условия экстремума (10)–(16). Функция
Лагранжа для рассматриваемой задачи при-
мет вид

L̃ = λ1ψ1 + λ2ψ2 + λ3ψ3 + λ4ψ4 +

+
T∫
0

(
λ0u+ p1(t)(Ṡ− ϕ1) + p2(t)(Ẋ− ϕ2)

)
dt.

Уравнение Эйлера (условие стационарности
по z) для лагранжиана L = λ0u + p1(t)(Ṡ −
ϕ1) + p2(t)(Ẋ− ϕ2) :

ṗ(t) =

=

 p1(t)(lQ+
γ

Y
X̂û)− p2(t)γX̂û

p1(t)
γ

Y
Ŝû+ p2(t)(lQ− γŜû)

 .
(10)

Условия трансверсальности по z для терми-

нанта: l =
4∑
i=1

λiψi :

p(0) =

(
p1(0)
p2(0)

)
=

(
λ1
λ2

)
,

p(T ) =

(
p1(T )
p2(T )

)
=

(
−λ3
−λ4

)
.

(11)

Условие оптимальности по u — принцип мини-
мума в лагранжевой форме:

min
u∈U

(
u

(
λ0 + p1(t)

γ

Y
ŜX̂− p2(t)γŜX̂

))
=

= û

(
λ0 + γŜX̂

(
p1(t)

Y
− p2(t)

))
.

Введем функцию

g(t) = λ0 + γŜX̂

(
p1(t)

Y
− p2(t)

)
. (12)

В силу условия оптимальности экстремальное
управление всюду, кроме точек разрыва (в ко-
торых g(t) = 0), определяется следующим об-
разом:

û =

{
u, g(t) > 0,
u, g(t) < 0.

(13)

Так как в точке разрыва на значение u не на-
кладывается ограничений, то будем считать,
что u = u при g(t) = 0.

Условия дополняющей нежесткости:

λ3(Ŝ(T )− S∗) = 0, (14)

λ4(X̂(T )−X∗) = 0, (15)

Условие неотрицательности:

λi > 0, i = 0, . . . , 4. (16)

Теорема 3. При выполнении условий (10)–
(11), (13)–(16) в системе (3), (4) количество
переключений управления не более одного.

Доказательство. Перепишем (10) в виде

ṗ1(t) =

(
p1(t)

Y
− p2(t)

)
γX̂û+ p1(t)lQ,

ṗ2(t) =

(
p1(t)

Y
− p2(t)

)
γŜû+ p2(t)lQ.

Рассмотрим функцию

r(t) =
p1(t)

Y
− p2(t)

и ее производную

ṙ(t) = r(t)

(
γX̂û

Y
− γŜû+ lQ

)
. (17)
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Пусть

ζ(t) =
γX̂u

Y
− γŜû+ lQ.

Специфика процесса биоочистки такова, что
X̂ > Ŝ, поэтому ζ(t) > 0 для ∀t ∈ [0, T ]. Реше-
ние уравнения (17):

r(t) = r(0)e

t∫
0

ζ(t)dt
. (18)

Значения p1(0), p2(0) > 0 в силу условий
(11), (16). При p1(0) = p2(0) = 0 функция
g(t) > 0 для ∀t ∈ [0, T ] (см. (12)), и переклю-
чений управления не будет, иначе возможны
три варианта взаимного расположения значе-
ний p1(0) и p2(0) на числовой прямой.

1) Если
p1(0) > Yp2(0),

тогда из (18) следует, что поскольку r(0) > 0,
то r(t) > 0 для ∀t ∈ [0, T ], и при этом с те-
чением времени значение функции r(t) будет
увеличиваться. Тогда в силу (13) переключе-
ния управления не будет.

2) Если
p1(0) < Yp2(0),

то r(0) < 0, и в силу (18) r(t) является убы-
вающей функцией, а значит, r(t) < 0 для
∀ t ∈ [0, T ]. Значение λ0 определяет три раз-
личных варианта переключения управления.

2.1) Если значение g(t) > 0 для ∀t ∈ [0, T ],
то в силу (13) переключения управления не
будет.

2.2) Если g(0) > 0 и существует такое t∗ ∈
(0, T ], что g(t∗) < 0, то в силу (13) произойдет
переключение управления. Найдем производ-
ную g(t) в силу системы (3), (4):

ġ(t) = γr(t)
(
Q(Sin − Ŝl)X̂ + ŜQX

in
)
. (19)

По условию γr(t) < 0. Так как Sin > Ŝl для
∀t ∈ [0, T ], то Q(Sin − Ŝl)X̂ + ŜQX

in
> 0. В

результате ġ(t) < 0, а следовательно, функ-
ция g(t) является убывающей. Таким образом,
g(t) < 0 для ∀t ∈ (t̃, T ], где g(t̃) = 0. Последнее
подтверждает, что управление переключается
один раз на промежутке [0, T ]

2.3) Если значение g(0) < 0, то вслед-
ствие убывания g(t) получаем, что g(t) < 0
∀t ∈ [0, T ] и в силу (13) переключения управ-
ления не будет.

3) Если
p1(0) = Yp2(0),

то r(0) = 0, в силу (18) получаем, что r(t) = 0
для ∀t ∈ [0, T ]. В таком случае g(t) = λ0 > 0,
и в силу (13) переключения управления не бу-
дет.

Теорема 4. Управление u, для которого вы-
полнены условия (10)–(11), (13)–(16), явля-
ется оптимальным в смысле минимизации
функционала (8) при соблюдении ограниче-
ний (9).

Доказательство. Для выполнения усло-
вия (16) необходимо выполнение неравенства
λi > 0 (i = 0, 1, ..., 4), при этом для сохранения
в лагранжиане L управления u необходимо
выполнение условия λ0 6= 0. Функции p1(t) и
p2(t) задаются уравнением (10) с граничными
условиями (11).

В качестве λ1 возьмем любое положитель-
ное число, например, λ1 = 1. Методом дихо-
томии значение λ2 находится так, чтобы с до-
пустимой погрешностью выполнялось условие
ψ3 = 0, что обеспечивает выполнение усло-
вия (14) при ∀λ3. Для нахождения значения λ2
численно решается система (3), (4), при этом
момент переключения управления τ находит-
ся с помощью (13). Будем использовать значе-
ние X = X(T ), что обеспечит выполнение (15)
при ∀λ4. Таким образом, необходимые условия
оптимальности управления, приведенные в ра-
боте [9], выполнены.

Из теоремы 3 следует, что количество мо-
ментов переключения управления не более од-
ного, при этом управление до момента пере-
ключения принимает значение u, после момен-
та переключения — u. Различным управлени-
ям соответствуют различные значения функ-
ционала (8) (рис. 2), тогда, если оптимальное
управление существует, то оно единственно.

Рис. 2. Динамика удельной скорости подачи кис-
лорода, τ — момент переключения управления,
T — период аэрации

В работе [10] на странице 284 приведена
теорема о существовании оптимального управ-
ления. Эту теорему можно применить к рас-
сматриваемой задаче, при этом многие усло-
вия теоремы выполняются очевидным обра-
зом и проверки требуют только условия огра-
ниченности и выпуклости. Ограниченность
траектории (S(t),X(t)) следует из теоремы 1.
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Выпуклость множества

V (S,X) =

(
u,Q(Sin − S)−

γ

Y
SuX,Q(Xin −X) +

+ γSuX

)
≡ (u, a+ bu, c+ du) в R3,

при любых фиксированных S,X (т. е. a, b, c, d
фиксированные) следует из того, что
V (S,X) — отрезок прямой в R3 при u ∈
[u, u].

Результаты вычислительных экспе-
риментов

Часто сточные воды промышленного пред-
приятия содержат один тип субстрата, при
этом процесс сброса сточных вод предприяти-
ем не является непрерывным, а повторяется
с некоторой периодичностью. Очистка сточ-
ных вод занимает некоторое время T , в тече-
ние которого субстрат непрерывно поступает
в аэротенк. Во избежание получения штрафов
от управления Роспотребнадзора необходимо
поддерживать значение выходной концентра-
ции субстрата S(t) в очищенной сточной во-
де меньше значения нормативно допустимого
сброса (НДС) Slim. Для обеспечения

S(t) < Slim,∀t ∈ [0, T ] (20)

необходимо, чтобы в конце процесса биоочист-
ки S(T ) 6 S, где значение S определяется тех-
нологом очистных сооружений.

Рассмотрим аэротенк-смеситель объемом
V = 600 м3. Для вычислений использованы
данные, близкие к экспериментальным, полу-
ченным на КОС г. Петрозаводска в 2015 г.:
Scv = 139, 4 г БПКПОЛН/м3 (БПКПОЛН — био-
химическое потребление кислорода полное),
Xil = 1639, 4 г БПКПОЛН/м3, Vcv = 712, 2
м3/час, Vil = 855 м3/час, X(0) = 910 г
БПКПОЛН/м3, S(0) = 2, 95 г БПКПОЛН/м3,
Y = 0, 67 (безразмерная величина). Значение
γ = 0, 00000825 найдено по эксперименталь-
ным данным. В качестве значения Slim = 5 г
БПКПОЛН/м3, S = 3 г БПКПОЛН/м3. Для чис-
ленного моделирования использовано значе-
ние λ0 = 0, 01, λ1 = 1.

С применением разработанного метода най-
дены оптимальные управления для различных
значений u. Динамика концентрации S при
различных u отображена на рисунке 3. Этот
рисунок также показывает, что условие (20)
выполняется, а пики на графиках соответству-
ют моментам переключения управления. Если
при нахождении оптимального управления су-
ществует такое t, что S(t) > Slim, то это го-
ворит о необходимости увеличения значения

концентрации X путем увеличения значения
Vil.
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 0  5  10  15  20  25

S
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Рис. 3. Изменение концентрации S
(г БПКПОЛН/м3) во времени t (мин) при раз-
личных значениях u: # – при u = 4, � – при u = 5,
 – при u = 6

Заключение

Предложена математическая модель
управления процессом биоочистки сточ-
ных вод в случае субстрата одного типа в
аэротенке-смесителе. Произведено качествен-
ное исследование разработанной математиче-
ской модели, найдено ее инвариантное множе-
ство и интегральное притягивающее множе-
ство.

С целью минимизации расхода кислорода
разработан и апробирован алгоритм для на-
хождения оптимального управления процес-
сом биоочистки в аэротенке-смесителе. Этот
алгоритм позволяет оптимизировать расход
кислорода при поддержании выходной концен-
трации субстрата в допустимых границах.

Приведены результаты численных экспери-
ментов, показывающие адекватность разрабо-
танной модели процессу биоочистки.
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ОБ УСЛОВНЫХ КОНФИГУРАЦИОННЫХ ГРАФАХ
СО СЛУЧАЙНЫМ РАСПРЕДЕЛЕНИЕМ
СТЕПЕНЕЙ ВЕРШИН
Ю. Л. Павлов
Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Рассматривается случайный конфигурационный граф с N вершинами, степени
которых независимы и одинаково распределены по дискретному степенному за-
кону с положительным параметром τ . Они равны числу выходящих из вершин
занумерованных полуребер. Граф образуется путем попарного равновероятно-
го соединения полуребер для образования ребер. Свойства графа зависят от
значения показателя τ . Исследования последних лет показали, что конфигура-
ционные графы хорошо описывают топологию сети Интернет, если τ ∈ (1, 2).
Такие графы можно использовать также для моделирования лесных пожаров и
банковских кризисов. В этом случае обычно τ > 2. Параметр τ может зависеть
от N и даже быть случайным. В статье изучаются конфигурационные случай-
ные графы при условии, что сумма степеней вершин равна n. Предполагается,
что при N → ∞ развитие графа происходит в случайной среде, в которой
параметр τ является случайной величиной, равномерно распределенной на от-
резке [a, b], 0 < a < b < ∞. При N,n → ∞ найдены предельные распределения
максимальной степени вершины и числа вершин заданной степени.

Ключ е вы е c л о в а: случайный конфигурационный граф; случайная среда;
степень вершины; предельные теоремы.

Yu. L. Pavlov. ON CONDITIONAL CONFIGURATION
GRAPHS WITH RANDOM DISTRIBUTION OF VERTEX
DEGREES
We consider a configuration graph with N vertices. The degrees of the vertices are
drawn independently from a discrete power-law distribution with positive parameter
τ . They are equal to the number of each vertex’s numbered semiedges. The graph
is constructed by joining all of the semiedges pairwise equiprobably to form edges.
Research in the last years showed that configuration power-law random graphs with
τ ∈ (1, 2) are deemed to be a good implementation of Internet topology. Such graphs
could be used also for modeling forest fires as well as banking system defaults. But
in these cases usually τ > 2. Parameter τ may depend on N and even be random.
In the paper we consider configuration random graphs under the condition that the
sum of vertex degrees is equal to n. Random graph dynamics as N →∞ is assumed
to take place in a random environment, where τ is a random variable following
uniform distribution on the interval [a, b], 0 < a < b < ∞. We obtained the limit
distributions of the maximum vertex degree and the number of vertices with a given
degree as N,n→∞.

K e ywo r d s: configuration random graph; random environment; vertex degree;
limit theorems.
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Введение

Случайные графы часто используются в
качестве моделей современных сложных сетей
коммуникаций, таких как Интернет, социаль-
ные, транспортные, телефонные сети (см., на-
пример, [8]). Одним из наиболее подходящих
для таких моделей видов графов является так
называемый конфигурационный граф, впер-
вые введенный в [11]. Наблюдения за реаль-
ными сетями показали [12, 13], что во мно-
гих случаях достаточно использовать конфи-
гурационный граф со случайными независи-
мыми одинаково распределенными степенями
вершин, принимающими натуральные значе-
ния. Степень каждой вершины равна числу
выходящих из нее различимых полуребер, т. е.
ребер, для которых смежные вершины еще не
определены. Пусть число вершин графа рав-
но N. Кроме того, поскольку сумма степеней
вершин любого графа должна быть четной, в
случае нечетной суммы в граф вводится еще
вспомогательная вершина единичной степени.
В [15] отмечается, что эта дополнительная вер-
шина не влияет на асимптотические свойства
графа при N → ∞. Построение графа завер-
шается путем попарного равновероятного со-
единения полуребер для образования ребер.
Нетрудно видеть, что в такой конструкции
возможно появление петель и кратных ребер.

Для исследования структуры и динами-
ки развития конфигурационных графов в [15]
предложено использовать следующее распре-
деление вероятностей случайной величины ξ,
равной степени любой вершины графа:

pk = P{ξ = k} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)

где k = 1, 2, . . . , τ > 0. Наблюдения показа-
ли [13], что конфигурационные графы с рас-
пределением (1) степеней вершин достаточно
адекватно описывают сети, при этом в соот-
ветствующих моделях обычно τ ∈ (1, 2). Раз-
личные свойства таких моделей изучались в
[3, 6, 15].

В [7] впервые рассматривались условные
конфигурационные графы при условии, что
число ребер графа известно. Такие графы по-
лезны для моделирования сетей, в которых
число связей можно оценить. Понятно, что
свойства графа в значительной степени опре-
деляются структурой степеней вершин. Пусть
сумма степеней вершин известна и равна n.
В работах [4, 5, 7] получены предельные рас-
пределения максимальной степени вершины
ξ(N) и случайных величин µr, равных числу
вершин степени r, при различном характере
стремления N и n к бесконечности.

В последнее время стали появляться рабо-
ты, в которых отмечается, что по мере раз-
вития сетей распределения степеней вершин
могут меняться и даже носить случайный ха-
рактер [9, 10]. В связи с этим далее мы будем
предполагать, что параметр τ распределения
(1) является случайной величиной, равномер-
но распределенной на отрезке [a, b], 0 < a <
b <∞. Тогда из (1) следует, что

p1 = 1− 1

(b− a) ln 2

(
1

2a
− 1

2b

)
, (2)

pk =
1

(b− a) ln k

(
1

ka
− 1

kb

)
−

(3)

− 1

(b− a) ln(k + 1)

(
1

(k + 1)a
− 1

(k + 1)b

)
,

где k = 2, 3, . . .
В статье доказаны предельные теоремы

для случайных величин ξ(N) и µr в условном
конфигурационном графе, степени вершин ко-
торого имеют распределение (2), (3), а сумма
степеней равна n, при различных соотношени-
ях между стремящимися к бесконечности N и
n. В соответствии с приведенным выше заме-
чанием мы можем далее не учитывать допол-
нительную вершину вместе с инцидентным ей
полуребром в случае ее появления.

В следующем разделе формулируются по-
лученные результаты в виде теорем 1–3 для
ξ(N) и теорем 4, 5 для µr. Далее приводятся
вспомогательные утверждения (леммы 1–13),
с помощью которых в конце статьи доказыва-
ются теоремы 1–5.

Основные результаты

Обозначим ξ1, . . . , ξN степени вершин
1, . . . , N соответственно. Все они независи-
мы и имеют распределение (2), (3). Введем
вспомогательные независимые одинаково рас-
пределенные случайные величины η1, . . . , ηN ,
такие, что

pk(λ) = P{ηi = k} =
λkpk
B(λ)

, (4)

где k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N, 0 < λ < 1 и

B(λ) =

∞∑
k=1

λkpk. (5)

Пусть m и σ2 означают математическое
ожидание и дисперсию распределения (4) со-
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ответственно. Из (4) следует, что

m = B−1(λ)

∞∑
k=1

kλkpk, (6)

σ2 = B−1(λ)

∞∑
k=1

k2λkpk −m2. (7)

Мы будем рассматривать предельное пове-
дение ξ(N) и µr в тех случаях, когда существу-
ет λ, 0 < λ < 1, являющееся единственным
решением уравнения

m = n/N. (8)

Это решение и будет использоваться в каче-
стве параметра λ распределения (4). Символа-
ми C1, C2, . . . ниже обозначены некоторые по-
ложительные постоянные.

Справедливы следующие результаты.

Теорема 1. Пусть N,n → ∞ так, что
n/N → 1, (n − N)3/N2 → ∞, а r = r(N,n) –
наименьшие натуральные числа такие, что
Nλrpr+1/p1 → γ, где γ – некоторая неотри-
цательная постоянная. Тогда P{ξ(N) = r} →
e−γ , P{ξ(N) = r + 1} → 1− e−γ .

Теорема 2. Пусть a 6 1, N, n→∞ так, что
1 < C1 6 n/N 6 C2 <∞, а r = r(N,n) выбра-
ны так, что

aNλr+1

(b− a)B(λ)ra+1 ln r
→ γ, (9)

где γ – некоторая положительная постоян-
ная. Тогда для любого фиксированного k =
0,±1,±2, . . .

P{ξ(N) 6 r+k} = exp{−γλk(1−λ)−1}(1+o(1)).

Теорема 3. Пусть a 6 1, N, n → ∞ так,
что n/N → ∞, и существует такое δ > 0,
что N(1− λ)2+δ →∞. Тогда

P{| lnλ|ξ(N) − u 6 z} → e−e
−z

,

где −∞ < z <∞, а u = u(N,n) выбраны так,
что

N | lnλ|a

euua+1 ln(u/| lnλ|)
→ b− a

a
. (10)

Замечание 1. Логарифмируя (10), легко най-
ти, что в условиях теоремы 3 u ∼ lnN.

Теорема 4. Пусть N,n → ∞ так, что
n/N → 1, n − N → ∞. Тогда для любого фик-
сированного натурального r > 3 и для целых

неотрицательных k равномерно относитель-
но (k − Npr(λ))/

√
Npr(λ) в любом фиксиро-

ванном конечном интервале

P{µr = k} =
(Npr(λ))k

k!
e−Npr(λ)(1 + o(1)).

Теорема 5. Пусть N,n→∞ и выполнено од-
но из следующих условий:

1. 1 < C1 6 n/N 6 C2 <∞;

2. a 6 1, n/N →∞, N(1− λ)2+δ →∞,
где δ – некоторая положительная постоян-
ная. Тогда для любого фиксированного нату-
рального r равномерно относительно ur =
(k−Npr(λ))/(σrr

√
N) в любом фиксированном

конечном интервале

P{µr = k} = (σrr
√

2πN)−1e−u
2
r/2(1 + o(1)),

где

σ2rr = pr(λ)(1− pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ)).

Замечание 2. Нетрудно видеть, что условия
теорем 1–5 не охватывают всех возможных
случаев поведения параметров N,n, λ. Рас-
смотренные в статье случаи объединяет то,
что, как будет показано ниже, сумма степеней
вершин при этих условиях имеет предельное
нормальное распределение. Другие случаи бу-
дут изучены в следующих работах.
Замечание 3. Следуя приведенным ниже до-
казательствам теорем 3 и 5, нетрудно про-
верить, что в случае n/N → ∞ утвержде-
ния этих теорем сохраняют силу при δ =
δ(N,n) → 0 так, что δ 6 ln ln s/ ln s при до-
статочно больших s.

Вспомогательные утверждения
В рассматриваемом множестве графов сум-

ма степеней вершин равна n, поэтому из (2) –
(4) легко получаем следующий результат.

Лемма 1. Справедливо равенство:

P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN} =

= P{η1 = k1, . . . , ηN = kN |η1 + . . .+ ηN = n}.(11)

Введем вспомогательные независимые оди-
наково распределенные случайные величины
η
(r)
1 , . . . , η

(r)
N такие, что

P{η(r)i = k} = P{ηi = k|ηi 6 r}, (12)

где i = 1, . . . , N. Обозначим также ζN = η1 +

. . .+ ηN , ζ
(r)
N = η

(r)
1 + . . .+ η

(r)
N ,

Pr = P{η1 > r}. (13)
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Лемма 1 показывает, что два набора слу-
чайных величин ξ1, . . . , ξN и η1, . . . , ηN удовле-
творяют условиям обобщенной схемы разме-
щения частиц по ячейкам, введенной и иссле-
дованной В. Ф. Колчиным (см., например, [2]).
Из (11) нетрудно получить такое утверждение.

Лемма 2. Справедливо равенство:

P{ξ(N) 6 r} = (1− Pr)N
P{ξ(r)N = n}
P{ζN = n}

.

Пусть η̃
(r)
1 , . . . , η̃

(r)
N означают независимые

случайные величины, имеющие распределе-
ние:

P{η̃(r)i = k} = P{ηi = k|ηi 6= r}, (14)

где i = 1, . . . , N. Следующая лемма, как пока-
зано в [2], легко выводится из (11).

Лемма 3. Справедливо равенство:

P{µr = k} =

(
N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k ×

×
P{ζ̃(r)N−k = n− kr}

P{ζN = n}
,

где ζ̃(r)N−k = η̃
(r)
1 + . . .+ η̃

(r)
N−k.

Из лемм 2 и 3 видно, что для изучения
предельного поведения η(N) и µr достаточно
рассмотреть асимптотику сумм независимых
случайных величин ζN , ζ

(r)
N , ζ̃

(r)
N−k, бинома

(1 − Pr)N и биномиальных вероятностей. Для
этого мы будем использовать доказанные ни-
же (в лемме 4) свойства параметра λ.

Лемма 4. Пусть N,n → ∞. Справедливы
следующие утверждения.

1. Если n/N → 1, то

λ =
(n−N)p1

2Np2
(1 + o(1)). (15)

2. Если 1 < C1 6 n/N 6 C2 <∞, a 6 1, то
0 < C3 6 λ 6 C4 < 1.

3. Если n/N →∞, a 6 1, то λ→ 1.

Доказательство. Из (4)–(6) и (8) очевид-
ным образом следует, что при n/N → 1 спра-
ведливы соотношения λ → 0 и (15). Нетруд-
но видеть также, что если n/N > C1 > 1, то
λ > C3 > 0. Из (3) вытекает, что при k →∞

pk ∼
a

(b− a)ka+1 ln k
. (16)

Используя это соотношение, а также (3) – (6) и
(8), находим, что при n/N 6 C2 и любом λ < 1
ряды в (5) и (6) сходятся. Это значит, что вто-
рое утверждение леммы 4 доказано. Отсюда
ясно также, что при n/N →∞ и a 6 1 равен-
ство (8) справедливо только при λ→ 1.

В следующих трех леммах рассматривает-
ся предельное поведение бинома (1− Pr)N .

Лемма 5. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1. Тогда

NPr → γ, NPr+1 → 0, NPr−1 →∞.

Доказательство. Согласно лемме 4 λ → 0
и из (4) следует, что

NPr = Npr+1(λ)(1 + o(1)) =

(17)

= N
λr+1pr+1

B(λ)
(1 + o(1)).

Из (5) видно, что B(λ) ∼ λp1, поэтому из (17)
получаем:

NPr ∼ Nλrpr+1/p1, (18)

что и доказывает первое утверждение леммы.
Другие утверждения очевидным образом сле-
дуют из (18), соотношения λ → 0 и условия
минимальности r, таких, что Nλrpr+1/p1 9
∞.

Лемма 6. Пусть выполнены условия теоре-
мы 2. Тогда при k = 0,±1,±2, . . .

NPr+k = γλk(1− λ)−1(1 + o(1)).

Доказательство. Из (4) и леммы 4 следует,
что

NPr+k = Npr+1(λ)

∞∑
j=0

pr+j+k+1(λ)

pr+1(λ)
, (19)

и (9) выполняется, только если r → ∞. То-
гда из (3), (4) и (16) получаем, что равномерно
по j

pr+j+k+1(λ)/pr+1(λ) = λj+k(1 + o(1)). (20)

Отсюда и из (4), (16), (19) вытекает соотноше-
ние:

NPr+k ∼
aNλr+k+1

(b− a)B(λ)(1− λ)ra+1 ln r
,

или
NPr+k ∼ γλk(1− λ)−1,

что и завершает доказательство леммы 6.
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Лемма 7. Пусть выполнены условия теоре-
мы 3 и r = (u+ z)/| lnλ|. Тогда NPr → e−z.

Доказательство. Из леммы 4 и (5) следует,
что λ → 1, B(λ) → 1. Поэтому из (4) полу-
чаем:

Pr = (1 + o(1))

∞∑
j=1

λr+jpr+j . (21)

Из замечания 1 ясно, что r →∞, и из (3), (16),
(20), (21) выводим, что

Pr =
a+ o(1)

b− a

∞∑
j=1

λr+j

(r + j)a+1 ln(r + j)
.

Заменяя суммирование интегрированием, на-
ходим отсюда:

Pr ∼
a

b− a

∫ ∞
r

λy

ya+1 ln y
dy.

Нетрудно проверить, что предельное поведе-
ние последнего интеграла при r → ∞ приво-
дит к соотношению:

Pr ∼
a

b− a
(| lnλ|er| lnλ|ra+1 ln r)−1. (22)

Учитывая выбор r и (10), приходим к утвер-
ждению леммы 7.

Рассмотрим асимптотику суммы ζN . Обо-
значим ϕN (t) характеристическую функцию
случайной величины (ζN − Nm)/(σ

√
N). До-

кажем следующую лемму.

Лемма 8. Пусть N,n→∞ так, что выпол-
нено одно из следующих условий:

1. n/N → 1, n−N →∞;

2. 1 < C1 6 n/N 6 C2 <∞;

3. a 6 1, n/N → ∞ и существует такое
δ > 0, что N(1− λ)2+δ →∞.

Тогда для любого фиксированного t

ϕN (t)→ e−t
2/2.

Доказательство. Пусть ϕ(t) означает ха-
рактеристическую функцию распределения
(4):

ϕ(t) =

∞∑
k=1

eitkpk(λ). (23)

Известно, что при достаточно малых t спра-
ведливо разложение:

lnϕ(t) = imt− σ2t2

2
+
t3

6
Q(t), (24)

где
|Q(t)| 6 2 max

|v|6|t|
|(lnϕ(t))

′′′

v |. (25)

Далее нам потребуются нижние оценки σ2.
Их нетрудно получить с помощью леммы 4 и
(1)–(7). Заметим, в частности, что если n/N →
∞, то для любого ε такого, что 0 < ε < 2− a,

σ2 > C3

∞∑
k=1

λk/ka−1+ε =

= C3λ
−1Φ(λ, a− 1 + ε, 1),

(26)

где Φ(x, s, d) – известная (см., например, [14])
трансцендентная функция Лерча, имеющая
вид:

Φ(x, s, d) =

∞∑
j=0

xj

(j + d)s
. (27)

Используя разложение Φ(λ, a−1−ε, 1) в ряд
по степеням 1− λ [1] и учитывая соотношение
λ→ 1, находим, что

Φ(λ, a−1+ε, 1) ∼ Γ(2−a−ε)(1−λ)a−2+ε, (28)

где Γ(x) – значение гамма-функции в точ-
ке x. Учитывая (26), (28) и свойства гамма-
функции, приходим к оценкам:

σ2 >

 C4λ, если n/N → 1;
C5, если 1 < C1 6 n/N 6 C2 <∞;
C6(1− λ)a−2+ε, если n/N →∞.

(29)
Кроме того, будет полезно следующее легко
проверяемое соотношение, справедливое при
n/N → 1 и, согласно лемме 4, при λ→ 0 :

σ2 = O(λ). (30)

Из (15) и (29) следует, что в рассматриваемых
условиях

σ
√
N →∞. (31)

Поскольку

ϕN (t) = exp

{
− iNmt
σ
√
N

}
ϕN
(

t

σ
√
N

)
, (32)

из (24), (25) ясно, что для доказательства лем-
мы 8 достаточно установить справедливость
соотношения:

Q(t/(σ
√
N))/(σ3

√
N)→ 0. (33)

Используя (4), (15) и (23), нетрудно показать
путем прямых вычислений, что

(lnϕ(t))
′′′

t =

= −i

(
f4(t)

f1(t)
− 3

f3(t)f2(t)

f21 (t)
+ 2

(
f2(t)

f1(t)

)3
)
,
(34)
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где

fj(t) =

∞∑
k=1

kj−1(λeit)kpk, j = 1, 2, 3, 4.

Из (34) и явного вида вероятностей (3) можно
получить следующие оценки:

|(lnϕ(t))
′′′

t | 6

6

 C4λ, если n/N → 1;
C5, если 1 < C1 6 n/N 6 C2 <∞;
C6(1− λ)a−3, если n/N →∞.

(35)
Сопоставляя (29) и (35), приходим к (33),

что и доказывает лемму.
Лемма 8 показывает, что распределения

сумм ζN слабо сходятся к нормальному зако-
ну. Покажем, что на самом деле имеет место
локальная сходимость.
Лемма 9. Пусть выполнены условия лем-
мы 8. Тогда для целых неотрицательных k
равномерно относительно z = (k − n)/(σ

√
N)

в любом фиксированном конечном интервале

P{ζN = k} =
1 + o(1)

σ
√

2πN
e−z

2/2.

Доказательство. По формуле обращения

P{ζN = k} = (2πσ
√
N)−1

∫ πσ
√
N

−πσ
√
N
e−iztϕN (t)dt,

кроме того,

(2π)−1/2e−z
2/2 = (2π)−1

∫ ∞
−∞

exp{−izt−t2/2}dt.

Рассмотрим разность

RN = 2π

[
σ
√
NP{ζN = k} − 1√

2πez2

]
(36)

и представим ее в виде суммы четырех инте-
гралов:

RN = I1 + I2 + I3 + I4, (37)
где

I1 =

A∫
−A

e−izt[ϕN (t)− e−t2/2]dt,

I2 =

∫
A<|t|<εσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

(38)

I3 =

∫
εσ
√
N6|t|6πσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

I4 = −
∫

A<|t|

e−izt−t
2/2dt,

а положительные постоянные A и ε будут вы-
браны позднее.

Из (36) и (37) понятно, что лемма будет до-
казана, если обнаружим, что каждый из инте-
гралов I1–I4 стремится к нулю.

Из леммы 8 следует, что I1 → 0. Далее,

|I4| 6
∫

A<|t|

e−t
2/2dt, (39)

а последний интеграл можно сделать сколь
угодно малым выбором достаточно большо-
го A.

Осталось рассмотреть I2 и I3. Сначала оце-
ним эти интегралы в наиболее простом случае
1 < C1 6 n/N 6 C2 < ∞, а затем изучим
их поведение в других случаях. Из (24), (29) и
(35) следует, что при A < |t| < εσ

√
N

|ϕN (t)| 6 e−C3t2 , (40)

поэтому

|I2| 6
∫

A<|t|

e−C3t2dt, (41)

что оценивается аналогично (39). При ε 6 |t| 6
π справедливо неравенство |ϕ(t)| 6 e−C4 , по-
этому с помощью (32) находим, что

|I3| 6 2πσ
√
Ne−C4N → 0. (42)

Пусть n/N → 1. Учитывая (29) и (35), лег-
ко получить, что в области интегрирования I2

|Q(t/(σ
√
N))t/(σ3

√
N)| 6 C5ε,

поэтому из (24), (32) и (38) видим, что оценки
(40) и (41) остаются справедливыми. Из лем-
мы 4, (4), (5) и (23) находим, что

ϕ(t) = eit(1− p2λ(1− eit)/p1 +O(λ2)), (43)

следовательно, при ε 6 |t/(σ
√
N)| 6 π∣∣∣∣ϕ( t

σ
√
N

)∣∣∣∣ 6 exp

{
−C6

n−N
N

}
.

Отсюда, из леммы 4, (30), (32), (38) и условия
n−N →∞ вытекает соотношение:

|I3| 6 C7

√
n−Ne−C6(n−N) → 0. (44)

Рассмотрим случай n/N →∞, a 6 1. Пред-
ставим I2 в виде суммы двух интегралов:

I2 = I′2 + I′′2, (45)
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где области интегрирования I′2 и I′′2 соответ-
ственно равны:

{t : A < |t| 6 ε(1− λ)1+εσ
√
N},

{t : ε(1− λ)1+εσ
√
N < |t| < εσ

√
N}.

Опять применяя (29), (32), (35), (38) для I′2,
приходим к оценкам вида (40) и (41). Рассмот-
рим I′′2. Из (23) следует, что

ϕ(t) = 1 +

∑∞
k=1(e

itk − 1)λk−1pk∑∞
k=1 λ

k−1pk
,

поэтому при |t| < εσ
√
N

∣∣∣∣ϕ( t

σ
√
N

)∣∣∣∣N 6

6 exp

{
−C8N

(
1− cos

t

σ
√
N

)}
.

(46)

Тогда

|I′′2| 6 2

∫ ∞
ε(1−λ)1+εσ

√
N

e−C9t2/σ2

dt,

откуда

|I′′2| 6 2

∞∫
ε(1−λ)1+εσ

√
N

exp

{
−C9|t|q|t|2−q

σ2

}
dt,

(47)
где выбор положительной постоянной q ука-
зан ниже. Используя оценку (29) для случая
n/N →∞, а также проводя рассуждения, ана-
логичные получению этой оценки с помощью
(28), находим, что

(1− λ)1+εσ
√
N →∞, σ2 6 C10(1− λ)a−2.

(48)
Из последнего неравенства и соотношения
N(1 − λ)a−2 → ∞ видно, что при |t| > ε(1 −
λ)1+εσ

√
N можно выбрать q = q(δ) так, что

|t|2−q/σ2 > C11. Отсюда и из (47) понятно, что
I′′2 → 0, и, согласно (45), I2 → 0.

Легко видеть, что для I3 выполнено нера-
венство (42) в силу (48) и условия N(1 −
λ)a−2 →∞. Лемма 9 доказана.

Далее рассмотрим предельное поведение
суммы ζ

(r)
N . Обозначим ϕ

(r)
N (t) характеристи-

ческую функцию случайной величины (ζ
(r)
N −

Nm)/(σ
√
N). Из (4), (12) и (23) следует, что

ϕ
(r)
N (t) = (1− Pr)−N exp

{
− itn

σ
√
N

}
×

×

ϕ [ t

σ
√
N

]
−
∞∑
j=1

pr+j(λ) exp

[
it(r + j)

σ
√
N

]N
.

(49)

Лемма 10. Следующие утверждения спра-
ведливы для любого фиксированного t.

1. Пусть выполнены условия теоремы 1.
Тогда при s = 0,±1

ϕ
(r+s)
N (t)→ e−t

2/2.

2. Пусть выполнены условия теоремы 2
или теоремы 3 и леммы 7. Тогда

ϕ
(r)
N (t)→ e−t

2/2.

Доказательство. Из леммы 8 и (49) полу-
чаем, что

ϕ
(r)
N (t) = (1− Pr)−Ne−t

2/2(1 + o(1))[1−

− (1 + o(1))

∞∑
j=1

pr+j(λ) exp

{
it(r + j)

σ
√
N

}N .(50)
Поскольку

∞∑
j=1

pr+j(λ) exp

{
it(r + j)

σ
√
N

}
= Pr +R(t), (51)

где Pr определено в (13), а

R(t) 6 |t/(σ
√
N)|

∞∑
j=1

(r + j)pr+j(λ), (52)

из (50) и (51) ясно, что для доказательства
первого утверждения леммы при s = 0 и вто-
рого утверждения достаточно установить, что

(σ
√
N)−1

∞∑
j=1

(r + j)pr+j(λ) = o(1/N). (53)

При выполнении условий теорем 1–3 из
лемм 5–7 следует, что

NPr → γ′, (54)

где 0 6 γ′ < ∞ при n/N → 1 и 0 < γ′ < ∞
в других случаях. Отсюда и из (13) следует,
что r → ∞ при n/N > C1 > 1. Это же верно
и в случае n/N → 1, если Nλr → ∞ для лю-
бого фиксированного r (см. лемму 4 и (18)).
Используя (4) и (16), нетрудно найти, что при
r →∞
∞∑
j=1

(r + j)pr+j(λ) < C3
(r + 1)pr+1(λ)

(1− λ)
. (55)
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Пусть n/N > C1 > 1. Из (19) (20) и (54)
следует, что

pr+1(λ) = O((1− λ)/N). (56)

Легко проверить, что

r = o(
√
N). (57)

Действительно, если бы это было не так при
выполнении условий теоремы 2, то с помощью
леммы 4 находим, что соотношение (9) бы-
ло бы неверно. Аналогично, в условиях тео-
ремы 3, (57) доказывается с помощью (10) и
леммы 7. Если n/N → 1 и r → ∞, то из (3),
(16), (18) и лемм 4, 5 следует, что условия тео-
ремы 1 выполнены только в случае (57). Те-
перь понятно, что (53) следует из (29), (55)–
(57), включая случай s = 0. Очевидно также,
в силу леммы 4 и (16), что тем более (53) вер-
но при s = 1. Если s = −1, то, заменяя в (53)
r на r− 1, находим, учитывая уже доказанное
соотношение (53), что

(σ
√
N)−1

∞∑
j=1

(r − 1 + j)pr−1+j(λ) =

= (σ
√
N)−1rpr(λ) + o(1/N).

(58)

Опять используя (3), (4), (29) и условия
r → ∞, Nλrpr+1/p1 → γ, видим, что

(σ
√
N)−1rpr(λ) = o(1/N),

поэтому из (58) вытекает, что

1

σ
√
N

∞∑
j=1

(r − 1 + j)pr−1+j(λ) = o(1/N). (59)

Отсюда и из (49), (50) понятно, что первое
утверждение леммы доказано.

Остался случай фиксированного r при
n/N → 1. Нетрудно проверить, что при s =
0,±1 из (4), (30) и леммы 4 следуют соотно-
шения (53) и (59), что и завершает доказатель-
ство леммы 10.

Докажем теперь локальную сходи-
мость ζ(r)N .

Лемма 11. Пусть выполнены условия лем-
мы 10. Тогда

P{ζ(r)N = k} =
1 + o(1)

σ
√

2πN
e−z

2/2

равномерно относительно целых неотрица-
тельных k таких, что z = (k − n)/(σ

√
N)

лежит в любом фиксированном конечном ин-
тервале. Если n/N → 1, то это утвержде-
ние остается справедливым и при замене r
на r − 1 или r + 1.

Доказательство. Следуя схеме доказа-
тельства леммы 9, представим разность

R
(r)
N = 2π

[
σ
√
NP{ζ(r)N = k} − 1√

(2π)ez2

]
в виде суммы четырех интегралов:

R
(r)
N = I

(r)
1 + I

(r)
2 + I

(r)
3 + I

(r)
4 ,

где I(r)1 –I(r)4 отличаются от интегралов I1− I4,
определенных в (38), только заменой ϕN (t) на
ϕ
(r)
N (t). Как и раньше, для доказательства лем-

мы 11 достаточно установить, что все инте-
гралы I

(r)
1 –I(r)4 стремятся к нулю. Ясно, что

I
(r)
1 → 0 по лемме 10, а для I

(r)
4 справедлива

оценка вида (39). Из (51) – (54) получаем, что
при любом t

|ϕ(r)
N (t)| 6 C1|ϕN (t)|,

поэтому для интегралов I(r)2 и I(r)3 справедли-
вы оценки, полученные в доказательстве лем-
мы 9 для I2 и I3 соответственно. Лемма 11 до-
казана.

Рассмотрим теперь предельное поведение
суммы ζ̃

(r)
N−k из леммы 3. Обозначим mr и σ2r

математическое ожидание и дисперсию рас-
пределения (14). Используя (4), нетрудно по-
лучить, что

mr =
m− rpr(λ)

1− pr(λ)
, σ2r =

=
σ2

(1− pr(λ))2

(
1− pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ)

)
,

(60)

где m и σ2 определены в (6) и (7). Обозначим
ϕ̃
(r)
S (t) характеристическую функцию случай-

ной величины (ζ̃
(r)
S − Smr)/(σr

√
S).

Лемма 12. Пусть N,n → ∞, r – фиксиро-
ванное натуральное число и выполнено одно
из следующих условий:

1. n/N → 1, n−N →∞, r > 3;

2. 1 < C1 6 n/N 6 C2 <∞;

3. a 6 1, n/N → ∞ и существует такое
δ > 0, что N(1− λ)2+δ →∞.

Тогда при S = N(1−pr(λ))(1+o(1)) для любого
фиксированного t

ϕ̃
(r)
S (t)→ e−t

2/2.
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Доказательство. Обозначим ϕ̃r(t) харак-
теристическую функцию случайной величины
η̃
(r)
1 . Из (4) и (14) следует, что

ϕ̃r(t) =
ϕ(t)− pr(λ)eitr

1− pr(λ)
. (61)

Кроме того,

ϕ̃
(r)
S (t) =

= exp{−Smrt/(σr
√
S)}(ϕ̃r(t/(σr

√
S))S .

(62)

По аналогии с (24), (25) получаем, что

ln ϕ̃r(t) = imrt−
σ2r t

2

2
+
t3

6
Q̃(t), (63)

где
|Q̃(t)| 6 2 max

|v|6|t|
|(ln ϕ̃r(v))

′′′

v |. (64)

Используя лемму 4 и (3), (4), (6), легко про-
верить, что при n/N 6 C2 <∞

0 < C3 6 1− pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ) < 1. (65)

Эти неравенства остаются в силе и при n/N →
∞, a 6 1, что легко следует из (3), (4), (16),
(26) и (27). Таким образом, из (60) и (65) вы-
текает, что

σ2r > C4σ
2, (66)

а это значит, как и в (31), что

σr
√
S →∞. (67)

Понятно, что, как и при доказательстве лем-
мы 8, нам достаточно обнаружить справедли-
вость соотношения

Q̃(t/(σr
√
S))/(σ3

√
S)→ 0. (68)

Вычисляя производные от ln ϕ̃r(t), находим,
что

(ln ϕ̃r(t))
′′′

t = (ϕ(t)− pr(λ)eitr)−3×
×((ϕ

′′′
(t) + ir3pr(λ)eitr)(ϕ(t)− pr(λ)eitr)2−

− 3(ϕ
′′
(t) + r2pr(λ)eitr)(ϕ

′
(t)− irpr(λ)eitr)×

×(ϕ(t)− pr(λ)eitr) + 2(ϕ
′
(t)− irpr(λ)eitr)3).

Отсюда нетрудно получить, используя (23) и
(34), что

| ln ϕ̃r(t))
′′′

t | 6 C5| lnϕ(t))
′′′

t |. (69)

Теперь соотношение (68) очевидным образом
вытекает из (29), (35), (66), (67) и (69). Лемма
12 доказана.

Лемма 13. Пусть выполнены условия леммы
12. Тогда при S = N(1 − pr(λ))(1 + o(1)) для
целых неотрицательных k равномерно отно-
сительно zr = (k−Smr)/(σr

√
S) в любом фик-

сированном конечном интервале

P{ζ̃(r)S = k} =
1 + o(1)

σr
√

2πS
e−z

2
r/2.

Доказательство. Как и при доказатель-
стве леммы 9, рассмотрим разность

R̃
(r)
S = 2π

[
σr
√
SP{ζ̃(r)S = k} − 1√

2πez2r

]
=

Ĩ
(r)
1 + Ĩ

(r)
2 + Ĩ

(r)
3 + Ĩ

(r)
4 ,

где интегралы Ĩ
(r)
1 –Ĩ(r)4 отличаются от I1–I4

(см. (38)) заменой ϕN (t) на ϕ̃(r)
S (t), σ на σr и N

на S. Как и раньше, покажем, что Ĩ(r)j → 0, j =
1, 2, 3, 4, что и будет означать справедливость
утверждения леммы.

Очевидно, что Ĩ(r)1 → 0 по лемме 12, а для
Ĩ
(r)
4 можно применить (39). Пусть 1 < C1 6
n/N 6 C2 <∞. Тогда из (29), (35), (66) и (69)
следует, что

|(ln ϕ̃r(t))
′′′

t |/σ3r 6 C3

и из (62) – (64) вытекает оценка, подобная (41).
В силу известного неравенства

|ϕ̃(r)(t)| 6 e−C4 ,

справедливого в области интегрирования Ĩ(r)3 ,
находим, что

|Ĩ(r)3 | 6 C5

√
Se−C4S → 0.

Пусть n/N → 1. По лемме 4 λ = (n −
N)p1/(Np2)(1 + o(1)) и из (29), (35), (66) и
(69) вытекает, что в области интегрирования
Ĩ
(r)
2 справедливо соотношение (68). Поэтому из
(62) – (64) видим, что

|Ĩ(r)2 | 6
∫
A<|t|

e−C5t2dt, (70)

и этот интеграл, как обычно, можно сде-
лать сколь угодно малым выбором достаточно
большого A. Из леммы 4, (4) и (61) нетрудно
получить, что

ϕ̃r(t) = ϕ(t)(1 +O(λ2)).

Отсюда и из (43) находим, что

|ϕ̃r(t)| 6 e−C6λN ,

поэтому из леммы 4, (29) и условия n−N →∞
следует оценка, аналогичная (44).
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Осталось рассмотреть случай n/N → ∞.
Представим Ĩ

(r)
2 в виде суммы двух интегра-

лов:
Ĩ
(r)
2 = Ĩ

′

2 + Ĩ
′′

2 ,

где области интегрирования Ĩ
′

2 и Ĩ
′′

2 соответ-
ственно равны:

{t : A < |t| 6 ε(1− λ)1+εσr
√
S},

{t : ε(1− λ)1+εσr
√
S < |t| < εσr

√
S}.

Нетрудно проверить, что в первой из этих об-
ластей выполняется (68), поэтому для Ĩ

′

2 из
(61)–(63) получаем оценку, подобную (70).

Рассмотрим Ĩ
′′

2 . Из (61) следует, что при
t→ 0

ϕ̃r(t) = ϕ(t)

(
1− pr(λ)

1− pr(λ)
(eitr − 1)(1 + o(1))

)
.

Отсюда и из (46), (62) нетрудно получить, что∣∣∣∣ϕ̃r ( t

σr
√
S

)∣∣∣∣S 6 exp

{
−C7S

(
1− cos

t

σr
√
S

)}
и далее Ĩ ′′2 оценивается аналогично (47) и, как
и при доказательстве леммы 9, Ĩ ′′2 → 0.

Для оценки Ĩ
(r)
3 воспользуемся (48), отку-

да находим, учитывая условия a 6 1, N(1 −
λ)2+δ →∞, что

|Ĩ(r)3 | 6 2πσr
√
Se−C8S → 0.

Лемма 13 доказана.

Доказательства теорем

Теперь мы можем доказать теоремы 1–5. Из
леммы 9 видно, что

P{ζN = n} ∼ (σ
√

2πN)−1.

Отсюда и из леммы 11 находим, что при вы-
полнении условий теорем 1–3

P{ζ(r)N = n}/P{ζN = n} → 1.

В силу леммы 2 из этого соотношения получа-
ем, что теоремы 1–3 следуют из лемм 5, 6 и 7
соответственно.

Нетрудно проверить, используя леммы 9 и
13, что в условиях теоремы 4

P{ζ̃(r)N−k = n− kr}/P{ζN = n} → 1, (71)

а биномиальные вероятности
(
N
k

)
pkr (λ)(1 −

pr(λ))N−k при pr(λ)→ 0, как известно, допус-
кают пуассоновское приближение. Осталось
сослаться на лемму 3 и (71).

В справедливости утверждения теоремы 5
легко убедиться путем непосредственных вы-
числений с использованием лемм 3, 13 и нор-
мального приближения биномиальных вероят-
ностей, справедливого приNpr(λ)(1−pr(λ))→
∞.

Работа выполнена при поддержке РФФИ,
грант 16-01-00005.
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ПРЕДЕЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА
ВЕРШИН ЗАДАННОЙ СТЕПЕНИ УСЛОВНОГО
КОНФИГУРАЦИОННОГО ГРАФА

Ю. Л. Павлов
Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами. Степени вершин
являются независимыми одинаково распределенными случайными величина-
ми, подчиняющимися степенному закону. Они определяют занумерованные в
произвольном порядке полуребра. Граф образуется путем попарного равнове-
роятного соединения полуребер для формирования ребер. Такие модели можно
использовать для описания различных сетей коммуникаций и топологии сети
Интернет. Мы изучаем подмножество случайных графов при условии, что сум-
ма степеней вершин равна n. Свойства графа зависят от значения параметра
τ распределения степеней вершин. Пусть µr означает число вершин степени
r. Получены предельные распределения µr при N,n → ∞ и всех возможных
значениях r и τ . Также в нашей модели параметр τ может изменяться вместе
с N,n.

К люч е вы е c л о в а: случайный конфигурационный граф; степень верши-
ны; предельные теоремы.

Yu. L. Pavlov. LIMIT DISTRIBUTIONS OF THE NUMBER
OF VERTICES WITH GIVEN DEGREE IN A CONDITIONAL
CONFIGURATION GRAPH
We consider configuration graphs with N vertices. The degrees of the vertices
are independent identically distributed random variables according to power-law
distribution. Node degrees form semiedges that are numbered in an arbitrary order.
The graph is constructed by joining all the stubs pairwise equiprobably to form
edges. Such models can be used for describing different communication networks
and Internet topology. We study the subset of random graphs under the condition
that the sum of vertex degrees is equal to n. The properties of the graph depend on
the value of the parameter τ of the vertex degree distribution. Let µr be the number
of vertices with degree r. We obtained the limit distributions of µr as N,n → ∞
with all possible values of r and τ . Also in our model the parameter τ can be
changed together with N,n.

K e ywo r d s: configuration random graph; vertex degree; limit theorems.

Введение

Понятие конфигурационного графа было
введено Б. Боллобашем в статье [10]. Такие
графы часто используются в качестве моде-

лей разнообразных сложных сетей коммуни-
каций, в частности, сети Интернет (см., напри-
мер, [11] и приведенную там библиографию).
В наиболее известной [11, 12, 15] модели сте-

��
��
73



пени вершин являются независимыми одина-
ково распределенными случайными величина-
ми с дискретным степенным распределением.
Значения этих случайных величин для каж-
дой вершины определяют число выходящих
из нее различимых полуребер. Граф образует-
ся путем попарного равновероятного соедине-
ния полуребер для образования ребер. В слу-
чае нечетной суммы степеней вершин вводит-
ся дополнительная вершина единичной степе-
ни. Обозначим N число основных вершин гра-
фа. Согласно [14], появление дополнительной
вершины вместе с ее полуребром не влияет на
асимптотические свойства графа при N →∞.

Пусть ξ означает случайную величину, рав-
ную степени любой вершины графа (кроме
дополнительной). В результате обсуждения
свойств больших сетей коммуникаций в [14]
предложено рассматривать модели, в которых

pk = P{ξ = k} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)

где k = 1, 2, . . . , τ > 0. Предельное поведе-
ние таких графов изучалось во многих рабо-
тах, среди них [3, 4, 11, 14]. В некоторых ста-
тьях [3, 4, 14] распределение (1) рассматри-
валось только в случае τ ∈ (1, 2), поскольку
именно такие значения параметра τ являют-
ся типичными для большинства сетей комму-
никаций. Однако и другие значения этого па-
раметра представляются интересными. Оказа-
лось, например, что конфигурационные гра-
фы можно применять для моделирования лес-
ных пожаров [13], при этом в наиболее важ-
ных случаях τ > 2. В некоторых работах [7,
8] отмечается также, что по мере развития се-
тей распределения степеней вершин могут из-
меняться. Естественно предположить в этом
случае, что параметр τ распределения (1) не
является постоянной величиной. В статье [9]
показано, что значения τ = 1 и τ = 2 являют-
ся точками фазового перехода (или критиче-
скими точками), поскольку при переходе зна-
чений τ через эти точки резко меняются свой-
ства графа. Заметим, что если τ > 3, то рас-
пределение (1) имеет конечную дисперсию, но
при τ 6 3 дисперсия не существует, поэтому
значение τ = 3 также представляет опреде-
ленный интерес.

В статьях [5, 6] рассматривались условные
конфигурационные графы при условии, что
число ребер известно. Обозначим ξ1, . . . , ξN
степени вершин 1, . . . , N и предположим, что
эти случайные величины имеют распределе-
ние (1), а ξ1 + . . . + ξN = n. Пусть µr рав-
но числу вершин такого условного графа, сте-
пень которых равна r, r 6 n−N + 1. В [5, 6]
найдены предельные распределения µr во всех

возможных зонах стремления N,n к бесконеч-
ности и при всех возможных фиксированных
значениях параметра τ . Следуя доказатель-
ствам предельных теорем для µr в [5, 6] и
учитывая непрерывность участвующих в этих
доказательствах функций, нетрудно убедить-
ся, что утверждения теорем справедливы и в
случае изменяющихся значений τ , если толь-
ко они не приближаются к критическим точ-
кам τ = 1, 2, 3. Таким образом, осталось нерас-
смотренным предельное поведение µr при при-
ближении τ к этим точкам. На решение этой
задачи и направлена настоящая статья. В со-
ответствии с приведенным выше замечанием
мы можем далее не учитывать дополнитель-
ную вершину, вместе с инцидентным ей полу-
ребром, в случае ее появления. В следующем
разделе формулируются полученные резуль-
таты в виде теорем 1 и 2. Далее приводятся
вспомогательные утверждения (леммы 1–5), с
помощью которых в конце статьи доказывают-
ся теоремы 1, 2.

Основные результаты
Введем независимые одинаково распреде-

ленные случайные величины η1, . . . , ηN , такие,
что

pk(λ) = P{ηi = k} =
λkpk

1− (1− λ)Φ(λ, τ, 1)
, (2)

где k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N, 0 < λ < 1,
а Φ(z, s, a) – функция Лерча:

Φ(z, s, a) =

∞∑
j=0

zj

(j + a)s
. (3)

Используя (1) – (3), находим, что

m = Eηi =

=
Φ(λ, τ, 1)− (1− λ)Φ(λ, τ − 1, 1)

1− (1− λ)Φ(λ, τ, 1)
,

(4)

σ2 = Dηi = (2Φ(λ, τ − 1, 1) −
− (1− λ)Φ(λ, τ − 2, 1)− Φ(λ, τ, 1))×
× (1− (1− λ)Φ(λ, τ, 1))−1 −m2.

(5)

Легко проверить, что уравнение

m = n/N (6)

имеет единственное решение λ, 0 < λ < 1,
которое мы и будем использовать в качестве
параметра распределения (2). В [6] показано,
что если τ 6 1 и n/N → ∞, то λ → 1. Это же
верно и в случае τ > 1, n/N → ζ(τ), где ζ(τ)
– значение дзета-функции Римана в точке τ .
Нас интересуют только эти случаи, поскольку,
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как легко проверить, если n/N 6 c <∞, τ < 1
или n/N 6 c < ζ(τ), τ > 1, результаты работ
[5, 6] остаются в силе. Здесь и далее симво-
лом c обозначены некоторые положительные
постоянные, не обязательно одинаковые.

Теорема 1. Пусть r фиксировано, N,n→∞
так, что n/N → ∞, если τ 6 1, и n/N →
ζ(τ), если τ > 1. Пусть

σ2
rr = pr(λ)(1− pr(λ)− (m− r)2pr(λ)/σ2) (7)

и выполнено одно из следующих условий:

1. τ ↓ 3, (1− λ)τ−3 6 c < 1,
√
N(τ − 3)→∞;

2. τ → 3, (1− λ)τ−3 → 1,
√
N

| ln (1−λ)| →∞;

3. τ ↑ 3, (1− λ)τ−3 > c > 1,
√
N(3−τ)

(1−λ)τ−3 →∞;

4. τ ↓ 2, (1− λ)τ−2 6 c < 1,
√
N(1−λ)3−τ

τ−2 →∞;

5. τ → 2, (1−λ)τ−2 → 1,
√
N | ln (1−λ)|
(1−λ)τ−3 →∞;

6. τ ↑ 2, (1− λ)τ−2 > c > 1,
√

N
| ln (1−λ)|

1−λ
2−τ →

∞;

7. τ ↓ 1, (1− λ)τ−1 6 c < 1, N(1−λ)2

(τ−1) →∞;

8. τ → 1, (1− λ)τ−1 → 1, N | ln (1−λ)|
(1−λ)τ−3 →∞;

9. τ ↑ 1, (1 − λ)τ−1 > c > 1, N(1−λ)τ+1

(1−τ)| ln (1−λ)| →
∞.

Тогда для целых неотрицательных k
равномерно относительно ur = (k −
Npr(λ))/(σrr

√
N) в любом фиксированном ко-

нечном интервале

P{µr = k} = (σrr
√

2πN)−1e−u
2
r/2(1 + o(1)).

Теорема 2. Пусть N,n, r → ∞ и n/N →
∞, если τ 6 1, или n/N → ζ(τ), если
τ > 1. Пусть, кроме того, выполнено одно
из девяти условий, перечисленных в теоре-
ме 1. Тогда равномерно относительно (k −
Npr(λ))/

√
Npr(λ) в любом фиксированном ко-

нечном интервале

P{µr = k} =
(Npr(λ))k

k!
e−Npr(λ)(1 + o(1)).

Вспомогательные утверждения
В этом разделе доказываются леммы 1–5.

Введем независимые одинаково распределен-
ные случайные величины η

(r)
1 , . . . , η

(r)
N , имею-

щие распределение:

P{η(r)
i = k} = P{ηi = k|ηi 6= r}, (8)

где k = 1, 2, . . . , r = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N.

Пусть ζN = η1 + . . .+ ηN , ζ
(r)
N = η

(r)
1 + . . .+ η

(r)
N .

Лемма 1. Справедливо равенство:

P{µr = k} =

(
N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k×

×
P{ζ̃(r)

N−k = n− kr}
P{ζN = n}

.

Доказательство. Из (1), (2) и (8) следует,
что

P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN} =

= P{η1 = k1, . . . , ηN = kN |η1 + . . .+ ηN = n}. (9)

Это равенство означает, что для двух наборов
случайных величин ξ1, . . . , ξN и η1, . . . , ηN вы-
полнены условия обобщенной схемы размеще-
ния, введенной и исследованной В. Ф. Кол-
чиным [2]. В этом случае утверждение лем-
мы 1 является известным следствием обобщен-
ной схемы, легко выводящимся из (9).

Слабая сходимость распределения суммы
ζN к нормальному закону была доказана в
лемме 4 работы [5]. В следующей лемме уда-
лось ослабить условия леммы 4 [5], поэтому
она приводится с доказательством. Обозна-
чим ϕN (t) характеристическую функцию сум-
мы (ζN −Nm)/(σ

√
N).

Лемма 2. Пусть N,n→∞ так, что n/N →
∞, если τ 6 1, и n/N → ζ(τ), если τ > 1.
Пусть выполнено одно из следующих условий:

1. τ ↓ 3, (1− λ)τ−3 6 c < 1,
√
N(τ − 3)→∞;

2. τ → 3, (1− λ)τ−3 → 1,
√
N

| ln (1−λ)| →∞;

3. τ ↑ 3, (1− λ)τ−3 > c > 1,
√
N(3−τ)

(1−λ)τ−3 →∞;

4. τ ↓ 2, (1− λ)τ−2 6 c < 1,
√
N(1−λ)3−τ

(τ−2)3/2 →∞;

5. τ → 2, (1− λ)τ−2 → 1, N | ln (1−λ)|3
(1−λ)τ−4 →∞;

6. τ ↑ 2, (1− λ)τ−2 > c > 1, N(1−λ)τ

(2−τ)3 →∞;

7. τ → 1, N(1− λ)τ →∞;

Тогда для любого фиксированного t

ϕN (t)→ e−t
2/2.
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Доказательство. Обозначим ϕ(t) характе-
ристическую функцию случайной величины
η1. Из (1)–(3) следует, что

ϕ(t) =
1− (1− λ)Φ(λeit, τ, 1)

1− (1− λ)Φ(λ, τ, 1)
. (10)

При достаточно малых t

lnϕ(t) = imt− σ2t2

2
+
t3

6
Q(t), (11)

где
|Q(t)| 6 2 max

|v|6|t|
|(lnϕ(t))

′′′

v |. (12)

Учитывая равенство

ϕN (t) = exp

{
− int

σ
√
N

}
ϕN
(

t

σ
√
N

)
(13)

и очевидное соотношение σ
√
N →∞, из

(11)–(13) получаем, что

lnϕN (t) = − t
2

2
+

t3

6σ3
√
N
Q

(
t

σ
√
N

)
. (14)

Отсюда следует, что для доказательства лем-
мы достаточно показать, что

Q(t/(σ
√
N))/(σ3

√
N)→ 0. (15)

При доказательстве леммы 4 [5] получены сле-
дующие оценки σ2 и |Q(t/(σ

√
N))|:

σ2 = (16)

=


Θ(1), если τ → 3;
Θ((τ − 2)−1), если τ ↓ 2, (1− λ)τ−2 6 c < 1;
Θ(− ln(1− λ)), если τ → 2, (1− λ)τ−2 → 1;

Θ( (1−λ)τ−2

2−τ )), если τ ↑ 2, (1− λ)τ−2 > c > 1;

Θ((1− λ)τ−2), если τ → 1,
где равенство x = Θ(y) означает, что суще-
ствуют такие положительные постоянные C1

и C2, что C1|y| 6 |x| 6 C2|y|;∣∣∣∣Q( t

σ
√
N

)∣∣∣∣ = (17)

=


O((τ − 3)−1), если τ ↓ 3, (1− λ)τ−3 6 c < 1;
O(− ln(1− λ)), если τ → 3, (1− λ)τ−3 → 1;
O( (1−λ)τ−3

3−τ ), если τ ↑ 3, (1− λ)τ−3 > c > 1;

O((1− λ)τ−3), если τ → 2 или τ → 1.

Сравнивая (15)–(17), легко установить спра-
ведливость утверждения леммы 2.

Кроме доказанной выше слабой сходимо-
сти распределения суммы ζN имеет место и
локальная сходимость к нормальному закону.
Ранее она была доказана в лемме 5 [5], но ее
условия удалось существенно упростить, что
отражено ниже, в лемме 3.

Лемма 3. Пусть N,n→∞ так, что n/N →
∞, если τ 6 1 и n/N → ζ(τ), если τ > 1.
Пусть выполнено одно из условий 1–9 тео-
ремы 1. Тогда для целых неотрицательных k
равномерно относительно z = (k − n)/(σ

√
N)

в любом фиксированном конечном интервале

P{ζN = k} =
1 + o(1)

σ
√

2πN
e−z

2/2.

Доказательство. По формуле обращения

P{ζN = k} =
1

2πσ
√
N

∫ πσ
√
N

−πσ
√
N
e−iztϕN (t)dt,

(18)
кроме того,

e−z
2/2

√
2π

=
1

2π

∫ ∞
−∞

exp{−izt− t2/2}dt. (19)

Из (18) и (19) следует, что разность

RN = 2π

(
σ
√
NP{ζN = k} − e−z

2/2

√
2π

)
(20)

можно представить в виде суммы:

RN = I1 + I2 + I3 + I4 + I5, (21)

где

I1 =

A∫
−A

e−izt(ϕN (t)− e−t2/2)dt,

I2 =

∫
A<|t|<εbσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

I3 =

∫
εbσ
√
N<|t|<εσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

I4 =

∫
εσ
√
N6|t|6πσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

I5 = −
∫

A<|t|

e−izt−t
2/2dt,

положительные постоянные A и ε будут вы-
браны позднее, а величины b = b(λ, τ) опреде-
ляются так:

b(λ, τ) = (22)
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=



τ − 3, если τ ↓ 3, (1− λ)τ−3 6 c < 1;
(− ln(1− λ))−1, если τ → 3, (1− λ)τ−3 → 1;

3−τ
(1−λ)τ−3 , если τ ↑ 3, (1− λ)τ−3 > c > 1;
(1−λ)3−τ

τ−2 , если τ ↓ 2, (1− λ)τ−2 6 c < 1;
|−ln(1−λ)|
(1−λ)τ−3 , если τ → 2, (1− λ)τ−2 → 1;

(1−λ)
2−τ , если τ → 2; 1, (1− λ)τ−2 > c > 1.

Очевидно, что утверждение леммы справедли-
во, если разность RN стремится к нулю. Рас-
смотрим интегралы I1–I5 в сумме (21). По лем-
ме 2 I1 → 0. Далее

|I5| 6
∫

A<|t|

e−t
2/2dt, (23)

и последний интеграл можно сделать сколь
угодно малым выбором достаточно большого
A. Используя (13), (14), (16), (17) и (22), легко
получить, что

|I2| 6
∫

A<|t|

e−ct
2

dt, (24)

что оценивается аналогично (23). Известно,
что если ε 6 |t| 6 π, то существует такое c > 0,
что |ϕ(t)| 6 e−c, поэтому

|I4| 6 2πσ
√
Ne−cN . (25)

Отсюда и из (16) ясно, что при τ → 3

I4 → 0. (26)

Пусть τ ↓ 2. Тогда из (16) и (25) следует,
что

|I4| 6
√
N/(τ − 2)e−cN . (27)

Учитывая условие (1 − λ)τ−2 6 c < 1, из (27)
находим, что

|I4| 6 c
√
Ne−cN → 0.

Пусть τ → 2, (1− λ)τ−2 → 1. Тогда

|I4| 6 c
√
N | ln(1− λ)|e−cN . (28)

По условию N(1− λ)2| ln(1− λ)|2 →∞, поэто-
му

√
N/| ln(1− λ)| → ∞ и из (28) получаем,

что

|I4| 6 c
√
N | ln(1− λ)| exp{−c

√
N | ln(1− λ)|},

а последнее выражение, очевидно, стремится к
нулю. Рассуждая подобным же образом в дру-
гих случаях изменения τ , опять приходим к
соотношению (26).

Осталось рассмотреть интеграл I3. Из (3)
следует, что если τ > 1, то Φ(λ, τ, 1) конечно и

(1− λ)Φ(λ, τ, 1)→ 0. (29)

Известно [1], что при τ 6= 1, 2, 3, . . .

Φ(λ, τ, 1) = λ−1(Γ(1− τ)(− lnλ)τ−1+

+

∞∑
k=0

ζ(τ − k)

k!
(lnλ)k),

(30)

где значения ζ(x) при x < 1 берутся в смысле
аналитического продолжения дзета-функции.
Из (30) находим, что при τ → 1

Φ(λ, τ, 1) ∼ Γ(1− τ)(− lnλ)τ−1 + ζ(τ). (31)

Используя известные [1] разложения в ряд
гамма-функции и дзета-функции, получаем,
что при τ → 1

Γ(1− τ) ∼ (1− τ)−1, ζ(τ) ∼ (τ − 1)−1. (32)

Из (31) и (32) находим, что при τ → 1, λ→ 1

Φ(λ, τ, 1) ∼ 1− (1− λ)τ−1

τ − 1
. (33)

Отсюда видим, что и при τ → 1 выполня-
ется соотношение (29). Поскольку 1 − λeit =
1− λ(cos t+ i sin t), из (10) получаем, что

ϕ(t) = 1− t2

2
Φ(λ, τ, 1)(1 + o(1))+

+ itΦ(λ, τ, 1)(1 + o(1)),
(34)

поэтому

|ϕ(t/(σ
√
N |N 6 exp{−ct2Φ(λ, τ, 1)/σ2}.

Следовательно,

|I3| 6 2

∫ ∞
εbσ
√
N

exp{−ct2Φ(λ, τ, 1)/σ2}dt.

Отсюда

|I3| 6
2σ√

Φ(λ, τ, 1)

∞∫
εb
√
NΦ(λ,τ,1)

e−cx
2

dx. (35)

Из условий леммы, (16), (17), (22) и (33) сле-
дует, как нетрудно проверить, что во всех слу-
чаях

b
√
NΦ(λ, τ, 1)→∞.

Заметим, что при x→∞∫ ∞
x

e−cx
2

dx ∼ (2cx)−1e−cx
2

.

Отсюда и из (35) получаем, что

|I3| 6
cσ exp{−cNb2Φ(λ, τ, 1)}

b
√
NΦ(λ, τ, 1)

. (36)
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Если τ → 3, то из (3) и (16) ясно, что
σ,Φ(λ, τ, 1) = Θ(1), поэтому при τ ↓ 3, (1 −
λ)τ−3 6 c < 1, учитывая условие

√
N(τ − 3)→

∞, из (22) и (36) находим, что

|I3| 6
c exp{−cN(τ − 3)2}√

N(τ − 3)
→ 0.

Аналогичным образом выводим соотношение
I3 → 0 и в других случаях изменения τ . Та-
ким образом, все интегралы стремятся к нулю
и из (20), (21) следует, что лемма 3 доказана.

Рассмотрим теперь предельное поведение
суммы ζ

(r)
N . Обозначим ϕr(t) характеристиче-

скую функцию случайной величины η
(r)
1 . Из

(2), (8) и (10) следует, что

ϕr(t) =
ϕ(t)− pr(λ)eitr

1− pr(λ)
. (37)

Легко видеть также, что

mr = Eη
(r)
1 =

m− rpr(λ)

1− pr(λ)
, (38)

σ2
r = Dη

(r)
1 =

=
σ2

1− pr(λ)

(
1− pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ)

)
.
(39)

Пусть ϕ
(r)
S (t) означает характеристиче-

скую функцию случайной величины (ζ
(r)
S −

Smr)/(σr
√
S). Тогда

ϕ
(r)
S (t) = exp

{
− iSmrt

σr
√
S

}
ϕSr

(
t

σr
√
S

)
. (40)

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы
2 и, кроме того, пусть S = N(1 − pr(λ))(1 +
o(1)). Тогда

ϕ
(r)
S (t)→ e−t

2/2.

Это утверждение остается в силе и при r →
∞.

Доказательство. Будем следовать схеме
доказательства леммы 2. По аналогии с (11)
получаем, что

lnϕr(t) = imrt−
σ2
r t

2

2
+
t3

6
Qr(t), (41)

где
|Qr(t)| 6 2 max

|v|6|t|
|(lnϕr(t))

′′′

v |. (42)

Тогда из (40)–(42) находим, что

lnϕ
(r)
S (t) = − t

2

2
+

t3

6σ3
r

√
S
Qr

(
t

σr
√
S

)
. (43)

Поэтому для доказательства леммы достаточ-
но установить соотношение, подобное (15):

Qr(t/(σr
√
S))/(σ3

r

√
S)→ 0. (44)

Используя (2)–(5), (16), (38), (39), асимптоти-
ческое разложение функции Лерча (30), а так-
же свойства гамма и дзета функций [1], мож-
но оценить предельное поведение σ2

r . Проводя
хоть и громоздкие, но элементарные рассуж-
дения, находим, что в условиях леммы

σ2
r = Θ(σ2). (45)

Из (37) нетрудно получить, что

(lnϕr(t))
′′′

= (ϕ(t)− pr(λ)eitr)−3×
× [(ϕ

′′′
(t) + ir3pr(λ)eitr)(ϕ(t)− pr(λ)eitr)2−

− 3((ϕ
′′
(t) + r2pr(λ)eitr)(ϕ

′
(t)− irpr(λ)eitr)×

× (ϕ(t)− pr(λ)eitr) + 2(ϕ
′
(t)− irpr(λ)eitr)3].

Взяв первые три производные от характери-
стической функции ϕ(t) (см. (10)), используя
тот же подход, что и при выводе (45), и учи-
тывая (17), приходим к соотношению:

|Qr(t/(σr
√
S))| = Θ(|Q(t/(σ

√
N))|). (46)

Заметим еще, что (45) и (46) остаются справед-
ливыми и при r →∞. Теперь ясно, что, как и
в лемме 2, из (16), (17), (45), (46) следует (44),
а это и значит, что лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы
3 и S = N(1−pr(λ))(1+o(1)). Тогда для целых
неотрицательных k равномерно относитель-
но zr = (k − Smr)/(σr

√
S) в любом фиксиро-

ванном конечном интервале

P{ζ(r)
S = k} =

1 + o(1)

σr
√

2πS
e−z

2
r/2.

Доказательство. Как и при доказатель-
стве леммы 3, представим разность

R
(r)
S = 2π

(
σr
√
SP{ζ(r)

S = k} − e−z
2
r/2

√
2π

)
в виде суммы пяти интегралов:

R
(r)
S = I

(r)
1 + I

(r)
2 + I

(r)
3 + I

(r)
4 + I

(r)
5 ,

которые определяются аналогично интегра-
лам I1–I5 из леммы 3 с заменой ϕN (t) на
ϕ

(r)
S (t). Понятно, что нам достаточно доказать,

что каждый из интегралов I(r)
1 –I(r)

5 стремит-
ся к нулю. Легко проверить, что из условий
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леммы 3 следуют условия леммы 4, а из нее
соотношение I(r)

1 → 0. Для I
(r)
5 справедлива

оценка, аналогичная (23). Интеграл I
(r)
2 оце-

нивается так же, как и I2 (см. (24)), при этом
используются соотношения (43)–(46). В силу
(44) для I

(r)
4 справедливы оценки, подобные

(25)–(28).
Осталось рассмотреть I

(r)
3 . Из (34) и (37)

следует, что

ϕr(t/(σr
√
S) = (1− pr(λ))−1(1−

− ((t2 + o(1))/(2σ2
rS))Φ(λ exp{it/(σr

√
S)}, τ, 1)+

+ ((it+ o(1))/(σr
√
S))Φ(λ exp{it/(σr

√
S)}, τ, 1)−

− pr(λ)(1 + (itr/(σr
√
S)) + T )),

где |T | < (tr)2/(2σ2
rS). Нетрудно проверить,

что при всех условиях леммы r2pr(λ) <
Φ(λ, τ, 1), поэтому

|ϕr(t/(σr
√
S)|S 6 exp{−ct2Φ(λ, τ, 1)/σ2

r}.

Это неравенство вместе с (45) означает, что
интеграл I(r)

3 можно оценить так же, как и ин-
теграл I3 в лемме 3. Лемма 5 доказана.

Доказательства теорем
Известно, что если Npr(λ)(1 − pr(λ) → ∞,

то равномерно относительно целых k, для ко-
торых (k −Nm)/(σ

√
N) лежит в любом фик-

сированном конечном интервале, справедливо
нормальное приближение биномиальных веро-
ятностей:(

N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k =

=
1 + o(1)√

2πNpr(λ)(1− pr(λ))
exp

{
(k −Nm)2

2σ2N

}
.

(47)

Используя (6), (7), (39), (47) и проводя необхо-
димые вычисления, из лемм 1, 3, 5 получаем
утверждение теоремы 1.

Для доказательства теоремы 2 заметим,
что в силу лемм 3 и 5

P{ζ(r)
N−k = n− kr}/P{ζN = n} → 1. (48)

Ясно, что pr(λ) → 0, поскольку r →
∞. Тогда равномерно относительно (k −
Npr(λ))/

√
Npr(λ) для биномиальных вероят-

ностей имеет место пуассоновское приближе-
ние: (

N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k =

=
(Npr(λ))k

k!
e−Npr(λ).

(49)

Теорема 2 следует непосредственно из лем-
мы 1, (48) и (49).

Работа выполнена при поддержке РФФИ,
грант 16-01-00005.
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РАЗРАБОТКА ПРОГРАММЫ СБОРА ДАННЫХ
О СТРУКТУРЕ ВЕБ-САЙТОВ

А. А. Печников1, А. В. Ланкин2

1 Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра РАН
2 Санкт-Петербургский государственный университет

Наиболее распространенной математической моделью веб-сайта является веб-
граф. Для построения веб-графа реального сайта требуются сведения о его
структуре: html-страницах и/или документах сайта (в частности, об URL-
адресах веб-ресурсов) и связывающих их гиперссылках. Веб-серверы часто ис-
пользуют псевдонимы и перенаправления, а также динамически генерируют
одни и те же страницы по разным URL-запросам. Отсюда возникает пробле-
ма, которая заключается в наличии различных URL, имеющих один и тот же
контент. Таким образом, мы можем получить веб-граф, у которого отдельные
вершины соответствуют страницам сайта с одним и тем же контентом. В работе
описывается поисковый робот (краулер) RCCrawler, основной задачей которого
является сбор информации о веб-сайтах для построения их веб-графов, во мно-
гом решающий указанную проблему, что подтверждается проведенной серией
экспериментов.

Ключ е вы е c л о в а: веб-сайт; гиперссылка; краулер; веб-граф.

A. A. Pechnikov, A. V. Lankin. DEVELOPMENT OF A
PROGRAM FOR COLLECTION OF WEBSITE STRUCTURE
DATA
The web graph is the most common mathematical model of a website. Constructing
a web graph of a real site requires data about the structure of that site: html-pages
and/or documents in the site (in particular, data about URLs of web resources)
and hyperlinks linking them. Web servers often use pseudonyms and redirections.
They also generate the same pages dynamically via different URL requests. This
raises a problem in which there are various URLs but with the same content. Thus,
we can get a web graph in which some of its vertices correspond to pages of a
site with the same content. The paper describes a crawler called RCCrawler that
collects information about websites to build the web graphs of these sites. This
crawler largely addresses the above problem as confirmed by a series of experiments
conducted.

K e ywo r d s: website; hyperlink; crawler; web-graph.

Введение и основные понятия

Веб-сайт – совокупность html-страниц и
веб-документов, связанных внутренними ги-

перссылками и обладающих единством содер-
жания, идентифицируемая в Вебе по уникаль-
ному доменному имени. В настоящее время
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структура веб-сайтов стала достаточно слож-
ной и может быть сравнима с фрагментами
Веба.

У веб-сайта всегда можно выделить его
главную страницу, идентифицируемую по до-
менному имени, уровень которой будем счи-
тать равным 0. Тогда уровень любой другой
страницы сайта – это минимальное количество
кликов, требуемых для перехода на нее с глав-
ной страницы.

Для описания такой структуры можно ис-
пользовать веб-граф сайта – ориентированный
граф, вершинами которого являются html-
страницы и/или документы, а дугами – гипер-
ссылки между ними. Здесь уровень вершины
легко определяется через длину кратчайшего
пути до нее из начальной вершины.

Веб-графы как объекты исследований рас-
сматриваются в качестве моделей сайтов во
многих работах. К примеру, в [2, 12] веб-
граф сайта используется в качестве модели
для описания поведения пользователя при пе-
ремещении по сайту (так называемого «сер-
финга»). В [7] с использованием веб-графа да-
ется оценка максимальной глубины сканиро-
вания веб-сайта для поиска требуемой инфор-
мации. Некоторые свойства веб-графа сайта,
а именно наличие выделенной начальной вер-
шины, определение уровневой структуры че-
рез удаленность веб-страниц от главной стра-
ницы и почти всегда сильная связность фор-
мулируются в [4].

Для построения веб-графа реального сай-
та требуются сведения о его структуре: html-
страницах и/или документах сайта (в част-
ности, URL-адреса веб-ресурса) и связываю-
щих их гиперссылках, и для этого нужна
программа-краулер, умеющая извлекать та-
кие сведения из Веба. Термин «краулер»
(англ. crawler) в общем случае обозначает про-
грамму, реализующую процесс перемещения
по страницам и/или документам Веба с целью
сбора определенной информации, статистики
или сохранения ресурсов сайта. Иногда в ста-
тье такой процесс будем называть краулингом
(англ. crawling). Общим принципам разработ-
ки краулеров посвящена работа [13].

URL (Uniform Resource Locator) представ-
ляет собой стандартизированный способ запи-
си адреса веб-ресурса (html-страницы, изоб-
ражения, файлы, медиа-потоки и т. д.) в Ве-
бе [15,16]. Гиперссылки (или просто ссылки)
являются базовыми элементами Веба, связы-
вающими веб-ресурсы [1]. В простейшем ви-
де можно считать, что гиперссылка – это па-
ра <URL-источник, URL-мишень>, где URL-
источник является адресом веб-ресурса, с ко-

торого сделана ссылка, реализующая возмож-
ность перехода на веб-ресурс с адресом URL-
мишень. В частности, гиперссылки, соединяю-
щие страницы и документы одного сайта, за-
дают его внутреннюю структуру; мы будем на-
зывать их внутренними гиперссылками в от-
личие от гиперссылок, соединяющих страни-
цы разных сайтов (то есть внешних гиперссы-
лок).

В статье [17] обсуждаются вопросы, ко-
гда различные URL отсылают к одинаковому
контенту. Такие повторяющиеся URL-адреса
широко распространены на веб-сайтах, так
как программное обеспечение веб-сервера ча-
сто использует псевдонимы и перенаправле-
ния (редиректы), приводя URL-адреса к неко-
торой канонической форме, и динамически ге-
нерирует ту же самую страницу по различным
URL.

Например, несложно проверить, что на сай-
те факультета прикладной математики – про-
цессов управления Санкт-Петербургского го-
сударственного университета три разных URL
http://www.apmath.spbu.ru,
http://www.apmath.spbu.ru/ru/
и http://www.apmath.spbu.ru/index.html
отсылают к одной и той же (начальной) стра-
нице.

Еще один пример с сайта Института
прикладных математических исследований
КарНЦ РАН – два разных URL страницы ла-
боратории телекоммуникационных систем:
http://mathem.krc.karelia.ru/
structure.php?plang=r&id=P8 и
http://mathem.krc.karelia.ru/
structure.php?id=P8&plang=r.

Принципиальная возможность избегания
разных URL с одинаковым контекстом за-
ключается в сравнении эскизов получаемых
страниц/документов, например, по частотно-
му распределению встречающихся слов. По-
скольку эта процедура может проводиться
только постраничным сравнением, то сравни-
ваемые страницы должны быть предваритель-
но извлечены, что требует очевидных затрат
ресурсов, которых хотелось бы избежать, осо-
бенно для сайтов, содержащих десятки тысяч
страниц.

Часть вопросов, возникающих в связи с по-
вторяющимся контентом, снимается нормали-
зацией URL – процессом, при котором URL
приводится к единообразному виду для того,
чтобы определить эквивалентность двух син-
таксически различных URL-адресов [16].

Проблема «повторяющихся URL», очевид-
но, может приводить, во-первых, к лишним за-
тратам времени, а во-вторых, к многократно-
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му повторению получаемых данных. Возмож-
но, она не представляет больших неприятно-
стей для случая, например, поиска внешних
гиперссылок при исчерпывающем поиске на
сайте: совпадающие ссылки можно отсеять на
завершающем этапе работы.

Но в нашем случае она приводит к постро-
ению веб-графов сайтов, имеющих дубли вер-
шин и ссылок, то есть получению неадекват-
ных математических моделей, ведущих к су-
щественным погрешностям при их анализе, а
значит, и к неправильным результатам и вы-
водам.

Несмотря на серьезное продвижение в раз-
работке краулеров за последние 5-6 лет (крат-
кий список свободно распространяемых про-
грамм можно посмотреть здесь [20]), нам не
удалось найти краулер, основной задачей ко-
торого является сбор данных о страницах и
внутренних ссылках сайта. Практически во
всех случаях перечень страниц является по-
бочным эффектом работы краулера, а во-
прос о сохранении данных по всем внутрен-
ним гиперссылкам не стоит совсем. На прак-
тике краулер может «забывать» гиперссылки,
по которым он перемещается, важно хранить
список страниц и ссылок, по которым он попал
на эти страницы.

Отсюда следует основная цель данной ра-
боты, заключающаяся в разработке специали-
зированного краулера, решающего задачу ска-
нирования заданного веб-сайта с целью сбора
данных о его внутренней структуре, использу-
емых далее для построения веб-графа сайта,
с дополнительным требованием минимизации
проблемы повторяющихся URL.

Краулер RCCrawler: требования к
разработке

В данном разделе описаны основные и до-
полнительные требования, в соответствии с
которыми был разработан краулер, названный
Rapid Configurable Crawler (RCCrawler).

Основные требования к программе:
1. Получать в качестве исходных данных спи-
сок доменных имен сайтов, предназначенных
для сканирования. Предполагается, что имеет-
ся некоторое множество исследуемых сайтов,
поэтому должна быть предусмотрена возмож-
ность сканирования нескольких сайтов одно-
временно.
2. Обходить каждый сайт, начиная с главной
(индексной) страницы, перемещаясь по внут-
ренним гиперссылкам в заданном порядке об-
хода «вначале вширь» [3].
3. Выдавать в качестве результата данные для
построения веб-графов сайтов, полученных на

входе, в виде файлов, имена которых ассоци-
ируемы с доменными именами сайтов.
4. Иметь возможность обхода нескольких сай-
тов одновременно.
5. Иметь расширяемую архитектуру для по-
следующего развития функциональности.
6. Иметь механизмы внешней остановки рабо-
ты приложения с сохранением состояния для
продолжения работы с точки останова.
7. Иметь механизмы внутренней остановки ра-
боты приложения в специально перечислен-
ных случаях типа: не осталось не обойденных
внутренних гиперссылок, по истечении време-
ни ожидания доступа к веб-ресурсу, по дости-
жении заданной глубины сканирования.
8. Следовать правилам из файла ограничения
доступа к содержимому сайта robots.txt [5],
что помогает избегать ненужных ссылок вро-
де страниц поиска, авторизации, сортировки
по заданным параметрам, приводящих в неко-
торых случаях к бесконечному процессу ска-
нирования.

Дополнительные требования:
1. Объектами сканирования являются только
html-страницы, а гиперссылки, указывающие
на файлы с расширениями rar, ppt, xls, doc, js
и прочие, не рассматриваются.
2. Гиперссылки извлекаются из полученной
html-страницы из тегов <a> без предва-
рительного выполнения сценариев и имита-
ции действий пользователя. Такое допущение
упрощает разработку и позволяет меньше на-
гружать ресурсы компьютера.
3. Для гиперссылки, содержащей URL, соот-
ветствующей узлу веб-графа, сервер должен
выдавать ответ с кодом состояния HTTP [19],
равным 200 (OK – успешный запрос).
4. В случае, если код ответа равен 301 (Moved
Permanently), 302 (Moved Temporarily) или 303
(See Other) [11], необходимо выполнить пе-
реход по указанному в ответе URL и заме-
нить адрес обрабатываемой страницы новым,
по которому выполняется переход. Такое тре-
бование связано с тем, что пользователь в
окне браузера получает страницу по конечной
ссылке и «не замечает» промежуточных стра-
ниц с переходами (редиректами).
5. Следует игнорировать внешние гиперссыл-
ки, включая случаи, когда это ссылка на под-
домен данного домена. В рамках данной ра-
боты поддомен считается отдельным сайтом
в соответствии с данным ранее определением
сайта.
6. Следует игнорировать ссылки с протоколом
передачи данных, отличным от заданного.
7. Следует игнорировать результаты запросов
по гиперссылкам в тех случаях, когда ответ
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сервера в http-заголовках не указан Content-
type как text/html или Content-type отсутству-
ет [10].
8. Страницы с одинаковым содержимым (дуб-
ли) считаются одной и той же страницей.
9. Ссылки должны проходить нормализацию
[16].

Нормализация URL
Следуя [16], кратко опишем три основ-

ных типа нормализации, реализованные в
RCCrawler.

I. Нормализация, сохраняющая исходное
написание URL:
1. Конвертация протокола и хоста в нижний
регистр. Пример:
http://eXamplE.com —> http://example.com.
2. Удаление порта по умолчанию. По умолча-
нию для доступа к сайту по протоколу http ис-
пользуется 80 порт. В случае протокола https
по умолчанию используется 443 порт. Пример:
https://example.com:443/q.html —>
https://example.com/q.html.
3. Перевод закодированных знаком процента
последовательностей в верхний регистр.
Пример:
http://example.com/%3a%2B –>
http://example.com/%3A%2B.

II. Нормализация, частично сохраняющая
исходное написание URL:
1. Добавление завершающего слеша. Пример:
http://example.com/folder —>
http://example.com/folder/.
На практике данная процедура не всегда дает
эквивалентный URL.
2. Нормализация пути. Символы перехода
на уровень выше ("..") или текущего ката-
лога (".") можно удалить до отправки http
запроса по алгоритму, описанному в [16],
раздел 5.2.4 Remove Dot Segments. Пример:
http://example.com/f1/./f2/../f3 —>
http://example.com/f1/f3.

III. Нормализация, полностью изменяю-
щая исходное написание URL:
1. Отбрасывание идентификации фрагмента.
Пример:
http://example.com/folder/#fragment —>
http://example.com/folder.
2. Замена двойных слешей на одинарный.
Пример:
http://example.com/f1//f2 —>
http://example.com/f1/f2.
3. Замена IP-адреса именем домена. Если мы
знаем, что данному IP соответствует опреде-
ленный домен, мы можем сделать замену IP
на домен. Пример:
https:// 208.76.188.166 —>
https://example.com.

4. Сортировка параметров GET запроса.
Пример:
http://example.com/?b=1&a=3 —>
http://example.com/?a=3&b=1.
5. Удаление «?» при пустом списке парамет-
ров GET запроса. Пример:
http://example.com/? —> http://example.com/.
6. Удаление пустых параметров GET запроса.
Пример:
http://example.com/?a&b=1&c=2 —>
http://example.com/?b=1&c=2.

Общая архитектура RCCrawler
RCCrawler является многопоточным муль-

типлатформенным краулером, написанным на
языке C++ стандарта С++11 с использовани-
ем фреймворка Qt версии 5.5 [14]. Он обла-
дает общей архитектурой, которая может кон-
кретизироваться определенными классами и,
таким образом, реализовывать разные задачи,
связанные с краулингом. На рисунке 1 пред-
ставлена схема архитектуры краулера.

При запуске главного потока происхо-
дит чтение файла начальных установок
settings.ini и выбирается реализация интер-
фейса ApplicationManager. Данный объект
осуществляет управление приложением, ини-
циализирует все другие потоки и ключевые
объекты и завершает работу приложения. На-
пример, потомок ApplicationManager мо-
жет считывать при запуске необходимые дан-
ные из текстовых файлов или выполнять по-
ступающие команды.

DownloadingThread представляет собой
базовый класс для потока, занимающегося за-
грузкой страниц.

ParsingThread – базовый класс, потом-
ки которого занимаются разбором скачанных
страниц. Тут может быть любой разбор, не
только извлечение ссылок, как в данной рабо-
те. Одновременно может быть несколько та-
ких потоков, так как разбор страниц в данном
случае – основная нагрузка.

RoutineThread – потомки этого класса
должны заниматься протоколированием, пе-
реносом части данных в базу данных для
уменьшения потребляемой оперативной памя-
ти и другими операциями.

В многопоточном приложении необходи-
мо согласовывать доступ к общим дан-
ным и минимизировать общение потоков.
DataManager представляет интерфейс для
получения потоками необходимых для рабо-
ты данных. Потомки должны реализовывать
блокировки для исключения так называемых
«гонок за данными», когда несколько потоков
модифицируют содержимое одной и той же об-
ласти памяти.
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Рис. 1. Архитектура RCCrawler

DataManager делает общение потоков не
столь необходимым. Также этот интерфейс да-
ет возможность инкапсуляции данных, то есть
совместного хранения данных и кода для их
обработки полностью в оперативной памяти,
во внешних источниках либо частично в опе-
ративной памяти. Этот аспект касается толь-
ко реализации DataManager и не влияет на
другие компоненты RCCrawler.

За страницы сайта и связи между ними
отвечают структуры HostData, PageData и
PageArc. Рассмотрим их назначение и струк-
туру.
HostData отвечает за сайт.
Поля:
QString host;
QString protocol;
QString str;
uint crawlDelay;
uint maxDownloadsAtTime;
int maxCrawlLevel;
RTRContainer rules;
здесь
host – строка с именем сайта (пример:
"example.com");
protocol – протокол (пример: "https");
str – строка для быстрой подстановки (пример:
"https://example.com");
crawlDelay – задержка по скачиванию в мил-
лисекундах (целое);
maxDownloadsAtTime – количество одновре-
менных загрузок с сайта;
maxCrawlLevel – максимальный уровень крау-

линга (включительно);
rules – правила из robots.txt сайта.
PageData отвечает за страницу.
Поля:
ulong id;
HostData* phD;
QString url;
QString normalizedUrl;
ulong idFrom;
uint level;
uint outDegree;
bool blocked;
bool downloaded;
bool parsed;
QString content;
uint contentHash;
uint errorCode;
ulong replaceId;
uint downloadAttempts;
bool remove;
здесь
id – уникальный идентификатор, не должен
быть равен нулю;
phD – указатель на соответствующую струк-
туру HostData;
url – исходная ссылка;
normalizedUrl – нормализованная ссылка;
idFrom – id страницы, откуда получена ссылка
на данную страницу;
level – уровень страницы;
outDegree – количество внешних исходящих
ссылок;
blocked – этот параметр должен устанавли-
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ваться ‘true’ в случае, если данная страница
отправлена на скачивание, и вновь устанавли-
ваться ‘false’ при обновлении;
downloaded – код, показывающий, была ли
страница скачана;
parsed – код, показывающий, был ли совершен
разбор html страницы;
content – содержимое страницы;
contentHash – хеш-таблица содержимого стра-
ницы. Если страница была разобрана, то ее
содержимое хранить не нужно, а по анали-
зу хеш-таблицы можно выявить, является ли
страница дублем;
errorCode – код ошибки, 0 – если ошибки нет;
replaceId – id страницы, дублем которой явля-
ется текущая;
downloadAttempts – количество попыток ска-
чать страницу. Ограничение на этот параметр
помогает избежать циклических редиректов;
remove – при обновлении PageData в храни-
лище DataManager сигнализирует о необходи-
мости удаления и совершения сопутствующих
действий.
PageArc отображает связь между двумя
страницами.
Поля:
ulong id;
ulong from;
ulong to;
id – уникальный идентификатор, не должен
быть равен нулю;
from – id PageData, на которой находится
ссылка;
to – id PageData, на которую указывает ссыл-
ка.

Рассмотренные выше структуры являются
основным набором данных, которые хранит
DataManager и которыми оперирует все при-
ложение. Их достаточно для построения веб-
графа сайта.

Важными вспомогательными базо-
выми классами являются RobotsTxt,
ApplicationFinisher, ResultUnloader.

RobotsTxt реализует получение файла
robots.txt и проверку на следование правилам
этого файла в процессе краулинга.

ApplicationFinisher выполняет проверку,
нужно ли завершить приложение с использо-
ванием метода needToFinishApplication. Воз-
можные варианты: вся работа выполнена, ис-
тек таймаут.

ResultUnloader осуществляет выгрузку
результата в требуемом виде.
Конфигурация RCCrawler для ре-
шения поставленной задачи

В качестве ApplicationManager исполь-
зуется TextFileAM. Алгоритм его работы:

1. Создать и настроить реализации
DataManager, DownloadingThread, заданное
количество ParsingThread, RoutineThread,
требуемые реализации ApplicationFinisher со-
гласно файлу settings.ini (пример файла будет
описан ниже).
2. Прочитать файл hosts.txt в качестве ис-
точника данных о сайтах для сканирова-
ния. Данный файл содержит построчно ад-
реса сайтов и дополнительную информацию
в следующем формате для каждой строки:
protocol://host;maxDownloadsAtTime;
maxCrawlLevel;crawlDelay.
3. Для каждого сайта получить правила из
robots.txt и поместить стартовую страницу в
DataManager.
4. Запустить потоки, определенные в п. 1.
5. Проверять в цикле с помощью реализаций
ApplicationFinisher необходимость завершить
приложение.
6. В случае положительного ответа от од-
ного из ApplicationFinisher произвести вы-
грузку результата с помощью реализаций
ResultUnloader, указанных в settings.ini.
7. Завершить приложение.

DownloadingThread в используемой кон-
фигурации представлен классом DT0, ко-
торый асинхронно загружает страницы, ис-
пользуя QNetworkAccessManager и сигнально-
слотовую систему Qt. Упрощенный цикл ра-
боты:
1. Обработать события: принять сигналы и
вызвать связанные слоты.
2. Запросить у DataManager коллекцию
PageData для скачивания по каждому сай-
ту.
3. По каждому сайту поставить данные на за-
грузку, если есть свободные соединения.
4. При выполнении требуемых условий отпра-
вить загруженные данные на обновление в
DataManager.
ParsingThread представлен классом PT0.
Упрощенный цикл работы: 1. Получить кол-
лекцию PageData для разбора у DataManager.
2. Для каждой PageData:
- поставить в поле parsed ‘true’,
- разобрать content на ссылки.
3. По каждой ссылке:
- проверить, является ли она внутренней,
- если нет, то повысить outDegree; если да, то
нормализовать ссылку и добавить в выход-
ную коллекцию PDAndPACreateData (вспо-
могательная структура для обработки внут-
ри DataManager и создания соответствующих
данных).
4. Отправить выходную коллекцию
PDAndPACreateData на вставку в DataManager.
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5. Отправить входную коллекцию PageData в
DataManager на обновление.

RoutineThread представлен классом RT0.
Его единственной функцией является логиро-
вание (протоколирование).

Доступны три реализации ApplicationFi-
nisher: WorkIsDoneAF, TimeoutAF и
StopFileAF. Первая возвращает ‘true’
в методе needToFinishApplication, если у
DataManager нет PageData для скачивания
и обработки, вторая – по истечении таймау-
та. Так как прием пользовательского ввода во
время работы невозможен по причине актив-
ного вывода информации по скачанным стра-
ницам и ошибкам, в качестве средства внешне-
го завершения приложения была разработана
реализация StopFileAF, которая проверяет по-
явление файла с заданным именем в каталоге
приложения и сигнализирует о необходимости
остановки в случае его наличия.

GephiSiteGraphRU является используе-
мой реализацией ResultUnloader. Выгружает
данные в формате для построения графа в
Gephi – графической оболочке для представ-
ления и изучения графов [9].

В качестве DataManager используется
BMICDM (Boost Multi-Index Container Data
Manager). Для хранения структур PageData
и PageArc используется Boost Multi-index
Container Library [6]. Multi-index сontainer
представляет собой таблицу базы данных в
памяти, доступ в которой осуществляется по
индексам по полю или набору полей, и эти ин-
дексы задаются на этапе компиляции. Таким
образом, доступ и поиск данных в такой кол-
лекции обладает высокой производительно-
стью. Также индекс может быть уникальным,
и поэтому вставка с нарушением уникально-
сти не будет происходить. Все эти качества
multi-index container позволяют потокам на-
ходиться в ожидании разблокировки ресурса
меньшее время.

Для экспериментов по проверке работоспо-
собности RCCrawler использовался следую-
щий файл settings.ini :
ApplicationManager = "TextFileAM"
ApplicationFinishers = "WorkIsDoneAF,
TimeoutAF,StopFileAF"
DataManager = "BMICDM"
DownloadingThread = "DT0"
ParsingThread = "PT0"
ParsingThreadsCount = 2
RoutineThread = "RT0"
UrlAnalyzingThread = "EmptyUAT"
ResultUnloaders = "GephiSiteGraphRU,TestRU"
DownloadingThreadPDChunkSizeMultiplier = 5

ParsingThreadPDChunkSize = 20
DownloadingThreadSleepTime = 1
ParsingThreadSleepTime = 1
RoutineThreadSleepTime = 1000
CommonLogFile = "logs/common_log.csv"
ErrorLogFile = "logs/error_log.csv"
DisplayCommonLog = 1
DisplayErrorLog = 1
RobotsTxtClass = "OnlyDisallowRobotsTxt"
TimeoutSeconds = 240000
ResultFolder = "result"
SaveDuplicates = 1
StopFile = "stop.txt"

Эксперименты с RCCrawler

Проверка работоспособности RCCrawler
была проведена, в частности, на сайтах двух
тематических множеств: веб-сайты факульте-
тов и институтов Санкт-Петербургского госу-
дарственного университета (22 сайта) и веб-
сайты институтов Карельского научного цен-
тра РАН (8 сайтов).

Результаты сканирования показывают
очень большое разнообразие веб-сайтов как
по количеству страниц (от 400 до 30 000), так
и по количеству внутренних гиперссылок (от
14 000 до 1 570 000). Значение коэффициента
ранговой корреляции Спирмена между этими
характеристиками, равное –0.05, показывает
слабую обратную корреляцию.

Неожиданными выглядят и некоторые дру-
гие результаты, например, среднее число ссы-
лок, исходящих со страницы (по всем сайтам),
равное 67.

Результаты сканирования частично можно
было сравнить с результатами, полученными
с помощью двух программ:
Screaming Frog [18] и ComparseR [8].

Screaming Frog – программа, разработан-
ная в Великобритании, позволяющая в бес-
платном режиме сканировать до 500 стра-
ниц/документов сайта, ComparseR – россий-
ская разработка с ограничением по сканиро-
ванию в 150 html-страниц.

В обоих случаях получаем список html-
страниц (начиная с начальной страницы), вы-
даваемых последовательно с возрастанием их
уровня. К сожалению, список всех внутренних
гиперссылок, связывающих эти страницы, ни
в Screaming Frog, ни в ComparseR не создается.
Для каждой найденной страницы указывается
только URL страницы-предшественницы.

Достаточно условно можно выделить че-
тыре следующие группы сайтов так, как это
изображено на рисунке 2.

��
��
87



Рис. 2. Четыре группы сайтов

Основные результаты сравнения результа-
тов краулинга кратко можно описать так.

Для группы I («маленькие» сайты с неболь-
шим количеством страниц и ссылок) крау-
лер RCCrawler выдает практически одинако-
вые результаты с ComparseR для первых 150
страниц и с Screaming Frog для 500 страниц.

Для группы II при тех же количествах
сравниваемых страниц несовпадение резуль-
татов RCCrawler и ComparseR составляет до
15 %, а RCCrawler и Screaming Frog – до 20 %.

Для группы III несовпадение результатов
RCCrawler и ComparseR составляет до 20 %, а
для группы IV – до 25 %. Screaming Frog для
сайтов групп III и IV генерирует до 25 % стра-
ниц с одинаковым контентом, поэтому мы его
вынужденно исключили из сравнения в этих
двух случаях.

Заключение

В работе приводится подробное описание
основных требований, общей архитектуры и
конфигурации краулера RCCrawler, предна-
значенного для решения достаточно узкой, но

важной для исследований Веба задачи, а имен-
но – сбора информации о веб-сайтах для после-
дующего построения и исследования их веб-
графов.

Одной из важных проблем, решаемых в
RCCrawler, является проблема повторяющего-
ся контента при разных URL. Эксперименты,
проведенные на множестве университетских и
научных веб-сайтов, показали хорошие резуль-
таты для относительно небольших сайтов и
вполне удовлетворительные – для сайтов, со-
держащих до полутора десятков тысяч стра-
ниц и шестисот тысяч ссылок.

В научном плане разработанный
RCCrawler позволит собрать эксперименталь-
ную базу для исследования таких важных
вебометрических задач, как рациональная
структура веб-сайта, глубина сканирования,
сравнительный анализ структур различных
сайтов, модели «серфинга» и др.

В практическом плане необходимо про-
должить исследования результатов краулин-
га и реализации дополнительных возможно-
стей RCCrawler, улучшающих результаты ра-
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боты на очень больших сайтах. Реализация та-
ких возможностей предусмотрена расширяе-
мой архитектурой краулера.

Работа выполнена при частичной под-
держке гранта РФФИ №15-01-06105 А «Раз-
работка вебометрических и эргономических
моделей и методов анализа эффективности
присутствия в Вебе информационных веб-
пространств крупных организаций».
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ЭКОЛОГО-ЭКОНОМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА ЭКСПЛУАТАЦИИ
БИОРЕСУРСОВ С АСИММЕТРИЧНЫМИ УЧАСТНИКАМИ
А. Н. Реттиева

Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра РАН

Исследована теоретико-игровая модель эколого-экономической системы в дис-
кретном времени. В игре участвуют агенты (фирмы или рыболовецкие арте-
ли), производящие вылов биоресурсов на конечном промежутке времени. Аген-
ты эколого-экономической системы различаются временем участия в процес-
се эксплуатации ресурса. Целью работы является определение кооперативного
поведения участников и применение разработанной схемы для рационального
использования биоресурсов водоемов Республики Карелия.

Ключ е вы е c л о в а: задача управления биоресурсами; асимметричные игро-
ки; арбитражное решение Нэша.

A. N. Rettieva. ENVIRONMENTAL-ECONOMIC SYSTEM OF
BIORESOURCE USE WITH ASYMMETRIC AGENTS
A discrete time game-theoretic model of an environmental-economic system is
considered. Agents (firms or fishermen’s artel cooperatives) that exploit the fish
stock on a finite planning horizon are the participants of the game. The agents
have different exploitation times. The main goal of the paper is to construct the
cooperative behavior of the participants and to apply the presented setup for wise
use of aquatic bioresources of the Republic of Karelia.

K e ywo r d s: bioresource management problem; asymmetric players; Nash
bargaining solution.

Введение

Задачи рационального природопользова-
ния являются актуальными для Республи-
ки Карелия, обладающей большими запаса-
ми возобновляемых ресурсов. В связи с тем,
что эгоистическое (некооперативное) поведе-
ние участников процесса эксплуатации нега-
тивно отражается на состоянии экологической
системы, необходима разработка методов под-
держания кооперативного поведения агентов
эколого-экономической системы. Еще одной
актуальной задачей является определение ко-
оперативного поведения в случае несиммет-
ричности агентов, т. к. возобновляемые ре-

сурсы Республики Карелия подвергаются сов-
местной эксплуатации различными экономи-
ческими субъектами.

В данной статье исследована модель, в ко-
торой агенты различаются временем участия
в процессе эксплуатации ресурса. Такая ситу-
ация типична для водоемов Республики Ка-
релия, где есть постоянный (или длительно
существующий) хозяйствующий субъект. При
этом в различные периоды могут возникать
участники, получающие лицензию на эксплу-
атацию ресурсов на определенный срок. Ко-
гда время участия одного из агентов меньше,
чем у другого, игрок включается в процесс
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эксплуатации на фиксированное время и го-
тов вступить в кооперацию, зная, что это бо-
лее прибыльно для него. Но так как у агента
меньший, чем у партнера, горизонт планиро-
вания, то он должен получить выгоду от ко-
операции большую, чем игрок, который про-
должает процесс эксплуатации ресурса даль-
ше.

В работе [3] было предложено использова-
ние арбитражной схемы Нэша для определе-
ния кооперативных стратегий и выигрышей
игроков в асимметричных задачах. При этом
использовались две переговорные схемы: для
всего периода продолжения игры и рекурсив-
ная арбитражная процедура, в которой арбит-
ражная схема применяется на каждом шаге
игры.

В данной статье предложенный подход
с использованием арбитражной схемы Нэша
применяется для модели с различным време-
нем участия. При этом агенты не различают-
ся коэффициентами дисконтирования, как это
было в [2], поскольку хозяйствующие субъек-
ты Республики Карелия находятся в одних и
тех же экономических условиях. Предложен-
ная схема апробируется для популяции сига
озера Сямозеро. По имеющимся данным мат-
ричным методом оценки запаса была восста-
новлена численность популяции и парамет-
ры функции развития. Проведено сравнение
состояния экологической системы и прибыли
агентов при кооперативном и эгоистическом
поведении.

Модель и кооперативное поведение

Рассматривается теоретико-игровая мо-
дель эколого-экономической системы, связан-
ной с эксплуатацией возобновляемых ресур-
сов. Для описания такой системы использует-
ся так называемая модель «рыбных войн» [4],
характеризующаяся степенной функцией раз-
вития популяции и логарифмическими функ-
циями выигрышей агентов. Пусть два агента
(фирмы или рыболовецкие артели) эксплуати-
руют ресурс. Динамика развития популяции
имеет вид

xt+1 = (εxt − u1t − u2t)α , x0 = x , (1)

где xt > 0 – размер популяции в момент вре-
мени t, ε ∈ (0, 1) – коэффициент естествен-
ной выживаемости, α ∈ (0, 1) – коэффициент
естественного роста, uit > 0 – вылов агента i,
i = 1, 2.

Заметим, что при отсутствии эксплуатации
у данной системы существует стационарное со-
стояние x = 1. Если x0 > 1, то популяция убы-
вает, неограниченно приближаясь к x = 1, ес-

ли же x0 < 1, то возрастает с такой же асимп-
тотой.

Предполагается логарифмический вид
функций выигрышей агентов эколого-
экономической системы. Применение таких
функций связано с задачей максимизации тем-
пов роста функции производства (в данном
случае – вылова), что легко показать в задаче
с непрерывным временем. Рассмотрим сум-
марное дисконтированное значение удельной
скорости роста функции u(t)∫ ∞

0
e−ρt

u′(t)

u(t)
dt .

Проинтегрировав по частям, считая, что
u(0) = 1 и e−ρt lnu(t) → ∞ при t → ∞, по-
лучаем∫ ∞

0
e−ρt

u′(t)

u(t)
dt = ρ

∫ ∞
0

e−ρt lnu(t)dt .

Таким образом, задача максимизации ско-
рости роста функции u(t) эквивалентна задаче
максимизации функции lnu(t) на бесконечном
промежутке планирования.

В данной статье предполагается, что аген-
ты эколого-экономической системы различа-
ются горизонтами планирования, что соот-
ветствует реальным процессам эксплуатации
биоресурсов водоемов Республики Карелия.
Пусть первый агент эксплуатирует ресурс на
протяжении n1 моментов времени, а второй –
на протяжении n2 моментов времени. Предпо-
ложим, для определенности, что n1 < n2. Та-
ким образом, в данной модели на временном
промежутке [0, n1] агенты вступают в коопера-
цию, и необходимо определить их кооператив-
ные стратегии. После момента n1 до момента
n2 второй агент продолжает процесс эксплу-
атации индивидуально. Следовательно, выиг-
рыши агентов эколого-экономической системы
имеют следующий вид:

J1 =

n1∑
t=0

δt ln(uc1t) ,

J2 =

n1∑
t=0

δt ln(uc2t) +

n2∑
t=n1+1

δt2 ln(u
a
2t) , (2)

где uci , i = 1, 2 – кооперативные стратегии, ua2
– стратегия второго агента, эксплуатирующе-
го ресурс индивидуально.

Для построения кооперативных стратегий
и выигрышей участников процесса эксплуа-
тации применяется арбитражная схема Нэша
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для всего периода продолжения игры [3]. Та-
ким образом, решается следующая задача:

(V c
1 (x)[0, n1]− V N

1 (x)[0, n1])×
×(V c

2 (x)[0, n1]+V
ac
2 (xcn1)[n1, n2]−

− V N
2 (x)[0, n1]−V aN

2 (xNn1)[n1, n2]) =

= (

n1∑
t=0

δt ln(uc1t)− V N
1 (x)[0, n1])×

×(
n1∑
t=0

δt ln(uc2t) +

n2∑
t=n1+1

δt ln(ua2t)−

− V N
2 (x)[0, n1]−V aN

2 (xNn1)[n1, n2])→max , (3)

где V N
i (x)[0, n1] – выигрыши в равновесии

по Нэшу, V ac
2 (xcn1)[n1, n2] – выигрыш второго

агента, когда он эксплуатирует ресурс инди-
видуально после n1 периодов кооперативного
поведения участников, V aN

2 (xNn1)[n1, n2] – вы-
игрыш второго агента, когда он эксплуатирует
ресурс индивидуально после n1 периодов неко-
оперативного поведения участников.

Пользуясь результатами [2] и [3], запишем
выигрыши в равновесии по Нэшу на проме-
жутке времени [0, n1]:

V N
i (x)[0, n1] =

n1∑
j=0

aj lnx+

n1∑
j=1

δn1−jAj−δn1 ln k ,

(4)
где a = αδ, i = 1, 2, k – параметр разделения
ресурса в конечный момент времени,

Aj = ln
[( ε

j∑
l=1

al( j∑
l=0

al
)2
− 1

) j∑
l=0

al

(

j∑
l=1

al)

j∑
l=1

al]
.

Тогда, при эгоистическом поведении обоих
участников, размер популяции после n1 пери-
одов эксплуатации примет вид

xNn1 = xα
n1

0 (εa2)

n1∑
j=1

αj n1∏
l=1

( (l−1∑
j=0

aj
)2

( l∑
j=0

aj
)2
− 1

)αn1−l+1

.

(5)
Рассмотрим временной промежуток

[n1, n2], где второй агент эксплуатирует ре-
сурс индивидуально. Используя [3], запишем
выигрыш второго агента, оставшегося в про-
цессе эксплуатации, в виде

V ac
2 (xcn1)[n1, n2] =

n∑
j=0

aj lnx+

n∑
j=1

δn−jBj , (6)

где n = n2 − n1,

Bj =

j∑
l=0

al ln
( ε

j∑
p=0

ap

)
+

j∑
l=1

al ln
( j∑
p=1

ap
)
.

А выигрыш второго агента V aN
2 (xNn1)[n1, n2],

когда он участвует в процессе эксплуатации
индивидуально после некооперативного пове-
дения участников, – это выигрыш (6) с началь-
ным размером популяции xNn1 (см. (5)):

V aN
2 (xNn1)[n1, n2] =

n∑
j=0

aj ln(xNn1)+

n∑
j=1

δn−jBj .

Следовательно, все выигрыши, кроме ко-
оперативных, в задаче (3) определены, а ко-
оперативные стратегии и выигрыши получены
в следующем утверждении.

Утверждение 1. Кооперативные выигрыши
в задаче (1), (2) имеют вид

Hc
1n1

(γc11, . . . , γ
c
1n1
, γc21, . . . , γ

c
2n1

;x) =

=

n1∑
j=0

aj lnx+

n1∑
j=1

δn1−j ln(γc1j)+

+

n1∑
j=1

δn1−j
j∑
i=1

ai ln(ε− γc1j − γc2j)+δn1 ln k , (7)

Hc
2n1

(γc11, . . . , γ
c
1n1
, γc21, . . . , γ

c
2n1

;x) =

=

n2∑
j=0

aj lnx+

n1∑
j=1

δn1−j ln(γc2j)+

+

n1∑
j=1

δn1−j
n+j∑
i=1

ai ln(ε− γc1j − γc2j) +

+

n∑
j=1

δn2−jBj+δn1

n∑
j=0

aj ln(1− k) , (8)

где n = n2 − n1.
Кооперативные стратегии агентов связа-

ны как

γc1t=

εγc11
n+t−1∑
j=0

aj

ε
n+t∑
j=0

aj+γc11
n+t−1∑
j=t

aj
, (9)

γc2t=

ε− γc1t
t∑

j=0
aj

n+t∑
j=0

aj
. (10)
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Стратегия γc11 первого агента на послед-
нем шаге определяется из решения одного из
уравнений условий первого порядка.

Доказательство. Для определения коопера-
тивного поведения в n1-шаговой игре опреде-
лим кооперативные стратегии, начиная с шага
n1.

Считаем, что после момента времени n1
первый игрок получает в качестве компенса-
ции долю k от оставшегося ресурса, а второй
игрок продолжает процесс эксплуатации с до-
ли (1 − k) неиспользованного ресурса. Этот
подход отличается от традиционного равного
деления, параметр k предполагается здесь за-
ранее заданным, но он может быть использо-
ван и для регулирования кооперативного по-
ведения.

Рассмотрим одношаговую игру, выигрыш
первого агента имеет вид

Hc
11(u1, u2;x)=ln(u1)+δ ln(k(εx−u1−u2)α)=
= (1 + a) lnx+ a ln(εx− u1 − u2) + δ ln k ,

(11)

второго агента –

Hc
21(u1, u2;x) = ln(u2) + δV ac

2 (xcn1)[n1, n2] =

= ln(u2) + δ

n∑
j=0

aj ln((1− k)(εx− u1 − u2)α)+

+

n∑
j=1

δn+1−jBj =

= ln(u2) +

n+1∑
j=1

aj ln(εx− u1 − u2)+

+

n∑
j=1

δn+1−jBj + δ

n∑
j=0

aj ln(1− k) .

(12)

Используя арбитражную схему Нэша,
определим кооперативные стратегии из ре-
шения следующий задачи:

(Hc
11(u1, u2;x)− V N

1 (x)[n1 − 1, n1])×
×(Hc

21(u1, u2;x)−
− [V N

2 (x)[n1 − 1, n1] + V aN
2 (xNn1)[n1, n2]]) =

= (Hc
11 − V N

1 )(Hc
21 − Ṽ N

2 )→ max
u1,u2

,

(13)

где Ṽ N
2 обозначено выражение в квадратных

скобках, а Hc
11, H

c
21 имеют вид (11), (12).

В [2] приведено доказательство того, что
решения данной и последующих используе-

мых в доказательстве оптимизационных за-
дач достигаются во внутренней точке допусти-
мого множества и единственны. Поэтому из
условий первого порядка получим следующую
связь кооперативных стратегий агентов в од-
ношаговой игре:

u2 =
εx− u1(1 + a)

n+1∑
j=0

aj
. (14)

Как и ранее [2], [3], предполагается, что
стратегии агентов линейно зависят от количе-
ства ресурса u1 = γc11x, u2 = γc21x, откуда по-
лучаем

γc21 =
ε− γc11(1 + a)

n+1∑
j=0

aj
. (15)

Теперь рассмотрим задачу (3) с двумя ша-
гами, где стратегии агентов линейны uc1t =
γc1tx, u

c
2t = γc2tx. Функция выигрыша первого

агента в двухшаговой игре имеет вид

Hc
12(γ

c
11, γ

c
12, γ

c
12, γ

c
22;x) =

=ln(γc12x)+δH
1c
1 (γc11, γ

c
21; (εx−γc12x−γc22x)α)=

= ln(γc12x) + δ(1 + a) ln(εx− γc12x− γc22x)α+
+ δ(ln(γc11) + a ln(ε− γc11 − γc21) + δ ln k) =

= (1 + a+ a2) lnx+ ln(γc12) +

+ a(1 + a) ln(ε− γc12 − γc22) +
+ δ ln(γc11) + δa ln(ε− γc11 − γc21) + δ2 ln k ,

а второго –

Hc
22(γ

c
11, γ

c
21, γ

c
12, γ

c
22;x) =

=ln(γc22x)+δH
1c
2 (γc11, γ

c
21; (εx−γc12x−γc22x)α)=

= ln(γc22x) + δ

n+1∑
j=0

aj ln(εx− γc12x− γc22x)α +

+ δ ln(γc21) + δ

n+1∑
j=1

aj ln(ε− γc11 − γc21) +

+

n∑
j=1

δn+2−j
2 Bj + δ2

n∑
j=0

aj ln(1− k) =

=ln(γc22)+

n+2∑
j=0

aj lnx+

n+2∑
j=1

aj ln(ε−γc12−γc22)+

+ δ ln(γc21) + δ

n+1∑
j=1

aj ln(ε− γc11 − γc21) +

+

n∑
j=1

δn+2−jBj + δ2
n∑
j=0

aj ln(1− k) .
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Для определения кооперативного поведе-
ния в этой двухшаговой игре необходимо ре-
шить следующую задачу:

(Hc
12(γ

c
11, γ

c
21, γ

c
12, γ

c
22;x)− V N

1 (x)[n1 − 2, n1])×
×(Hc

22(γ
c
11, γ

c
21, γ

c
12, γ

c
22;x) −

− [V N
2 (x)[n1 − 2, n1] + V aN

2 (xNn1)[n1, n2]]) =

= (Hc
21 − V N

1 )(Hc
22 − Ṽ N

2 )→ max
γc
11,γ

c
21,γ

c
12,γ

c
22

,

(16)

где Ṽ N
2 обозначено выражение в квадратных

скобках.
Аналогично одношаговой игре для опреде-

ления оптимального решения необходимо и до-
статочно использовать условия первого поряд-
ка, откуда получим связь между кооператив-
ными стратегиями агентов на втором шаге ви-
да

γc22 =
ε− γc12(1 + a+ a2)

n+2∑
j=0

aj

и соотношение между кооперативными стра-
тегиями первого агента на обоих шагах:

γc12 =

εγc11
n+1∑
j=0

aj

ε
n+2∑
j=0

aj + γc11a
2
n−1∑
j=0

. (17)

Следовательно, все параметры выражены
через одну неизвестную стратегию γc11 перво-
го агента на последнем шаге, для определения
которой необходимо численно решить одно из
уравнений условий первого порядка.

Продолжая процесс для n1-шаговой игры,
получим кооперативные выигрыши в виде (7),
(8) и кооперативные стратегии в виде (9),
(10).

Моделирование популяции сига
озера Сямозеро

Для моделирования использовались фак-
тические данные о многотычинковом сиге озе-
ра Сямозеро [5]. Для восстановления числен-
ности сига был использован матричный метод
оценки запаса [1].

Полученные оценки размера популяции за
длительный период позволили оценить пара-
метры функции ее развития. Наиболее адек-
ватной ситуации оказалась степенная функ-
ция развития со следующими параметрами:

α = 0, 89 , ε = 1, 45 .

Данные о восстановленной численности по-
пуляции и динамика популяции с такой функ-
цией развития представлены на рисунке 1.

Рис. 1. Размер популяции: сплошная линия – сте-
пенная функция развития, пунктир – восстанов-
ленная функция развития

Численное моделирование было проведено
со следующими параметрами:

x0 = 177, 547 , δ = 0, 85 , k =
1

3
.

Приведем результаты для горизонтов пла-
нирования

n1 = 10 , n2 = 20 .

Численно получено γc11 = 0, 3434.
Сравним кооперативный и некооператив-

ный выигрыши первого агента на временном
промежутке [0, n1]:

V c
1 (x)[0, n1] = 11, 6938 >

> V N
1 (x)[0, n1] = 10, 6075 .

Для второго агента сравним его коопера-
тивный выигрыш на промежутке [0, n1] плюс
выигрыш от индивидуального поведения на
промежутке времени [n1, n2] после кооперации
с некооперативным выигрышем на промежут-
ке [0, n1] плюс выигрыш от индивидуального
поведения на промежутке времени [n1, n2] по-
сле эгоистического поведения:

V c
2 (x)[0, n1] + V ac

2 (xcn1)[n1, n2] = 13, 3032 >

> V N
2 (x)[0, n1] + V aN

2 (xNn1)[n1, n2] = 12, 6271 .

Заметим, что кооперативные выигрыши
обоих агентов эколого-экономической системы
больше, чем выигрыши в равновесии по Нэшу.

На рисунке 2 показан размер популяции на
всем промежутке планирования [0, n2], откуда
заметим, что кооперативное поведение благо-
творно влияет на экологическую обстановку.
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Это связано с тем, что при кооперации уста-
навливается более «щадящий» режим эксплу-
атации.

Рис. 2. Размер популяции: сплошная линия – ко-
оперативное поведение, пунктир – равновесие по
Нэшу

Рис. 3. Вылов первого игрока: сплошная линия –
кооперативное поведение, пунктир – равновесие по
Нэшу

Рис. 4. Вылов второго игрока: сплошная линия –
кооперативное поведение+индивидуальный, пунк-
тир – равновесие по Нэшу+индивидуальный

Вылов первого агента на промежутке [0, n1]
показан на рисунке 3, а вылов второго участ-
ника на промежутках [0, n1] и [n1, n2] – на ри-
сунке 4. Заметим, что при кооперации вылов
второго агента меньше, чем в равновесии по
Нэшу, но это компенсируется его дальнейшей
индивидуальной эксплуатацией ресурса.

Заключение

Традиционно теоретико-игровые задачи
управления биоресурсами рассматривались в
предположении симметричности агентов. В
предыдущих работах [2], [3] были исследо-
ваны модели, в которых участники имеют
различные коэффициенты дисконтирования,
и предложены схемы определения кооператив-
ного поведения.

В данной статье метод построения коопера-
тивных стратегий и выигрышей агентов с ис-
пользованием арбитражной схемы Нэша при-
менен для теоретико-игровой модели эксплу-
атации ресурсов с участниками, различающи-
мися горизонтами планирования. Определены
стратегии и выигрыши обоих агентов эколого-
экономической системы.

Для численного моделирования были ис-
пользованы данные о популяции сига озера
Сямозеро. Использована степенная функция
развития популяции и произведена калибров-
ка параметров для соответствия данным о вос-
становленной матричным методом оценки за-
паса численности популяции сига. Показано,
что применение арбитражной схемы для опре-
деления кооперативного поведения выгодно
обоим агентам и при этом благоприятно вли-
яет на состояние экологической системы.

Работа выполнена при поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований,
гранты 16-01-00183_а, 16-41-100062 р_а.
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И АЛГОРИТМЫ
ОПТИМАЛЬНОГО УПРАВЛЕНИЯ FIFO-ОЧЕРЕДЯМИ
В ОБЩЕЙ ПАМЯТИ

А. В. Соколов1, А. М. Сазонов2, Е. В. Морозов1, Р. С. Некрасова1,
Р. В. Разумчик3
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В статье рассматриваются задачи оптимального распределения памяти для
двух и произвольного числа очередей в общей памяти в дискретном времени.
Приведены математические модели и алгоритмы оптимального распределения
памяти между очередями, минимизирующие потери информации.

Ключ е вы е c л о в а: FIFO-очереди; теория массового обслуживания; дискрет-
ное время; оптимальное разделение памяти.

A. V. Sokolov, A. M. Sazonov, E. V. Morozov, R. S. Nekrasova,
R. V. Razumchik. MATHEMATICAL MODELS AND
ALGORITHMS FOR THE OPTIMAL CONTROL OF FIFO-
QUEUES IN SHARED MEMORY

The paper deals with the problems of optimal partition of shared memory for
two and arbitrary number of queues in discrete time. Mathematical models and
algorithms for the optimal partition of memory between queues, minimizing data
loss, are presented.

K e ywo r d s: FIFO-queues; queuing theory; discrete time; optimal partition of the
shared memory.

Введение

Рассмотрим ресурс (например, внутрен-
нюю память ПК, которая обладает свойством
дискретности) конечной емкости n ∈ N. Каж-
дая единица емкости может быть в одном из
двух состояний – свободна или занята. Будем
считать, что время изменяется в фиксирован-
ных интервалах (слотах). Величину слота при-
мем равной h > 0, единиц времени, и будем
считать, что возможные изменения свободной
емкости системы происходят случайным обра-

зом на величину ±1 в моменты времени nh,
n = 1, 2, . . . . Ресурс одновременно использует-
ся несколькими независимо и параллельно ра-
ботающими системами, с целью организации в
нем собственных очередей. Ввиду того, что ем-
кость ресурса ограничена, очереди могут пере-
полняться и в системах могут возникать поте-
ри. В данной работе речь пойдет об одной из
задач, связанных с нахождением оптимально-
го (с точки зрения минимума потерь) стати-
ческого распределения емкости ресурса меж-
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ду всеми системами, которые этот ресурс мо-
гут использовать. Это означает, что оптималь-
ное разделение памяти производится один раз
и может меняться только в случае значитель-
ного изменения вероятностных характеристик
структур данных.

Во многих приложениях требуется работа с
несколькими FIFO-очередями, расположенны-
ми в общем пространстве памяти. Для этого
применяют различные программные или ап-
паратные решения [1–3]. В ряде работ постро-
ены математические модели работы с различ-
ными динамическими структурами данных в
виде случайных блужданий по целочисленной
решетке. Первоначально такие модели в ви-
де случайного блуждания в треугольнике [4–9]
были построены для решения задачи анализа
процесса работы с двумя стеками, растущи-
ми навстречу друг другу, поставленной в [1].
В этих моделях предполагается, что на каж-
дом шаге дискретного времени с заданными
вероятностями происходят некоторые опера-
ции с очередями. Время выполения этих опе-
раций — не случайная величина, а константа,
поэтому фиксированным является и шаг вре-
мени. В [10–14] рассмотрены математические
модели и алгоритмы оптимального управле-
ния FIFO-очередями в общей памяти. В дан-
ной статье мы рассмотрим задачу оптимально-
го разделения общей памяти для нескольких
FIFO-очередей в случае их последовательного
циклического представления. Операции вклю-
чения и исключения элементов в очереди вы-
полняются за время O(1), т. е. за фиксиро-
ванное время при любом числе элементов. В
качестве критерия оптимальности рассматри-
вается минимальная доля потерянных элемен-
тов при бесконечном времени работы очере-
дей. Эту величину разумно минимизировать,
когда переполнение очереди является не ава-
рийной, а стандартной ситуацией. То есть ес-
ли очередь занимает всю предоставленную ей
память, все последующие элементы, поступа-
ющие в нее, отбрасываются до тех пор, по-
ка не появится свободная память (т. е. до тех
пор, пока не произойдет исключение элемента
из очереди). Такая схема применяется, напри-
мер, в работе сетевых маршрутизаторов [3] в
том случае, когда по мере увеличения трафика
очередь маршрутизатора заполняется. Такое
поведение маршрутизатора называется «сбро-
сом хвоста». Потери пакетов приводят к сни-
жению качества обслуживания, поэтому про-
цент потерь, как правило, нужно держать на
низком уровне.

Аналогичные постановки уже встречались
в области моделирования узлов связи с помо-

щью систем/сетей обслуживания, функциони-
рующих в непрерывном времени. Например, в
различных постановках решались задачи (ста-
тического/ динамического/ полудинамическо-
го) распределения имеющейся свободной ем-
кости C ∈ N между несколькими очередя-
ми таким образом, чтобы значение некоторого
функционала было оптимальным.

Среди близких по постановке работ мож-
но отметить [15, 16, 19–21], где прослеживает-
ся аналогия с рассматриваемой задачей (но в
непрерывном времени). Так, например, в рабо-
те [19] рассматривается аналогичная система,
но функционирующая в непрерывном време-
ни, и для нее ставится (и в некоторых случаях
решается) задача нахождения такого распре-
деления свободной емкости, которое позволя-
ет достичь заданных вероятностей потерь. Си-
стема также упоминается и в [20], но в этой
работе внимание уделяется в основном числен-
ным экспериментам.

Неоптимальность (с точки зрения потерь)
статического распределения свободной емко-
сти обсуждается во многих работах. Чаще все-
го преимущество отдается полудинамическо-
му распределению (см, например, [20]).

В [16], в более общей постановке, рассмат-
ривается случай, когда заявки могут иметь
различный целочисленный объем (распреде-
ленный по геометрическому закону).

Алгоритмы (целочисленного) поиска опти-
мального (с точки зрения пропускной спо-
собности) распределения свободной емкости
в сети массового обслуживания произволь-
ной структуры (но состоящей из узлов типа
M/M/1) обсуждаются в [17]. В работе упоми-
нается, что решение задачи оптимизации за-
труднено тем, что для таких систем не суще-
ствует явных формул для стационарного рас-
пределения вероятностей состояний. Одним из
вариантов решения является применение эв-
ристических алгоритмов. Однако чаще все-
го встречается прием, когда каждая систе-
ма рассматривается независимо от остальных.
Здесь подходы отличаются друг от друга тем,
каким образом оцениваются исходные пара-
метры каждой системы (интенсивность вхо-
дящего потока и обслуживания). Подробнее с
приближенными методами авторы предлага-
ют ознакомиться в [18].

Применение методов теории очередей к
описанной задаче в дискретном времени найти
не удалось, однако, как будет показано, дан-
ный подход является весьма естественным. В
[1, параграф 2.2.2] Д. Кнут писал: «Прове-
сти математический анализ алгоритмов дина-
мического распределения памяти чрезвычай-
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но трудно.... Не исключено, что для такого ис-
следования можно применить некоторые мате-
матические результаты теории очередей, одна-
ко эта теория имеет, по-видимому, другую на-
правленность». Таким образом, данная статья
показывает, что Д. Кнут был не вполне прав и
можно применять теорию массового обслужи-
вания к анализу данной задачи в дискретном
времени.

Постановка задачи для двух очере-
дей

Рассмотрим систему обслуживания с буфе-
ром заданного размера n, разделенного меж-
ду двумя очередями. Заявки из каждой очере-
ди обрабатываются обслуживающим устрой-
ством (сервером). Рассматривается дискрет-
ная шкала времени, разделенного на слоты. В
каждый момент времени (слот) возможно од-
но из следующих событий:

• приход заявки в очередь 1 с вероятно-
стью p1,

• уход из очереди 1 после завершения об-
служивания с вероятностью q1,

• приход заявки в очередь 2 с вероятно-
стью p2,

• уход из очереди 2 после завершения об-
служивания с вероятностью q2,

• отсутствие приходов и уходов с вероятно-
стью r.

Кроме того, предполагается, что p1+ q1+ p2+
q2 + r = 1. Таким образом, появление двух со-
бытий в одном слоте невозможно. В этом со-
стоит важное отличие данной постановки от
классической очереди, где при фиксированной
длине слота вероятность прихода и ухода (в
течение слота), вообще говоря, является поло-
жительной. Эта вероятность оказывается рав-
ной нулю лишь при рассмотрении системы в
непрерывном времени, при построении соот-
ветствующих уравнений Колмогорова для ос-
новного марковского процесса.

Итак, требуется найти такое значение k
размера очереди 1 (тогда размер очереди 2 ра-
вен n−k), при котором вероятности потери за-
явок для обеих очередей будут минимальны.

Анализ стационарного режима

Пусть целочисленные случайные величины
(с. в.) τ (i), S(i) есть типичный интервал между
приходами заявок и типичное время обслужи-
вания в системе i = 1, 2 соответственно. Легко

получить, что с. в. τ (i) является геометриче-
ской,

P (τ (i) > j) = (1− pi)j , j > 0 (1)

со средней длиной Eτ (i) = 1
pi

и интенсивно-
стью прихода λi = pi, i = 1, 2. Аналогично
находим, что периоды обслуживания являют-
ся геометрическими с интенсивностями µi =
1/ES(i) = qi, i = 1, 2. Таким образом, коэффи-
циент загрузки системы i равен:

ρi =
pi
qi
, i = 1, 2. (2)

Определим r1 = 1 − (p1 + q1) = p2 + q2 + r
— вероятность того, что в системе 1 за 1 слот
времени не было событий. Пусть νt есть число
заявок в системе 1 в момент (слот) t = 0, 1, . . ..
Процесс {νt} является цепью Маркова с мно-
жеством состояний {0, 1, . . . , k}, матрицей пе-
реходных вероятностей

P =


1− p1 p1 0 . . . 0 0 0
q1 r1 p1 0 . . . 0 0
0 q1 r1 p1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 q1 r1 p1
0 . . . 0 0 0 q1 1− q1


и стационарным распределением

Pj = lim
t→∞

P (νt = j), j = 0, 1, . . . , k. (3)

В результате мы стандартным образом полу-
чаем такую систему уравнений для стационар-
ного распределения числа заявок в системе 1

P0 = P0 · (1− p1) + P1 · q1, (4)

Pj = Pj−1 · p1 + Pj · r1 + Pj+1 · q1, (5)
j = 1, . . . , k − 1

Pk = Pk−1 · p1 + Pk · (1− q1), (6)
решение которой с условием нормировки
k∑
j=0

Pj = 1 имеет вид

Pj = P0 · ρj1 =
(1− ρ1) · ρ1j

1− ρ1k+1
, j = 0, . . . , k, (7)

где при ρ1 6= 1 (т. е. при p1 6= q1)

P0 =
1− ρ1

1− ρ1k+1
(8)

и P0 =
1

k+1 при p1 = q1.
В данной модели за вероятность потери

принимается непосредственно потеря заявки
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(т. е. приход новой заявки в полностью загру-
женную систему). Поскольку моменты прихо-
дов не зависят от числа заявок в очереди, то

P 1
loss = Pk · p1. (9)

Таким образом, вероятность потери в системе
1 при ρ1 6= 1 есть

P 1
loss = Pk+1 = Pk ·p1 =

(1− ρ1) · ρ1k · p1
1− ρ1k+1

. (10)

Аналогично вероятность потери в системе 2
при ρ2 6= 1 есть

P 2
loss =

(1− ρ2) · ρ2n−k · p2
1− ρ2n−k+1

. (11)

При ρ1 = 1 вероятность потери в системе 1
равна

P 1
loss =

p1
k + 1

, (12)

и в системе 2, при ρ2 = 1:

P 2
loss =

p2
n− k + 1

. (13)

Оптимальное разбиение
Далее задача сводится к минимизации

функции
ϕ(k) = P 1

loss + P 2
loss. (14)

Рассмотрим случай равных вероятностей:
pi = qi, i = 1, 2. В данном случае функция ϕ(k)
имеет вид:

ϕ(k) =
p1

k + 1
+

p2
n− k + 1

. (15)

Перейдем к непрерывной функции ϕ(x), за-
данной на [0, n].

Найдем ее минимум, для чего решим урав-
нение
∂ϕ(x)

∂x
= − p1

(x+ 1)2
+

p2

(n− x+ 1)2
= 0. (16)

Получим

x∗ =

√
p1 · (n+ 1)−√p2√

p1 +
√
p2

. (17)

Поскольку

∂2ϕ(x)

∂x2
=

2p1

(x+ 1)3
+

2p2

(n− x+ 1)3
> 0, (18)

то x∗ есть точка минимума. Теперь достаточ-
но сравнить значения ϕ(bx∗c) и ϕ(dx∗e) и вы-
брать наименьшее. Существование двух реше-
ний означает наличие двух оптимальных раз-
биений памяти, отличающихся на одну едини-
цу. В случае x∗ 6 0 можно либо выделить всю

память очереди 2, тем самым не сохраняя оче-
редь 1, либо выделить очереди 2 n− 1 и оста-
вить очередь 1 размера 1. Случай x∗ > n ана-
логичен предыдущему с точностью до переста-
новки очередей.

Рассмотрим случай pi 6= qi, i = 1, 2. В дан-
ном случае

ϕ(k) =
(1− ρ1) · ρ1k · p1

1− ρ1k+1
+ (19)

+
(1− ρ2) · ρ2n−k · p2

1− ρ2n−k+1
.

Перейдем к непрерывной функции ϕ(x), за-
данной на [0, n].

Теорема 1. Функция ϕ(x) имеет единствен-
ный минимум, и этот минимум является
глобальным.

Доказательство. Для того чтобы доказать
существование единственного минимума, яв-
ляющегося глобальным, достаточно доказать,
что функция ϕ(x) выпуклая. Дифференциру-
ем функцию ϕ(x) дважды, находим

∂2ϕ(x)

∂x2
=

= p1 · (1− ρ1) · ln2 ρ1 ·
ρx1 · (1 + ρx+1

1 )

(1− ρx+1
1 )

3 + (20)

+ p2 · (1− ρ2) · ln2 ρ2 ·
ρn−x2 · (1 + ρn−x+1

2 )

(1− ρn−x+1
2 )

3 .

Так как (1 − ρ1) и (1− ρx+1
1 )

3, (1 − ρ2)

и (1− ρn−x+1
2 )

3 имеют одинаковый знак, а
остальные множители в каждом из слагаемых
положительны, то ∂2ϕ(x)

∂x2 > 0.
Таким образом, функция ϕ(x) выпуклая

и имеет единственный глобальный мини-
мум.

Обозначим точку минимума функции ϕ(x)
через xmin. Поскольку функция ϕ(x) — вы-
пуклая, то рассматриваемая на множестве це-
лых чисел функция ϕ(k) может иметь не боль-
ше двух точек минимума — ближайшие це-
лые точки к xmin. Таким образом, достаточ-
но сравнить значения ϕ(bxminc) и ϕ(dxmine) и
выбрать наименьшее.

Замечание 1. В случае равенства только од-
ной пары pi = qi функция ϕ также является
выпуклой, как доказано выше (см. (18), (20)).
Таким образом, функция будет иметь един-
ственный глобальный минимум.
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На основании выпуклости функции ϕ(k)
составим алгоритм для нахождения оптималь-
ного разбиения. Данный алгоритм по сути яв-
ляется перебором, заканчивающимся по усло-
вию. Если на текущем шаге i алгоритма ϕ(i) <
ϕ(i−1) и ϕ(i) < ϕ(i+1), то значение k = i яв-
ляется оптимальным решением. Таким обра-
зом, достаточно рассмотреть не все значения
функции ϕ(k), а только их часть, расположен-
ную по одной ветви.

Постановка задачи для произволь-
ного числа очередей

Рассматривается система из m очередей
(систем) с общим ресурсом размера n. Заяв-
ки из каждой очереди обрабатываются одним
обслуживающим устройством (сервером). Рас-
сматривается дискретная шкала времени, раз-
деленного на слоты. В каждый момент време-
ни (слот) возможно одно из следующих собы-
тий:

• приход заявки в очередь i с вероятностью
pi

• уход из очереди i после завершения об-
служивания с вероятностью qi

• отсутствие приходов и уходов с вероятно-
стью r.

Кроме того, предполагается, что p1+q1+ . . .+
pm+qm+r = 1. Таким образом, появление двух
и более событий в одном слоте невозможно.
Пусть k1, . . . , km−1 — максимальные размеры
очереди 1, . . ., очереди m − 1 соответственно.
Тогда максимальный размер очереди m равен

n −
m−1∑
i=1

ki. Требуется найти такие значения

ki, i = 1, . . . ,m − 1, чтобы потери заявок бы-

ли минимальны. Обозначим km =
m−1∑
i=1

ki для

удобства записи.

Анализ стационарного режима

Для вывода уравнений для данной моде-
ли можно провести аналогичные рассуждения
как в случае двух очередей. Пусть все pi 6= qi.
Тогда для i = 1, . . . ,m− 1

P ij =
(1− ρi) · ρij

1− ρiki+1
, j = 0, . . . , ki, (21)

и для i = m:

Pmj =
(1− ρm) · ρmj

1− ρmn−km+1
, j = 0, . . . , n− km. (22)

Вероятность потери в системе i, i < m

P iloss = P iki · pi =
(1− ρi) · ρiki · pi

1− ρiki+1
. (23)

Вероятность потери в системе m:

Pmloss = Pmn−km · pm = (24)

=
(1− ρm) · ρmn−km · pm

1− ρmn−km+1
.

При pi = qi

P iloss =
pi

ki + 1
, i = 1, . . . ,m− 1, (25)

и
Pmloss =

pm
n− km + 1

. (26)

Дальнейшие результаты совпадают с ре-
зультатами, полученными в работах [11] и [13].

Оптимальное разбиение
Как и выше, будем минимизировать функ-

цию:

ϕ(k) =

m∑
i=1

P iloss =

=

m−1∑
i=1

(1− ρi) · ρiki · pi
1− ρiki+1

+ (27)

+
(1− ρm) · ρmn−km · pm

1− ρmn−km+1
, где k = (k1, . . . , km−1).

В случае pi = qi i-е слагаемое имеет вид: pi
ki+1 .

В случае pm = qm последнее слагаемое имеет
вид: pm

n−km+1 .
Рассмотрим случай в (27) pi = qi, i =

1, . . . ,m. Тогда функция имеет вид

ϕ(k) =

m−1∑
i=1

pi
ki + 1

+
pm

n− km + 1
. (28)

Перейдем к непрерывной функции ϕ(x), за-
данной на Rm−1.

Чтобы найти точку минимума x∗, получаем
систему уравнений

∂ϕ(x)

∂xi
= − pi

(xi + 1)2
+ (29)

+
pm

(n−
m−1∑
j=1

xj + 1)
2 = 0,

решение которой имеет вид:

x∗i =
(n+m)

√
pi

m∑
j=1

√
pj

− 1. (30)
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Докажем, что x∗ — точка минимума. Най-
дем частные производные 2-го порядка:

∂2ϕ(x)

∂xi∂xj
=

2pm

(n−
m−1∑
l=1

xl + 1)
3 = A, (31)

∂2ϕ(x)

∂xi2
=

2pi

(xi + 1)3
+

2pm

(n−
m−1∑
l=1

xl + 1)
3 = (32)

= Bi +A.

Так как 0 < xi и
m−1∑
i=1

xi < n, то A > 0, Bi > 0.

Для того чтобы доказать, что x∗ — точка ми-

нимума, нужно, чтобы матрица

ϕ
′′
=

A+B1 A . . . A
A A+B2 . . . A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bm

 (33)

была положительно определена, т. е. по крите-
рию Сильвестра все ее угловые миноры долж-
ны быть положительны.

Докажем это методом математической ин-
дукции.

• База (i = 1): ϕ′′

1 = A+B1 > 0.

• Пусть ϕ′′

i > 0. Докажем, что ϕ′′

i+1 > 0.

ϕ
′′

i+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A+B1 A . . . A A
A A+B2 . . . A A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bi A
A A . . . A A+Bi+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (34)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A+B1 A . . . A A
A A+B2 . . . A A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bi A
A A . . . A A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A+B1 A . . . A 0
A A+B2 . . . A 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bi 0
A A . . . A Bi+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B1 0 . . . 0 A
0 B2 . . . 0 A
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Bi A
0 0 . . . 0 A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A+B1 A . . . A 0
A A+B2 . . . A 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bi 0
A A . . . A Bi+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= AB1 . . . Bi +Bi+1ϕ

′′

i > 0

Таким образом, x∗ есть точка минимума
функции ϕ(x).

Перейдем к целочисленному реше-
нию. Рассмотрим функцию ψ(xi) =
ϕ(x∗1, . . . , xi, . . . , x

∗
m−1) при фиксированном i.

Тогда

ψ
′
(xi) =

∂ϕ(x)

∂xi
= − pi

(xi + 1)2
+ (35)

+
pm

(n−
m−1∑
j=1

xj + 1)
2 .

Как доказано ранее, x∗i =
(n+m)

√
pi

m∑
j=1

√
pj
−1 — един-

ственная точка минимума функции ψ(xi) на
[0, n]. На промежутке [0, x∗i ) функция ψ(xi)
убывает, поэтому

ψ(bx∗i c) < ψ(ki)∀ki = 0, . . . , bx∗i c − 1. (36)

На промежутке (x∗i , n] функция ψ(xi) возрас-
тает, поэтому

ψ(dx∗i e) < ψ(ki)∀ki = bx∗i c+ 1, . . . , n. (37)

Авторами предложен следующий алгоритм
разбиения памяти: округлить вниз значения
x∗i и раcпределить оставшуюся память (раз-
мера меньше m) между очередями по мето-
ду, описанному далее. Можно показать, что
x∗i 6 n + 1. Так как значения x∗i округляют-
ся вниз, то k∗i 6 n. В случае, если несколько
k∗i = n, можно решать задачу только для этих
очередей, выделив остальным либо по 1, либо
0.

Рассмотрим общий случай, когда есть оче-
реди, для которых pi 6= qi. Обозначим km =

n −
m−1∑
i=1

ki размер m-й очереди. Как указано
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выше, функция ϕ будет иметь вид:

ϕ(k) =

m∑
i=1

P iloss =

m∑
i=1

(1− ρi) · ρiki · pi
1− ρiki+1

, (38)

где k = (k1, . . . , km).

В случае pi = qi i-е слагаемое имеет вид pi
ki+1 .

Для решения данной задачи используем ал-
горитм, предложенный в [13].

Будем пошагово увеличивать выделяемую
очередям память от 0 до n на 1, так чтобы
на каждом шаге минимизировать вероятность
потери. Будем увеличивать на 1 размер оче-
реди, для которой значение d = (P iloss(ki) −
P iloss(ki + 1)) максимально, т. е. при увеличе-
нии размера данной очереди достигается наи-
большее уменьшение вероятности потери.

Покажем, что данный алгоритм применим
для решения данной задачи, т. е. приводит к
оптимальному решению.

Обозначим ϕn(k) вероятность потери при
оптимальном разбиении памяти размера n
между m очередями.

ϕn(k) = min
k1+...+km=n

m∑
i=1

P iloss = (39)

= min
k1+...+km=n

m∑
i=1

(1− ρi) · ρiki · pi
1− ρiki+1

.

Рассмотрим рекуррентную формулу:

ϕn(k) = ϕn−1(k)−

− max
16i6m

(P iloss(ki)− P iloss(ki + 1)). (40)

Вычислим начальное значение ϕ0(k):

ϕ0(k) =

m∑
i=1

(1− ρi) · pi
1− ρi

=

m∑
i=1

pi. (41)

При размере памяти равном 0 попытка вклю-
чения элемента в любую очередь будет приво-
дить к его потере. Таким образом, применяя
рекуррентную формулу (40), получаем раз-
биение памяти k∗ = (k∗1, . . . , k

∗
m). Покажем,

что данное разбиение оптимально, т. е. нуж-
но доказать, что ϕ(k∗) 6 ϕ(k∗∗) для любого
k∗∗ = (k∗∗1 , . . . , k

∗∗
m ). Введем обозначение:

s = max
16i6m

(P iloss(ki)− P iloss(ki + 1)). (42)

Покажем, что P iloss(ki) − P iloss(ki + 1) >
P iloss(ki + a) − P iloss(ki + a + 1), где a > 0 —
некоторое число.

Перейдем к непрерывному случаю. Рас-
смотрим функцию h(xi) = P iloss(xi)−P iloss(xi+
1) на (0, n). При pi = qi,

h(xi) =
pi

xi + 1
− pi
xi + 2

, (43)

h
′
(xi) = −

pi

(xi + 1)2
+

pi

(xi + 2)2
. (44)

Поскольку xi + 1 < xi + 2, то h′
(xi) < 0. Если

pi 6= qi, то

h(xi) = pi · (1− ρi) ·
ρi
xi

1− ρixi+1
− (45)

− pi · (1− ρi) ·
ρi
xi+1

1− ρixi+2
,

h
′
(xi) = pi · (1− ρi) · ln ρi ·

ρi
xi

(1− ρixi+1)2
− (46)

− pi · (1− ρi) · ln ρi ·
ρi
xi+1

(1− ρixi+2)2
.

Заметим, что в слагаемых в (46) совпадают
множители, кроме R1 := ρixi

(1−ρixi+1)2
и R2 :=

ρixi+1

(1−ρixi+2)2
. Рассмотрим отношение:

R1

R2
=

(1− ρixi+2)
2

ρi · (1− ρixi+1)2
=

(
1− ρixi+2

1− ρixi+
3

2

)2

. (47)

• Пусть ρi < 1. Тогда, как нетрудно видеть,
h

′
(xi) < 0 (т.к. R1

R2
> 0, ln ρi < 0).

• Пусть ρi > 1. В этом случае также
h

′
(xi) < 0 (т.к. R1

R2
> 0, ln ρi > 0).

Таким образом, h′
(xi) < 0, следовательно,

h(xi) монотонно убывает на (0, n). Очевидно,
что дискретная функция h(ki) также монотон-
но убывает.

По построению P iloss(a) − P iloss(a + 1) > s
при 0 6 a 6 ki и P iloss(a)− P iloss(a+ 1) 6 s при
a > ki.

P iloss(a)− P iloss(a+ b) =

b−1∑
j=0

(P iloss(a+ j)− (48)

−P iloss(a+ j + 1)) > bs при a+ b 6 ki.

Аналогично

P iloss(a)−P iloss(a+ b) < bs при a+ b > ki. (49)

Разобьем множество индексов I = {1, . . . , n}
следующим образом:

• I1 = {i : k∗i < k∗∗i }

• I2 = {i : k∗i = k∗∗i }

• I3 = {i : k∗i > k∗∗i }
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∑
i∈I1

(k∗∗i − k∗i ) =
∑
i∈I3

(k∗i − k∗∗i ) = d, (50)

0 < d 6 n.

Следовательно,

ϕ(k∗)− ϕ(k∗∗) 6
∑
i∈I1

(k∗∗i − k∗i ) · s− (51)

−
∑
i∈I3

(k∗i − k∗∗i ) · s = ds− ds = 0.

Таким образом, ϕ(k∗) 6 ϕ(k∗∗), поэтому раз-
биение k∗∗ не лучше k∗, т. е. разбиение k∗ — оп-
тимальное. Возможно существование несколь-
ких оптимальных разбиений. В этом случае
можно выбрать любое из них.

Данным способом можно найти оптималь-
ное разбиение памяти за время O(mn), так как
для вычисления ϕ1, . . . , ϕn требуется n шагов,
и на каждом шаге осуществляется поиск мак-
симума выражения (P iloss(ki)−P iloss(ki+1)) сре-
ди m очередей.

Заключение
В будущем мы предполагаем перенести

подход, предложенный в данной статье, на
задачу оптимального управления настраивае-
мыми очередями (Custom Queuing) в случае
последовательного циклического представле-
ния входящих в механизм FIFO-очередей. На-
страиваемые очереди – это один из аппаратно-
независимых механизмов управления пере-
грузками, который похож на механизм при-
оритетных очередей, но, в отличие от него,
не блокирует низкоприоритетный трафик. На-
страиваемые очереди обслуживаются по оче-
реди через некоторый промежуток времени.
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ИЗУЧЕНИЕ ТРАНСФОРМАЦИИ ЗАГРЯЗНЕНИЙ,
ВЫЗЫВАЕМЫХ ПРОХОЖДЕНИЕМ ЦИКЛОНОВ
НАД АЗОВСКИМ МОРЕМ

Л. В. Черкесов, Т. Я. Шульга

Морской гидрофизический институт РАН, г. Севастополь

В работе с использованием трехмерной нелинейной математической модели
изучаются процессы переноса и диффузии загрязняющих веществ в Азовском
море в случае циклонических атмосферных возмущений. Выполнено сравнение
времени рассеяния, а также максимального объема проникновения примеси (с
постоянными и переменными начальными распределениями ее концентрации)
при наличии циклона и на тихой воде. Показано, что рассеяние примеси замед-
ляется с увеличением градиента ее начальной концентрации.

Ключ е вы е c л о в а: скорость течения; сгонно-нагонные явления; прогности-
ческие поля ветра; трехмерная нелинейная модель.

L. V. Cherkesov, T. Ya. Shul’ga. STUDY OF THE
TRANSFORMATION OF POLLUTION CAUSED BY
CYCLONES PASSING OVER THE SEA OF AZOV
The processes of transfer and diffusion of contaminants in the Sea of Azov
in the case of cyclonic atmospheric pertubations were studied using a three-
dimensional nonlinear mathematical model. The time of dispersal and the maximal
volume of impurity penetration (with constant and variable initial distributions
of its concentration) were compared for cyclone and calm water conditions. It is
demonstrated that the dispersal of impurity slows down as the gradient of its initial
concentration increases.

K e ywo r d s: current velocity; surging phenomena; prognostic wind fields; three-
dimensional nonlinear model.

Введение

Акватория Азовского моря и прибрежные
зоны представляют собой единый территори-
альный регион, который требует организации
рационального природопользования и обес-
печения экологической безопасности. В при-
брежных областях, как правило, располага-
ются крупные промышленные центры. Интен-
сивное развитие производительных сил, хозяй-
ственное освоение природных ресурсов морей

ставит перед исследователями этих районов
ряд важных задач. Большое значение приоб-
ретает прогноз ожидаемых изменений в гидро-
логическом режиме, происходящих в результа-
те естественных процессов и хозяйственной де-
ятельности. В связи с тем, что прямые экспе-
рименты с природными экосистемами затруд-
нены, математическое моделирование являет-
ся одним из наиболее перспективных методов
прогнозирования динамических процессов и
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их влияния на распространение загрязнений в
морских бассейнах. Результаты расчетов вет-
ровых течений и уровня моря на основе трех-
мерной гидродинамической модели позволяют
специалистам построить карты течений и рас-
пространения загрязнений на различных гори-
зонтах.

Для численного моделирования динамиче-
ских процессов в Азовском море использует-
ся трехмерная нелинейная σ-координатная мо-
дель POM (Princeton Ocean Model) [9], адапти-
рованная к условиям бассейна Азовского мо-
ря, дополненная модулями и подпрограмма-
ми расчета характеристик пассивной приме-
си [7, 8]. На ее основе изучены характеристи-
ки ветровых течений, сгонно-нагонных про-
цессов для стационарного и однородного по
пространству ветра и также типовых нестаци-
онарных полей ветра [5, 6]. В указанных рабо-
тах выполнен анализ времени полного рассе-
яния примеси постоянной начальной концен-

трации и ее трансформации при наличии ста-
ционарных течений.

В данной работе изучается влияние пе-
ременного начального распределения концен-
трации примеси на продолжительность рассе-
яния и максимальный объем области загряз-
нения при наличии и отсутствии циклони-
ческих возмущений. Выполнен анализ степе-
ни проникновения загрязнения при неоднород-
ном начальном распределении концентрации
примеси по сравнению со случаем постоянной
начальной концентрации. Исследовано влия-
ние градиента начальной концентрации при-
меси на величину площади области загрязне-
ния на различных горизонтах Азовского моря.

Постановка задачи. Граничные и
начальные условия

Для расчета используем нелинейные урав-
нения движения однородной несжимаемой
жидкости в приближении теории мелкой воды
[8, 9]:
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+
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∂z
= 0. (4)

В этих уравнениях все обозначения — обще-
принятые. Коэффициент горизонтальной тур-
булентной вязкости AM вычисляется с помо-
щью формулы Смагоринского [10], для пара-
метризации коэффициента вертикальной тур-
булентной вязкости KM применяется теория
Меллора–Ямады [11]. Граничные условия на
свободной поверхности имеют вид

w|z=ζ =
∂ζ

∂z
+ u

∂ζ

∂x
+ v

∂ζ

∂y
;

KM

(
∂u

∂z
,
∂v

∂z

)∣∣∣∣
z=ζ

= (τ0x, τ0y) ,
(5)

где ζ(x, y, t) — профиль свободной поверхно-
сти, τ0x = CaWx |W| и τ0y = CaWy |W| — про-
екции касательных напряжений скорости вет-
ра, W — вектор скорости ветра на высоте 10 м
над уровнем моря; Ca — коэффициент поверх-
ностного трения [12], зависящий от скорости
ветра W:

103Ca =


2.5, |W|>22 м/с
0.5+0.065|W| , 86|W|622 м/с
1.2, 46|W|6 8 м/с
1.1, 16|W|64 м/с

. (6)

На дне (z=−H(x, y)) равна нулю нормаль-
ная составляющая скорости. Придонные ка-
сательные напряжения связаны со скоростью
квадратичной зависимостью [9]

(
w + u

∂H

∂x
+ v

∂H

∂y

)∣∣∣∣
z=−H

= 0,

KM

(
∂u

∂z
,
∂v

∂z

)∣∣∣∣
z=−H

= (τ1x, τ1y) ,
(7)

где τ1x = Cbu
√
u2 + v2 и τ1y = Cbv

√
u2 + v2;

Cb — коэффициент донного трения, который
находится по формуле Cb = k2/ln2 (hb/z0); hb
— шаг по вертикали в придонном слое; z0 =
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0, 003 м — параметр шероховатости донной по-
верхности. На боковых границах выполняют-
ся условия прилипания. В качестве начальных
(t=0) принимаются условия отсутствия дви-
жения жидкости и колебаний свободной по-
верхности до включения атмосферных возму-
щений. В начальный момент времени движе-
ние жидкости отсутствует, свободная поверх-
ность горизонтальна:

u(x, y, z, 0) = 0, v(x, y, z, 0) = 0,
w(x, y, z, 0) = 0, ζ(x, y, z, 0) = 0,

(8)

Для расчета изменения со временем кон-
центрации примеси C(x, y, z, t) используем
уравнение переноса и диффузии [9]
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(9)
Здесь AH и KH — коэффициенты горизон-
тальной и вертикальной турбулентной диффу-
зии. На свободной поверхности, в придонном
слое и на боковых границах добавляются усло-
вия

KH

(
∂C

∂n

)∣∣∣∣
z=ζ

= 0, AH
∂C

∂n
= 0,

KH

(
∂C
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)∣∣∣∣
z=−H

= 0.
(10)

Они означают отсутствие потоков примеси в
направлении внешней нормали n через свобод-
ную поверхность, боковые стенки и дно бассей-
на.

При t = t0 над поверхностью Азовского мо-
ря возникает переменный по пространству и
времени ветер, вызванный перемещением цик-
лона, центр которого пересекает центральную
часть моря. В это же время происходит вы-
брос загрязнения в поверхностном слое моря
в виде цилиндрической области радиусом R и
глубиной h1. При указанных ветровых услови-
ях [5] исследованы параметры эволюции при-
меси, начальное значение концентрации кото-
рой постоянно в данной области (C01(x, y, z, 0)
= 1). В этой работе численные эксперимен-
ты по распространению загрязнения проведем
при условии, что концентрация примеси в мо-
мент времени t = t0 убывает с удалением от
центра области.

Пусть изменение поля концентрации от
максимального значения (в центре выброса)
до нуля (на границе области) происходит по
линейному закону

C02(x, y, z, 0) =

{
Cmax(R− r1)/R, r1 6 R, 0 > z > −h1,

0, r1 > R, z 6 0; r 6 R, z < −h1.
(11)

Здесь r1=
√

(x0 − x)2 + (y0 − y)2 — расстоя-
ние от центра (x0, y0) области загрязнения до
точки, в которой вычисляется концентрация;
Cmax — максимальное значение концентрации
в центре области; z = h1 — толщина слоя этой
области.

Сравнительный анализ результатов моде-
лирования эволюции примеси, имеющей по-
стоянное и переменное распределение началь-
ной концентрации, проводится путем сопо-
ставления величин параметров, характеризу-
ющих ее эволюцию. В качестве таких пара-
метров выбраны: коэффициент максимальной
площади распространения примеси на каж-
дом уровне Kmax; коэффициент максимально-
го объема проникновения загрязнения Nmax;
время полного рассеяния примеси td, ч. При
этом условием полного рассеяния примеси
принимается значение концентрации (Cd), ко-
торое не превышает 2, 5 · 10−2 во всей аквато-
рии моря.

Безразмерный параметр распространения
примеси, определяющий наибольшую занима-

емую ею площадь на горизонтах z0 = ζ, z0 =
−H/2 и z0 = −H + h2, вычисляется по фор-
муле Kmax = Smax/S0, где S0. Здесь Smax —
максимальная площадь, ограниченная изоли-
нией Cd = 2, 5 · 10−2 в момент времени t =
tmax; S0− площадь области первоначального
загрязнения при t = t0 на свободной поверх-
ности. Соотношение для вычисления коэффи-
циента максимального объема проникновения
загрязнения имеет вид: Nmax = Vmax/V0, где
Vmax — максимальный объем, охваченный при-
месью с концентрацией Cd = 2, 5 · 10−2 в мо-
мент времени t = tmax; V0 — объем области
первоначального загрязнения при t = t0.

Преобладающим типом волнения в Азов-
ском море является ветровое, которое быстро
развивается и так же быстро прекращается по-
сле уменьшения скорости ветра [1]. Основные
течения в море формируются в прямой зави-
симости от действующего ветра. Для цикло-
нического образования радиусом основанияRc
атмосферное давление pa находится из соотно-
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Рис. 1. Трансформация области загрязнения при перемещении циклона с радиусом 100 км на запад со
скоростью 10 м/c: а –– циклон входит в акваторию моря (t = 1 ч); б –– через 30 ч после ухода циклона
(t = 45 ч)

шения, предложенного в [4]:

pa =

{
−p0cos2 (πr/2Rc) + p̃a, r 6 Rc

p̃a, r > Rc
,

(12)
где p̃a —фоновое значение давления; p0 — мак-
симальное отклонение от p̃a в атмосферном

возмущении; r =
√

(x0(t)− x)2 + (y0(t)− y)2

— расстояние от центра (x0(t), y0(t)) движу-
щегося циклона до точки с координатами (x,
y).

Согласно [2], в неподвижном циклоне ветер
рассчитываем, умножая модуль вектора гео-
циклострофической скорости Wg на эмпири-
ческий коэффициент µ = 0, 7 и учитывая при
этом, что направление ветра отклоняется от
касательных к изобарам на угол γ = 20◦ (угол
втока) против часовой стрелки. При условии,
что барическое образование движется посту-
пательно со скоростью c, получаем такое вы-
ражение для скорости приводного ветра:

W =

{
µWgT̂ (90◦ + γ) r

R + c, r 6 Rc

0, r > Rc
. (13)

ЗдесьWg =−fr
2 +
[(

fr
2

2
)

+
(pa)rr
ρa

]1/2
— геоцик-

лострофическая скорость; (pa)r — радиальный
градиент атмосферного давления (12); вектор
r направлен от центра циклона к точке, в кото-
рой вычисляется W; T̂ (α) — матрица поворота
на угол α.

В исходных уравнениях (1)—(4), граничных
условиях (5), (7) и начальных условиях (8)
осуществляется переход от координаты z к σ-
координате [8], [9] посредством соотношений
x∗ = x, y∗ = y, t∗ = t, σ = (z − ζ)/(H + ζ),

σ ∈ [−1; 0]. Пространственное разрешение мо-
дели по широте и долготе составляет (1/59)◦×
(1/84)◦, при этом линейные размеры ячейки
сетки (∆x и ∆y) не превышают 1,4 км. Коли-
чество узлов горизонтальной сетки и расчет-
ных уровней по вертикали равно 276×176 и 11
соответственно. Уравнения интегрируются с
шагом ∆t= 18 с для определения осредненных
двумерных компонент скорости и уровня моря
и 10∆t = 180 с (3 мин) — для вычисления от-
клонений от найденных средних и вертикаль-
ной компонент скорости. Топография дна рас-
четной области на модельную сетку интерпо-
лирована исходя из массива глубин, взятого с
навигационных карт. Отклонения уровня мо-
ря анализируются для девяти точек морского
побережья.

Анализ результатов численных экспери-
ментов. В серии численных экспериментов ис-
следуется влияние различных начальных рас-
пределений концентрации примеси на процесс
ее эволюции. Поступившие в море загрязня-
ющие вещества трансформируются под дей-
ствием турбулентной диффузии и переноса те-
чениями, вызванными переменным ветром, ге-
нерируемым движущимся циклоном. Для рас-
чета эволюции областей загрязнения вслед-
ствие процессов адвекции и диффузии выбра-
ны следующие значения коэффициентов тур-
булентной диффузии: AH = 10 м2/с, KH =
10−4 м2/с [3].

Место выброса загрязнения расположено в
открытой части моря в самом глубоководном
районе (рис. 1, а). На рисунке 1, б представле-
но изменение со временем области загрязнения
переменной начальной концентрации (Cmax =
1) под действием циклона радиусом 100 км,
движущегося со скоростью 10 м/c на запад,
при этом центр циклона проходит через цен-
тральную область моря.
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Рис. 2. Поля скоростей приводного ветра при перемещении циклона радиусом 100 км на запад со скоро-
стью 10 м/c: а –– циклон входит в акваторию (t = 1 ч); б –– центр циклона приближается к центральной
части моря (t = 8 ч); в –– циклон прошел центральную часть моря (t = 12 ч); г –– циклон уходит с
акватории (t = 15 ч)

В процессе распространения атмосферного
образования меняется направление приводно-
го ветра (рис. 2) и, как следствие, характер
генерируемых им течений. В результате это-
го область загрязнения вначале перемещается
на запад (в направлении движения циклона),
а затем распадается на несколько небольших
областей, которые переносятся от центра вы-
броса в различных направлениях (рис. 1, б).
Полное рассеяние происходит через 135 ч, что
меньше времени рассеяния такой же обла-
сти загрязнения постоянной начальной кон-
центрации.

В таблице 1 приведены значения Kmax и
Nmax, время их достижения (tmax, ч), а так-
же время полного рассеяния примеси (td, ч) на
различных горизонтах при перемещении цик-
лона радиусом 100 км на запад со скоростью
10 м/c в зависимости от начального распреде-
ления концентрации примеси.

Из анализа данных, представленных в этой
таблице, следует, что значения параметров
распространения примеси постоянной началь-
ной концентрации C01(x, y, z, 0) превышают
значения соответствующих параметров, полу-
ченных для линейного начального распреде-

ления ее концентрации (11). Отметим, что в
обоих случаях Cmax = 1. При этом величи-
на Kmax в поверхностном слое и на горизон-
те z = −H/2 для C01 превышает в 1,4 раза
значение Kmax для C02; на горизонте z = −H
Kmax больше в 1,6 раза. Сравнивая значения
Vmax для указанных начальных распределений
концентрации, имеем их более чем двухкрат-
ное уменьшение для линейной начальной кон-
центрации примеси.

Учитывая результаты моделирования, при-
веденные в таблице 1, оценим влияние гради-
ента начальной линейной концентрации при-
меси на размеры области ее проникновения и
время полного рассеяния пассивной примеси
при наличии циклона. Исследование перено-
са и распространения примеси выполнено для
значений Cmax = 1, Cmax = 2 и Cmax = 3. По-
лучено, что с ростом Cmax отношение наиболь-
шей площади загрязнения к ее первоначаль-
ному значению (Kmax) увеличивается и при
z = 0 составляет 1,9 (Cmax = 1); 2,2 (Cmax = 2)
и 2,6 (Cmax = 3); на глубине z = −H/2 — 1,3;
1,5 и 1,8; в придонном слое (z = −H + h2) —
0,7; 0,9 и 1,1 соответственно.
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Таблица 1. Параметры загрязненияKmax,Nmax, время их достижения tmax, ч, и время полного рассеяния
примеси td, ч, на различных горизонтах моря и в области −H 6 z 6 0 при наличии циклона радиусом
100 км, перемещающегося на запад со скоростью 10 м/c, в зависимости от начального распределения
концентрации примеси

Горизонт, Параметры C01 C02

область загрязнения Cmax = 1 Cmax = 2 Cmax = 3
Kmax 2,7 1,9 2,2 2,6

z = 0 tmax 42 35 39 41
td 149 110 122 140

Kmax 1,8 1,3 1,5 1,8
z = −H/2 tmax 51 43 48 51

td 152 131 139 140
Kmax 1,1 0,7 0,9 1,1

z = −H + h2 tmax 56 47 52 56
td 155 135 141 155

Kmax 7,3 3,5 5,0 6,8
−H 6 z 6 0 tmax 55 35 42 45

td 155 135 141 155

Из анализа этих данных следует, что на
рассматриваемых горизонтах двукратное и
трехкратное увеличение начальной концен-
трации примеси приводит к росту макси-
мальной площади области загрязнения в 1,3 и
1,6 раза соответственно. Время полного рассе-
яния примеси td зависит от максимума началь-
ной концентрации и становится тем больше,
чем больше значение Cmax. При этом td равня-
ется 135 ч (Cmax = 1), 141 ч (Cmax = 2), 155 ч
(Cmax = 3) и увеличивается на 4 и 15 % со-
ответственно относительно Cmax = 1. Резуль-
таты моделирования, представленные в табли-
це 1, свидетельствуют о том, что вертикальное
распространение примеси замедляется с уве-

личением максимального значения ее началь-
ной концентрации. В этом случае наибольший
объем области загрязнения Nmax при Cmax = 2
и Cmax = 3 больше соответственно в 1,4 и 1,9
раза, чем для Cmax = 1.

Выполним сравнение параметров эволюции
примеси в центральной части Азовского моря
для различных начальных концентраций при
отсутствии ветра (на тихой воде). В таблице 2
представлены значения Kmax, Nmax, время их
достижения tmax и время полного рассеяния
примеси td на различных горизонтах моря в
зависимости от начального распределения ее
концентрации без учета действия циклона.

Таблица 2. Параметры загрязненияKmax,Nmax, время их достижения tmax, ч, и время полного рассеяния
примеси td, ч, на различных горизонтах моря и в области −H 6 z 6 0 при отсутствии циклона в
зависимости от начального распределения концентрации примеси

Горизонт, Параметры C01 C02

область загрязнения Cmax = 1 Cmax = 2 Cmax = 3
Kmax 8,8 3,6 4,1 8,7

z = 0 tmax 74 65 47 97
td 168 199 345 343

Kmax 2,0 2,3 3,0 5,9
z = −H/2 tmax 85 88 51 94

td 254 157 363 168
Kmax 4,3 1,5 1,1 2,6

z = −H + h2 tmax 128 104 88 61
td 224 377 377 279

Kmax 25,5 8,9 8,4 21,5
−H 6 z 6 0 tmax 118 39 86 63

td 311 265 341 288
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Из анализа данных, приведенных в табли-
цах 1 и 2, следует, что в обоих вариантах рас-
четов при наличии циклона и на тихой воде
с ростом градиента начальной концентрации
происходит увеличение районов распростране-
ния загрязнений. Как видно, для одних и тех
же значений начальной концентрации при от-
сутствии ветра происходит увеличение пара-
метров загрязнений (Kmax, Nmax, td) не более
чем в 3 раза по сравнению со случаем наличия
циклона.

Заключение

Сформулируем основные результаты про-
веденных исследований. Анализ результатов
моделирования переноса и распространения
примеси в Азовском море постоянной и пе-
ременной начальной концентрации с равны-
ми максимумами показал, что в первом слу-
чае имеют место бо́льшие время рассеяния и
размеры области проникновения загрязнения.
При прохождении циклона над Азовским мо-
рем двукратное и трехкратное увеличение гра-
диента начальной концентрации примеси при-
водит к росту максимальной площади обла-
сти проникновения загрязнения в 1,3 и 1,6 ра-
за соответственно. Рассеяние примеси при на-
личии циклона и на тихой воде замедляется
с увеличением градиента начальной концен-
трации. При этом скорость рассеяния суще-
ственно не меняется, однако время полного
рассеяния увеличивается с ростом максималь-
ной концентрации. Сравнивая объем области,
охваченной загрязнением, для указанных на-
чальных распределений концентрации, отме-
чаем его более чем двукратное уменьшение в
случае линейно изменяющейся начальной кон-
центрации примеси.
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КОМПЛЕКСНАЯ МОДЕЛЬ БЕЛОГО МОРЯ:
ГИДРОТЕРМОДИНАМИКА ВОД И МОРСКОГО ЛЬДА
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На примере Белого моря описана численная модель крупного покрытого льдом
водоема. Обсуждается согласие расчетных полей с измеренными параметрами
и воспроизведение основных структур. Показано, что модель может давать
ответы на вопросы прикладного характера.

Ключ е вы е c л о в а: численное моделирование; крупномасштабная циркуля-
ция; Белое море; гидродинамика морских вод и льда; термохалинные поля;
течения; ледяной покров.

I. A. Chernov, A. V. Tolstikov, N. G. Iakovlev.
COMPREHENSIVE MODEL OF THE WHITE SEA:
HYDROTHERMODYNAMICS OF WATER AND SEA ICE
The numerical model of large water object with ice is described on the White sea
as an example. We discuss agreement between calculated fields and measurements
and reproduction of the main structures. The model is shown to be able to answer
some practical questions.

K e ywo r d s: numerical modelling; large-scale circulation; the White sea; sea
simulation; thermohaline feilds; sea currents; sea ice.

Введение

Стремительный рост мощности и доступно-
сти вычислительных средств в последние годы
открывает новые возможности математиче-
ского моделирования сложных природных си-
стем. Моделирование позволяет дать прогноз,
поставить численный эксперимент, который
дорого, сложно, опасно либо невозможно вос-
произвести лабораторными методами, оценить
труднодоступные или недоступные измерению
величины (например, соленость подо льдом),
вскрыть схемы происходящих процессов (на-
пример, определить пути миграций планктон-
ных организмов, распространение холодных

придонных вод). Кроме того, компьютерное
моделирование позволяет извлечь максимум
информации из данных наблюдений.

В настоящей работе мы описываем про-
граммный комплекс JASMINE на примере Бе-
лого моря — численную модель водоема с гиб-
кой, легко расширяемой модульной структу-
рой, воспроизводящую динамику и термоди-
намику вод и льда, а также содержащую бло-
ки усвоения данных, динамики пелагической
экосистемы, переноса примесей и т. п. Резуль-
таты расчетов сравниваются с данными на-
блюдений и показано, что основные наблюда-
емые эффекты воспроизводятся моделью удо-
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влетворительно. Обсуждаются причины несо-
ответствий и возможности для совершенство-
вания согласия между расчетными и реальны-
ми условиями.

Описание модели

Для расчета течений, уровня моря и эво-
люции (динамики и термодинамики) морского
льда используется значительно переработан-
ная модель FEMAO [10–12, 15, 23], которая ранее
применялась для воспроизведения крупномас-
штабного состояния вод и морского льда Се-
верного Ледовитого океана.

Гидротермодинамика моря
Используются ставшие традиционными

при исследовании крупномасштабной дина-
мики океана приближения Буссинеска, гидро-
статики и несжимаемости морской воды (так
называемая «примитивная» система уравне-
ний). Уравнения динамики океана и морского
льда записываются в широко распространен-
ной системе координат «цилиндр над сферой»
(долгота, дополнение широты до 90◦, глубина,
отсчитываемая вертикально вниз от поверх-
ности океана в состоянии покоя относительно
Земли). Пространственное разрешение модели
— 0,047◦–0,074◦ по горизонтальным перемен-
ным в географической системе координат, т. е.
5–8 км. По вертикали бралось 16 неравноот-
стоящих уровней со сгущением к поверхности
океана: 0, 2,5, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 40, 50, 75,
100, 150, 200, 250 и 300 м.

Реализация модели в случае Белого моря
имеет свои особенности, связанные с интенсив-
ным приливом и значительным водообменом с
Баренцевым морем.

Для учета в явном виде прилива в данной
версии модели в Горле (район Белого моря,
см. рис. 1) использовалось граничное условие
[19], которое автоматически обеспечивает со-
хранение среднего за достаточно большой пе-
риод времени объема жидкости. Условие Флэ-
зера имеет вид

Un = U∗
n −

√
g

H
(η∗ − η),

где Un — нормальная к границе области ско-
рость течений, η — уровень океана, U∗

n — за-
данная нормальная к границе области наблю-
денная скорость течений, η∗ — наблюденный
уровень, g — ускорение свободного падения, H
— глубина моря. Считается, что в чисто при-
ливной волне в Горле выполняется условие

U∗
n = Un,

т. е. в Баренцевом море приливные скоро-
сти значительно меньше, чем в Горле. То-
гда легко получить граничное условие с
учетом приливной (связанной с инерционно-
гравитационными волнами, «быстрой») ком-
поненты и «медленной» компоненты (которую
можно построить по упрощенной квазигеост-
рофической модели или по данным спутнико-
вых наблюдений):

Un = U∗
n −

√
g

H
(ητ + η∗ − η).

Здесь ητ — приливная компонента уровня, η∗
— измеренная или рассчитанная геострофиче-
ская («медленная») компонента уровня, U∗

n —
согласованная с «медленным» уровнем и из-
меренными полями температуры, солености и
касательного напряжения трения ветра ско-
рость течений.

В принципе, в дальнейшем существует воз-
можность учета приливных скоростей в Ба-
ренцевом море, согласованных с уровнем мо-
ря, если взять результаты расчета приливов по
моделям достаточно высокого уровня.

Поскольку в модели используется линеари-
зованное (оставлена только частная производ-
ная по времени и условие снесено на поверх-
ность z = 0) кинематическое условие для вер-
тикальной скорости w

w|z=0 = −∂η
∂t
,

необходимы специальные усилия для обеспе-
чения аппроксимации суммарных по модель-
ной области балансов температуры, солености
и импульса. Для солености (аналогично для
температуры и горизонтальных компонент им-
пульса, а также для биохимических скаляров,
в случае расчета эволюции параметров экоси-
стемы моря) ставится условие

ks
∂S

∂z
= −S ·QFW , z = 0,

т. е. задается «антиадвективный» поток соле-
ности. Здесь QFW — суммарный поток объе-
ма пресной воды, связанный с фазовыми пере-
ходами вода-лед, осадками и испарением, сто-
ком рек. Вопрос подробно изложен в работах
[4, 22, 34]. Формально это условие может быть
переписано в виде

wS|z=0 =

(
∂η

∂t
−QFW

)
S|z=0,

что более удобно в численной реализации.
Использование этого граничного условия

снижает необходимость коррекции потоков со-
лености, так как обеспечивает интегральный
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закон сохранения в меняющейся во време-
ни области решения. Однако такое граничное
условие не обеспечивает точного локального
баланса солей и пресной воды. Наибольших
ошибок следует ожидать в областях с больши-
ми вариациями уровня моря.

Для пространственной аппроксимации си-
стемы уравнений и граничных условий при-
меняется метод конечных элементов, триан-
гуляция области регулярная. Сила Корио-
лиса и градиент давления аппроксимируют-
ся методом трапеций, что гарантирует со-
хранение энергии в приливной инерционно-
гравитационной волне.

Граничные условия в проливах имеют вид
условия излучения, если вода выносится из
моря, и вид третьего краевого условия, если
вода затекает. Численная реализация сделана
в соответствии с работой [25].

Вычисление переноса скаляров реализова-
но одношаговым методом Ньютона–Галеркина
[40] с коррекцией потоков [16], обеспечиваю-
щим квазимонотонность схемы на приемлемом
уровне. Для адвекции компонент скорости те-
чений моря и дрейфа льда используется дву-
шаговый метод Свонси (two-step Swansea, опи-
сание см. в [40].

Уравнения движения с учетом граничных
условий и уравнения неразрывности могут
быть сведены (это делается на конечномер-
ном уровне, после аппроксимации всей систе-
мы уравнений и граничных условий) к систе-
ме линейных алгебраических уравнений для
функции уровня моря, с положительно опре-
деленной разреженной матрицей, имеющей 19
ненулевых диагоналей [23]. В силу неявного
по времени описания силы Кориолиса матри-
ца этой системы несимметричная. Асиммет-
рия матрицы связана с неявным описанием си-
лы Кориолиса в уравнениях динамики: урав-
нения имеют вид

du

dt
= Au +Rfu + F,

где u — двумерная скорость, A — самосопря-
женный оператор, R — матрица поворота на
90◦, f — параметр Кориолиса, зависящий от
широты местности, F — правая часть.

Для обращения матрицы применяется
обобщенный метод сопряженных градиентов
GMRES с диагональным предобуславливателем.
Имеется версия с использованием для предо-
буславливания неполного LU-разложения. По-
следний вариант предпочтительнее при высо-
ком пространственном разрешении и большом
размере матрицы.

Физические параметризации

Параметризация вертикального тур-
булентного обмена. Коэффициенты верти-
кального турбулентного обмена вычисляют-
ся в рамках модели Меллора–Ямады уровня
2,5 [26] с выбором параметров [24]. В этом
блоке решается два трехмерных эволюцион-
ных уравнения для удвоенной энергии турбу-
лентных пульсаций q2 и для функции q2l, где
l — пространственный масштаб турбулентно-
сти. Перенос по горизонтали делается так же,
как перенос других скаляров. После вычис-
ления полей q2 и l вычисляются трехмерные
коэффициенты вертикального турбулентного
обмена импульсом и турбулентной диффузии
скаляров (температура, соленость и парамет-
ры экосистемы, если таковые вычисляются в
модели). Аппроксимация операторов диффе-
ренцирования скоростей и плотности в этом
блоке согласована с аппроксимациями анало-
гичных операторов в блоке динамики и тер-
модинамики моря, в противном случае будет
нарушаться закон сохранения суммы потенци-
альной и кинетической энергий. Учитывает-
ся влияние поверхностных волн на генерацию
турбулентности на свободной ото льда воде
[14]. Подо льдом учитывается неоднородность
толщины льда, что влияет на граничное усло-
вие для пространственного масштаба турбу-
лентности l в блоке вертикального турбулент-
ного обмена. Считается, что пространствен-
ный масштаб турбулентности равен двум сред-
неквадратичным отклонениям осадки льда от-
носительно средней осадки льда (это мож-
но сделать, так как рассчитываются функции
плотности вероятности распределения льда и
снега по толщине).

Параметризация горизонтального
турбулентного обмена. В модели реализо-
вана трехмерная турбулентная диффузия ска-
ляров с произвольным тензором коэффициен-
тов диффузии, что дает возможность исполь-
зовать изопикническую диффузию и вихревой
перенос скаляра (в данном случае — темпера-
туры и солености) [20] с записью скорости
переноса через кососимметричный оператор
«диффузии» [21]. В используемой версии су-
ществует возможность использовать перемен-
ный коэффициент вихревого переноса, вычис-
ляемый исходя из свойств решения [38], см.
также [31]. В этой параметризации описыва-
ется перенос, создаваемый мезомасштабными
вихрями, имеющими характерный горизон-
тальный размер порядка радиуса деформации
Россби, составляющий в Белом море пример-
но 2,5 км (первая бароклинная мода) и 1,5 км
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(вторая бароклинная мода) [30], и которые
явно не описываются выбранной сеткой.

Термодинамика морского льда
Блок термодинамики льда основан на

локально-одномерной модели льда и снега в
приближении линейности профиля темпера-
туры в каждой из сред [33], что следует из
предположений о постоянстве теплопроводно-
сти и нулевой теплоемкости. Термодинамиче-
ский блок применяется к каждой из 14 града-
ций льда по толщине: 10 см, 20, 30, 50, 70 см,
1 м, 1,5, 2, 3, 4, 5, 6, 10 м и более 10 м, которые
аппроксимируют функцию плотности вероят-
ности распределения толщины льдин. Допол-
нительная градация с номером нуль означает
открытую воду.

Термодинамическая модель имеет один
очевидный недостаток — она не учитывает
теплоемкость льда, зависимость теплоемкости
и теплопроводности от температуры и от соле-
ности льда и распределение солености льда по
его толщине. Поэтому теплопроводность льда
и снега по вертикали рассчитывается, по су-
ществу, на сетке из всего двух узлов. Исполь-
зование упрощенной термодинамической мо-
дели оправдывается тем, что, как показыва-
ют оценки, реалистичное описание динамики
льда имеет большее значение, чем выбор боль-
шого числа уровней по вертикали [36].

Более того, по существу, тот же программ-
ный код был использован в различных моде-
лях — климата ИВМ РАН [27] и FESOM (Ин-
ститут морских и полярных исследований им.
А. Вегенера, Бремерхафен, ФРГ, [18]), и при
этом были получены неплохие результаты. В
случае Белого моря выбор упрощенной моде-
ли термодинамики льда может быть оправдан
еще и тем, что характерная толщина льда по-
рядка 40 см (до 150 см в особо суровые зимы) и
летом лед полностью исчезает, так что ошибка
в определении толщины льда не накапливает-
ся при интегрировании на долгий срок.

Численная реализация имеет отличия от
предыдущих версий. Нелинейное уравнение
для температуры поверхности снега (или
льда) решается вместо метода бисекций более
быстрым методом Риддерса [35]. При этом до-
стигается точность 0,01 Вт/м2 в балансе тепла.

Динамика морского льда
С точки зрения постановки дифференци-

альной задачи и метода интегрирования по
времени блок динамики льда полностью ана-
логичен известным моделям CICE5 [13] и
LIM3 [37]. Отличия состоят в пространствен-
ной аппроксимации уравнений дрейфа льда и
методе расчета переноса характеристик льда

и снега. Те же идеи, что использовались от-
носительно численного метода расчета дина-
мики льда (без явного учета торошения и с
упрощенной процедурой вычисления прочно-
сти льда) были применены (при активном уча-
стии одного из авторов) при реализации блока
динамики льда в работе [17] для случая про-
извольных треугольных сеток.

Численный метод можно охарактеризовать
как метод расщепления по физическим про-
цессам. Для переноса характеристик льда ис-
пользуется метод Тейлора–Галеркина с кор-
рекцией потоков, для адвекции скоростей
дрейфа — двушаговый метод Свонси, анало-
гично блоку динамики океана. Явный метод
Эйлера с использованием «внутренних» шагов
по времени используется для процесса приспо-
собления к внешнему воздействию и давлению
внутри льда, в предположении, что на каждом
«большом» шаге по времени давление можно
считать постоянным — этот подход аналоги-
чен CICE5 [13]. Граничные условия — прили-
пание на берегах и условие излучения в про-
ливах [25].

Особенности реализации

Расчетные алгоритмы реализованы на язы-
ке программирования Фортран в рамках Стан-
дарта Fortran-90, что обеспечивает переноси-
мость. Программный комплекс JASMINE имеет
модульную структуру, описанную ниже. Глав-
ная программная единица создает начальные
условия для расчета, включающие в себя ини-
циализацию модулей, загрузку констант и па-
раметров из NML-файлов, а также генерацию
или загрузку с диска начальных значений всех
расчетных полей. Затем осуществляется глав-
ный цикл по времени, состоящий из вложен-
ных циклов по диапазону лет, месяцам, сут-
кам (учитываются високосные годы), часам и
шагам в пределах часа (если величина шага
не превосходит 60 минут). В каждом цикле
возможен вывод диагностических сообщений
и сохранение данных на диск. Отметим, что
модульная структура не только обеспечивает
более надежную реализацию алгоритмов, но
и существенна для повышения производитель-
ности. Оптимизирующий компилятор прини-
мает во внимание статус неизменности данных
(атрибут protected), что дает некоторый вы-
игрыш в скорости вычислений.

Трехмерная адвекция и диффузия гидро-
динамических полей — вычислительно затрат-
ная процедура — наиболее затратная наря-
ду с решением системы линейных алгебраи-
ческих уравнений для уровня моря. Отметим,
что трудоемкость переноса растет с увеличе-
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нием разрешения быстрее, чем для уровня.
Переносы термохалинных полей, а также по-
лей коэффициентов турбулентной диффузии
независимы и могут выполняться параллель-
но. Кроме того, двумерная адвекция градаций
льда также независима — градации могут пе-
реноситься параллельно. Предусмотрена так-
же возможность переноса плавучих (двумер-
ных) и трехмерных примесей произвольной
природы (нефтяные пятна и другие загрязне-
ния, планктон, включая личинки гидробион-
тов, пластик и т. п.).

Отметим, что при подключении блока мо-
делирования пелагической экосистемы возни-
кает необходимость в переносе нескольких де-
сятков биогеохимических трассеров, таких как
концентрации биогенных элементов, раство-
ренных газов, планктонных организмов и кос-
ного органического вещества. В этом случае
параллельная реализация переноса становит-
ся необходимостью.

Параллельный расчет трехмерной и дву-
мерной адвекции и диффузии осуществляется
с использованием технологии MPI. Для пере-
носа каждой градации льда, начиная с первой
(градация нуль — это открытая вода) выделя-
ется отдельный процесс. Эти же процессы пе-
реносят трехмерные поля. Параллельная реа-
лизация и трехмерной, и двумерной адвекций
не выглядит целесообразно: выигрыш практи-
чески не заметен. Головной процесс раздает
задания и осуществляет перенос сплоченности
льда градации нуль.

Выигрыш во времени вычислений значите-
лен: расчет адвекции трехмерных полей па-
раллельно увеличивает скорость вычислений
более чем в 2,5 раза, параллельная двумерная
адвекция 14 градаций масс льда и снега и 15
(с градацией открытой воды) градаций спло-
ченности льда (всего 43 поля) дает меньший
(но тем не менее заметный) выигрыш.

Матрица системы линейных уравнений для
уровня моря разреженная (см. выше), имеет
особую структуру, положительно определена
и несимметрична. Для ее решения использует-
ся метод GMRES из пакета SPARSKIT. При явном
описании силы Корилиса матрица получится
симметричной, и для решения СЛАУ может
быть применен более простой и эффективный
метод сопряженных градиентов. Относитель-
но маленький шаг по времени, применяемый
для расчетов модели Белого моря, позволяет
рассчитывать на устойчивость явной схемы.
Однако численные эксперименты не выявили
преимуществ: скорость расчетов существенно
не увеличилась. Применялся метод сопряжен-
ных градиентов из библиотеки MKL и авторская

реализация метода, учитывающая структуру
матрицы.

Структура программного комплек-
са

Комплекс имеет модульную структуру. Мо-
дули содержат встроенную документацию, по-
этому опишем только те части системы, кото-
рые описывают водоем, форсинг и т. п., то есть
изменяемую часть при переносе комплекса на
другой водоем или при использовании дру-
гих атмосферных данных, граничных условий,
данных по приливу и т. д.

Модуль Tparm содержит глобальные кон-
станты (физические величины и вычислитель-
ные параметры), используемые в других моду-
лях. Величины загружаются из именованных
списков.

Модуль Mar определяет сетку, глобальные
данные (поля скоростей, термохалинные поля
и т. п.), геометрические и географические ха-
рактеристики водоема. Здесь же заданы гра-
дации льда по толщине, коэффициенты зату-
хания видимого и инфракрасного света на го-
ризонтах, некоторые вспомогательные масси-
вы, а также определена стерильная функция
cor, вычисляющая параметр Корилиса в узле
сетки. Начальные значения расчетных полей
считываются из двоичных файлов, если рас-
чет продолжает прерванный, либо инициали-
зируются. Также в этом модуле задаются реки
— указаны координаты устьев и ищется бли-
жайшая точка сетки, граничащая с берегом —
и приливы (процедура tide). Приливы зада-
ются как изменения внешнего уровня моря η∗,
указаны амплитуда, начальная фаза и запаз-
дывание фазы вдоль жидкой границы. Поми-
мо уровня может определяться и нормальная
к границе скорость U∗.

Модуль Init вычисляет географические
и геометрические характеристики водоема.
Процедура bathymetry использует текстовый
файл с данными о глубинах в заданных точ-
ках для вычисления массива глубин методом
линейной интерполяции, а также координат
северо-западного угла и длин сторон сфериче-
ского прямоугольника, целиком содержащего
море. Затем вычисляются массивы «целочис-
ленной глубины» km2 и индексы типа точки
(открытое море, край, угол и т. п.) nt3.

Модуль Solver содержит все необходимое
для решения линейной задачи для уровня мо-
ря, в том числе упаковка матрицы и правой ча-
сти в нужный формат. Используется внешний
решатель; изменения, связанные со сменой ре-
шателя, касаются только этого модуля. В нем
же определена процедура factor решения ли-
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нейных краевых задач одномерной теплопро-
водности/диффузии неявной схемой методом
прогонки.

Модуль scalar_adv определяет трехмер-
ный перенос произвольного скалярного поля.
Там же предусмотрена реализация вертикаль-
ной диффузии с возможным гравитационным
осаждением и потоком через поверхность мо-
ря (из атмосферы). Это полезно при перено-
се загрязнений и биогеохимических трассеров,
не обязательно обладающих нулевой плавуче-
стью и, возможно, переносимых атмосферны-
ми течениями. Модуль iceadvection опреде-
ляет двумерный перенос поверхностных по-
лей. Сюда относятся поля массы снега и льда,
а также сплоченности льда разных градаций
и произвольные поля загрязнений либо приме-
сей положительной плавучести.

Модуль forcing задает внешние воздей-
ствия на море. Это данные по давлению, тем-
пературе и влажности воздуха, осадкам, об-
лачности, скорости ветра в приводном слое;
интерфейс для доступа к данным осуществ-
ляет отдельный модуль, поэтому не представ-
ляет труда использование других данных, в
том числе в другом формате. Отдельная про-
цедура вычисляет мгновенную плотность по-
тока коротковолновой радиации на поверхно-
сти моря. В этом же модуле задаются сред-
немесячные гидрологические характеристики
жидких границ: температура и соленость. От-
дельно описаны реки: либо как осадки в ячей-
ке сетки, то есть расход реки описан как поток
пресной воды (с той же температурой, что у
морской воды) на поверхность моря, либо как
пресноводные проливы. Недостатками перво-
го подхода являются затруднительность опи-
сания потока тепла и предположение о поступ-
лении пресной воды на поверхность моря —
только на поверхность, тогда как в реально-
сти сток реки распределен по некоторой глу-
бине. При втором подходе трудно реалистично
описать расход реки, поскольку на эффектив-
ный расход существенно влияет уровень мо-
ря в устье — переменный во времени и вы-
числяемый в модели. Этот недостаток можно
ослабить, если задавать уровень реки вдали от
устья, используя не только топографию дна,
но и возвышение материка над уровнем моря.

Модуль mean обеспечивает вывод данных
на диск. Возможно сохранение среднесуточ-
ных, среднемесячных и мгновенных полей в
неформатных файлах прямого доступа.

Атмосферные данные NCEP [28] в формате
netCDF конвертируются утилитами на языке
Perl, входящими в состав комплекса, в фай-
лы прямого доступа (формат модуля NCEP).

Аналогичные утилиты конвертируют резуль-
таты расчетов в файлы в формате netCDF,
пригодные для статистической обработки, по-
строения карт и графиков и т. п. Такой подход
обеспечивает необходимую гибкость, посколь-
ку требования к формату файлов с данными
разнообразны. Предусмотрены также утили-
ты для расчета средних величин по объему
моря и по отдельным горизонтам, по заданно-
му слою, для расчета толщины перемешанного
слоя.

Особенности Белого моря

Белое море (рис. 1) целиком входит в тер-
риториальные воды России. Кроме того, этот
водоем может рассматриваться как модель
Арктики и полигон для разработки и тести-
рования моделей, призванных способствовать
решению актуальных проблем арктического
региона [9]. С одной стороны, для Белого мо-
ря накоплено большое количество данных [8],
однако распределение станций весьма неодно-
родно как в пространстве, так и во времени;
этот факт затрудняет постановку точных гра-
ничных значений и верификацию модели.

Рис. 1. Части и берега Белого моря

Нам известна лишь одна комплексная ба-
роклинная модель Белого моря со льдом [29],
но она в настоящее время не поддерживается.
В связи с этим разработка программного ком-
плекса весьма актуальна.

Белое море обладает рядом уникальных
особенностей, которые необходимо учитывать
при моделировании. Прежде всего это неболь-
шие линейные размеры — 600 на 450 км, что
накладывает серьезные ограничения на шаг
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по времени в связи с требованиями устойчи-
вости. В расчетах шаг по времени составлял
6 мин. Во-вторых, относительно небольшая
глубина: средняя 67 м, максимальная 340 м.
В связи с этим особую важность приобретают
морфометрические характеристики и рельеф
дна. Береговая линия Белого моря сильно из-
резана. Отсутствуют некоторые процессы, ха-
рактерные для глубоководных морей. В част-
ности, воды Белого моря сравнительно хорошо
перемешиваются. Другая особенность Белого
моря — доминирование приливных течений.
Волна M2 полусуточного прилива приходит из
Баренцева моря дважды в сутки; остаточная
геострофическая циркуляция, как показано в
[5], имеет примерно тот же период. Оценки и
численные эксперименты показывают, что на-
чальные распределения всех полей мало влия-
ют на результаты расчетов. Значительные ко-
лебания уровня моря требуют учета свободной
поверхности моря в модели, исключая усло-
вия типа «твердой крышки», а также делают
неизбежным описание нелинейных процессов
в море. Особую важность имеет Горло — уз-
кий мелководный пролив, через который про-
ходит приливная волна. Отметим, что в опера-
тивной модели [6] Белое море рассматривается
без Горла и Мезенского залива.

Исключительную роль играет речной сток,
годовой объем которого составляет 4% от объ-
ема моря [2]. В связи с этим беломорские во-
ды менее соленые по сравнению с баренце-
воморскими. Соленость в заливах еще ниже.
Это, очевидно, влияет и на стратификацию
вод. Наконец, Белое море полностью очища-
ется ото льда в летний период — многолет-
ние льды отсутствуют, что упрощает описание
подсистемы морского льда.

Прилив описан как осцилляция внешнего
уровня моря на жидкой границе. Учитывает-
ся полусуточный лунный прилив M2, играю-
щий наибольшую роль. Амплитуда колебаний
уровня выбиралась экспериментально из усло-
вий выполнения баланса соли и генерации ра-
зумной скорости течений. Она составляла от
1,5 до 3 метров. Оказалось, что полуторамет-
ровый прилив занижает течения в заливах,
особенно в Онежском, а трехметровый удо-
влетворительно воспроизводит течения, одна-
ко завышает перемешивание. Было учтено за-
паздывание по фазе прилива: согласно дан-
ным [32], прилив вблизи Канинского берега
отстает по фазе от Мурманского берега при-
мерно на 30◦. При этом водообмен становит-
ся более реалистичным: в то время когда вода
втекает вдоль Мурманского берега из-за рас-
тущего прилива, имеет место сток вдоль Ка-

нинского берега, где уровень еще не поднялся.
В дальнейшем описание прилива в Горле будет
улучшено за счет использования более полных
данных из [32].

Учитывается сток пяти рек: Северной Дви-
ны, Онеги, Кеми, Мезени и Ковды. Использу-
ются данные по среднемесячному расходу за
период 2000–2013 гг.

Сравнение результатов моделиро-
вания с натурными наблюдениями

Температура воды
Температурный режим поверхностного

слоя Белого моря воспроизводится моделью
адекватно. Так, в январе температура поверх-
ности на большей части акватории Белого мо-
ря равна −1,5◦, лишь в устьях рек сказыва-
ется небольшое отепляющее действие речной
воды. Зима — единственный сезон на Белом
море, когда северная часть Бассейна теплее
более южных районов, что происходит за счет
вторжения баренцевоморской воды. Наиболь-
шие градиенты температуры наблюдаются на
границах заливов и Горла с Бассейном. Та-
кая картина сохраняется в течение всего го-
да. Картина апреля в целом похожа на тем-
пературные поля января, так как активного
таяния льда еще не происходит. Исключение
составляют изменения на жидкой границе.
Здесь наблюдаются значения температуры по-
верхностного слоя 0,5–0◦, что и качественно,
и количественно хорошо согласуется с дан-
ными, приведенными в [2]. Летом, в период
максимальной приповерхностной температу-
ры воздуха, наблюдаются мозаичные поля
температуры поверхностного слоя моря, выде-
ляются фронтальные зоны, квазипостоянный
апвеллинг в проливе Восточная Соловецкая
салма, выражен так называемый «полюс хо-
лода» [3] в Бассейне. Средняя многолетняя
температура в заливах составляет 15–17◦, что
соответствует действительности. В северной
части Воронки — 7–8◦, что также полностью
согласуется с данными измерений [1, 2, 39].
Средние осенние модельные значения более
высокие по сравнению с данными, представ-
ленными в [2]. На рисунке 2 хорошо заметно,
что в октябре наиболее высокие температуры
отмечаются в районе Горла и северной части
Бассейна. В ноябре пятно теплой воды смеща-
ется в центральную часть Бассейна, посколь-
ку теплозапас этого района позволяет водной
массе дольше сдерживать выхолаживание. В
более мелководных участках моря в это время
уже активно идет процесс ледообразования. И
по модельным, и по измеренным данным [2,
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рис. 2, стр. 70] прослеживаются характерные
фронтальные зоны в северной части Белого
моря, а также субмеридиональное расположе-
ние изотерм в Бассейне. Температура воды в
устьях впадающих в море рек практически не
отличается от температуры акватории моря,
однако в Онежском заливе также выражено
субмеридиональное распределение температу-
ры поверхностного слоя.

В целом стоит отметить и качественное, и
количественное соответствие температуры по-
верхностного слоя Белого моря по данным из-
мерений и моделирования. По сезонам наи-
большее расхождение наблюдается поздней
осенью (см. выше), по районам моря рассо-
гласование отмечено в Онежском и Мезенском
заливе и на жидкой границе с Баренцевым
морем. Последнее связано с недостатком дан-
ных для граничных условий: использовались
измерения в отдельных точках северной ча-
сти Воронки разных лет. В модельных данных
по Онежскому заливу наблюдается летний и
осенний перегрев, что может быть вызвано за-
вышенным перемешиванием. В Мезенском за-
ливе и на жидкой границе Белого и Барен-
цева морей существует проблема, связанная с
недоучетом стока реки Мезень и значительной
здесь величины прилива (около 10 м).

Рис. 2. Поле температуры поверхности воды, ок-
тябрь

Соленость
Соленость центральной части Белого моря

зимой по модельным данным составляет око-
ло 27%�, в заливах вода более распресненная
— около 20%�, на севере моря — 33%�. Вес-
ной значения солености слабо отличаются от
зимних показателей. В данных, приведенных
в [2], севернее Соловецких островов просле-

живается область повышенной солености (бо-
лее 28%�), в модельных данных эта область не
проявляется. Ярко выражены стоковые фрон-
ты в заливах во все сезоны года. Распределе-
ние солености по модельным данным в течение
года меняется в центральной части Белого мо-
ря незначительно. Отдельные замкнутые об-
ласти повышенной или пониженной солености
в Бассейне модель не воспроизводит. Наиболь-
шие изменения происходят в устьях рек. Сле-
дует отметить согласованность качественного
распределения и количественных показателей
модельных значений с данными, приведенны-
ми в [2]. В устье р. Мезень и далее в сторону
открытого моря модельные значения солено-
сти (рис. 3) несколько завышены по сравнению
с данными, приведенными в [2, рис. 4, стр. 71].
Это может быть связано с недостаточным мо-
дельным стоком реки Мезень. Так, на выходе
из Мезенского залива по модельным данным
соленость 33%� в течение всего года. Между
тем, соленость по сезонам здесь заметно меня-
ется [2, 7] и на границе с Воронкой составля-
ет максимум 28%�. В основном количествен-
ное распределение модельных значений соле-
ности согласуется с данными измерений, но в
модельных данных меньше выражена мозаич-
ность, в частности, в Воронке.

Отчасти причины несоответствия связа-
ны с неточностью среднемесячных граничных
значений, взятых из отдельных замеров в Во-
ронке. Другая причина, возможно, связана с
разрешением модели (около 5 км); как уже от-
мечалось, характерный размер мезомасштаб-
ных вихрей определяется радиусом деформа-
ции Россби, который составляет 2,5–1,5 км.

Рис. 3. Поле солености на поверхности воды, ок-
тябрь
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Течения
Средние многолетние поля течений в Бе-

лом море не содержат информации о ветро-
вых течениях, поскольку приливное переме-
шивание на порядок превосходит перемеши-
вание за счет атмосферных воздействий [2].
Прослеживаются циклонические и антицик-
лонические круговороты, которые подверже-
ны сезонной изменчивости. Так, весной в Бас-
сейне выражен антициклонический кругово-
рот. Хорошо прослеживается течение, направ-
ленное из района Соловецких проливов в сто-
рону Двинского залива. Численные экспери-
менты показывают, что поверхностное пятно
примеси переносится, в основном ветровыми
течениями, из Онежского залива в Двинский,
а оттуда — в Горло и, со временем, в Баренцево
море.
Ледяной покров

Следует отметить более согласованную
картину модельных данных и данных наблю-
дений по сплоченности, чем по средней тол-
щине льда. Последняя в модели несколько за-
вышена. Это связано с сильными приливны-
ми движениями в Воронке и высоким уровнем
кинетической энергии льдин. Лед ломается, и
повышенный вклад в формирование толстых
льдин вносит торошение. Кроме того, по спут-
никовым данным, в апреле вдоль Карельского
берега образуется обширная полынья, которая
увеличивается в размерах и в мае уже зани-
мает большую часть Кандалакшского залива
и Бассейна. На последних модельных данных
(апрель 2014 г.) этой полыньи нет, хотя рас-
считанная толщина льда в этом районе зна-
чительно меньше по сравнению с соседними
участками акватории. Мы надеемся устранить
этот недостаток с помощью более совершенной
схемы расчета альбедо мокрого снега и льда с
учетом талых луж. По многолетним данным
[2, С. 210–212], устойчивый припай образует-
ся в Онежском и Двинском заливе в начале
ноября, взламывается припай в конце апреля
и полностью исчезает в мае, что мы и видим
по модельным данным. Сроки образования и
разрушения льда в целом согласуются. В де-
кабре море покрыто плавающим льдом (по мо-
дельным данным — в январе). Изохроны окон-
чательного исчезновения льда по данным на-
блюдений соответствуют окончанию мая. По
модельным данным в мае лед еще есть, в июне
лед встречается только в северной части моря
(север Горла, Мезенский залив, Воронка). В
этом выражается несоответствие, однако сто-
ит учесть, что модельные данные осредняются
за весь месяц, поэтому расхождение сроков в
один месяц при таком подходе допустимо. По-

мимо этого, ледяной покров Белого моря под-
вержен межгодовой изменчивости элементов
ледового режима. Кроме того, описание льда
в модели статистическое: то есть наличие ред-
ких толстых льдин в модели не означает обя-
зательного их присутствия в море. В [1] отме-
чено, что стамухи — севшие на мель льдины
— встречаются в Белом море и тают лишь в
июне.

Отметим, что в Воронке приливные тече-
ния особенно сильны — лед ломается, и торо-
шение намного активнее по сравнению с дру-
гими районами моря. Поэтому здесь возникает
особенно толстый лед, который в ряде случаев
в модели толще, чем в реальности. Это также
потребует в дальнейшем тщательной ревизии
и настройки параметров схемы торошения.

Задачи и перспективы

Модель позволяет постановку и решение
ряда прикладных задач:

• Перенос нефти и других примесей поло-
жительной плавучести.

• Перенос трехмерной примеси — химиче-
ские загрязнения, пластик, планктон.

• Численные эксперименты по реакции мо-
ря на изменения климата, вариации стока
рек, количества осадков и т. п.

• Моделирование переноса вод и водообме-
на с Баренцевым морем.

Заключение

Программный комплекс JASMINE адекват-
но воспроизводит основные динамические про-
цессы в Белом море и может использоваться
для решения прикладных задач, а также при-
меняться для моделирования различных вод-
ных объектов, например, Ладожского и Онеж-
ского озер, Баренцева моря и других морей
Арктического бассейна, Северного Ледовито-
го океана в целом.

Работа поддержана грантами РНФ 14-27-
00126 и РФФИ 16-45-100162 р_а.
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ЗАДАЧА ПОЗИЦИОНИРОВАНИЯ ДВИЖУЩЕГОСЯ
ОБЪЕКТА ПО РАССТОЯНИЮ ДО НЕГО

Л. В. Щеголева, А. В. Жуков

Петрозаводский государственный университет

В статье рассматривается задача определения координат движущегося объекта
в собственной системе координат базового объекта, если известны только рас-
стояния между объектами, измеренные в последовательные моменты времени.
Описан подход к решению задачи.

Ключ е вы е c л о в а: позиционирование; расстояние между точками; движу-
щийся объект.

L. V. Shchegoleva, A. V. Zhukov. THE PROBLEM OF
POSITIONING A MOVING OBJECT BY MEASURING THE
DISTANCE TO IT
The article deals with the problem of determining the coordinates of a moving object
in the base object’s own frame of reference if we know only the distances between
objects measured at successive time moments. An approach to solving this problem
is described.

K e ywo r d s: positioning; distance between points; moving object.

Введение

Взаимодействие мобильных устройств опи-
рается на систему позиционирования этих
устройств на плоскости или в пространстве.
При позиционировании и навигации устройств
в качестве ключевого элемента используют-
ся карты, планы, схемы, которые имеют из-
вестную для всех мобильных устройств систе-
му координат. Местоположение объекта опре-
деляется в рамках этой системы координат.
Для позиционирования внутри помещений ис-
пользуются системы, основанные на телеком-
муникационных технологиях (Wi-Fi [1], GSM,
Bluetooth), для открытых пространств – си-
стемы глобального позиционирования (GPS,

ГЛОНАСС) [2]. И в тех, и в других систе-
мах используется механизм измерения рассто-
яния между объектами на основе данных о
времени прохождения радиосигнала. При этом
устройства, являющиеся либо источниками,
либо приемниками радиосигналов, имеют из-
вестные координаты, что и позволяет относи-
тельно них позиционировать другие устрой-
ства. Обзор современных систем позициони-
рования внутри помещений представлен в [3].
Таким образом, система координат для всех
объектов является единой. Зная свои коорди-
наты и координаты другого объекта, можно
проложить маршрут по направлению к друго-
му объекту.

В некоторых ситуациях зафиксированные
устройства с известными координатами в еди-
ной системе координат могут отсутствовать,
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при этом возможность определения расстоя-
ния до всех объектов в системе остается до-
ступной. Возникает задача определения коор-
динат других объектов в своей собственной си-
стеме координат некоторого объекта.

Эта задача декомпозируется на несколько
подзадач, соответствующих различным усло-
виям поведения объектов системы. Сведем за-
дачу к двум объектам в системе. Первый объ-
ект (базовый объект) – это объект, который
определяет местоположение второго объекта
в своей собственной системе координат. Вто-
рой объект (целевой объект) – это объект, ко-
ординаты которого необходимо определить в
системе координат базового объекта. Зная ре-
шение для одного целевого объекта, это реше-
ние можно распространить на любое количе-
ство целевых объектов в системе.

Авторами статьи предпринята попытка
описать модель локации двух устройств отно-
сительно друг друга в случае отсутствия еди-
ной системы координат и наличия возможно-
сти измерить расстояние между объектами.

Задача для неподвижной точки

Рассмотрим первый случай, когда целевой
объект неподвижен. Будем считать, что объ-
екты являются точками на плоскости (рис. 1).
Базовый объект в начальный момент времени
находится в начале координат своей собствен-
ной системы координат (точка A). Направле-
ния осей координат в этой системе некоторым
образом определены.

Рис. 1. Три измерения для неподвижной целевой
точки

Для определения координат целевого объ-
екта (точка B) потребуется выполнить три из-
мерения расстояния до него из трех различ-
ных точек. На рисунке 1 первое измерение

проводится из точки A, которая имеет коор-
динаты (0, 0). Расстояние до целевого объек-
та равно r1. Далее базовый объект смещается
в рамках своей системы координат в точку с
координатами (w, 0), проводит второе измере-
ние расстояния до целевого объекта – r2. Да-
лее смещается в точку с координатами (w, h)
и проводит третье измерение – r3.

Координаты точки B рассчитываются сле-
дующим образом:{

x = w2+r21−r22
2·w

y = h2+r22−r23
2·h

. (1)

Это задача классической геодезии (метод
трилатерации).

Задача для движущейся точки

Постановка задачи
Рассмотрим второй случай: пусть целевой

объект движется прямолинейно с постоянной
скоростью. Это означает, что каждое следу-
ющее измерение даст расстояние до целево-
го объекта, находящегося в новой точке, но
все эти точки лежат на одной прямой. Бу-
дем считать, что измерение расстояния проис-
ходит мгновенно, так, что целевой объект не
успевает за это время изменить своего поло-
жения.

Первое измерение проводится в начальный
момент времени, когда базовый объект нахо-
дится в начале координат, а целевой объект
находится в неизвестной точке с координата-
ми (x0, y0). Пусть все измерения расстояний
проводятся через одинаковые интервалы вре-
мени. Первые три измерения проводятся из
начала координат. Четвертое измерение про-
водится из точки с координатами (0, w), где
w – расстояние, которое базовый объект мо-
жет пройти за время между последовательны-
ми измерениями. Пятое измерение проводится
из точки с координатами (w,w).

Таким образом, исходными данными явля-
ются:

r1 – величина первого измерения;
r2 – величина второго измерения;
r3 – величина третьего измерения;
r4 – величина четвертого измерения;
r5 – величина пятого измерения;
w – смещение базового объекта для четвер-

того и пятого измерений.

Необходимо найти координаты точки, в ко-
торой находился целевой объект в момент по-
следнего измерения, а также уравнение пря-
мой, по которой он движется.
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Решение задачи

Представим уравнение прямой, описываю-
щей траекторию движения целевого объекта,
в виде {

x = x0 + ∆x · t
y = y0 + ∆y · t .

Будем считать, что измерения расстояний бы-
ли выполнены при t = 0, 1, 2, 3, 4. Для решения
задачи можно построить систему уравнений с
неизвестными x0, y0, ∆x, ∆y:



x20 + y20 = r21
(x0 + ∆x)2 + (y0 + ∆y)

2 = r22
(x0 + 2 ·∆x)2 + (y0 + 2 ·∆y)

2 = r23
(x0 + 3 ·∆x − w)2 + (y0 + 3 ·∆y)

2 = r24
(x0 + 4 ·∆x − w)2 + (y0 + 4 ·∆y − w)2 = r25

и попытаться решить ее аналитически. В ста-
тье предлагается другой подход к решению
этой задачи – геометрический.

После первых трех измерений, выполнен-
ных из одной точки – начала координат, из-
вестны только расстояния до целевого объек-
та, но неизвестно направление, в котором он
находится, т. е. можно считать, что целевой
объект находился в момент первого измере-
ния где-то на окружности с радиусом r1, на
момент второго измерения – на окружности с
радиусом r2, на момент третьего измерения –
на окружности с радиусом r3. В каких точках
на окружностях находился целевой объект, не
известно, но можно определить, под каким уг-
лом он движется по отношению к касательным
к этим окружностям.

Проведем три окружности с центром в на-
чале координат и радиусами, равными трем
первым измерениям: r1, r2, r3 (рис. 2). Пусть
r1 < r2 < r3 < r4 < r5. Пусть в процес-
се движения целевой объект на момент пер-
вого измерения находился в точке А, на мо-
мент второго измерения – в точке B, кото-
рая лежит на оси абсцисс, а в момент тре-
тьего измерения – в точке С. Тогда прямоли-
нейное направление движения целевого объ-
екта должно быть таким, чтобы, пересекая
первую и третью окружности, расстояния от
точки с координатами (r2, 0) до точек пере-
сечения с окружностями были одинаковыми
(AB = BC).

Рис. 2. Траектория движения целевого объекта по
первым трем измерениям

Для определения координат точек A, B,
C и параметров (x1, y1, dx, dy) уравнения пря-
мой, описывающей движение целевого объек-
та, составим систему уравнений:

x2 = x1 + dx
y2 = y1 + dy
x3 = x1 + 2 · dx
y3 = y1 + 2 · dy
x21 + y21 = r21
x22 + y22 = r22
x23 + y23 = r23
x2 = r2
y2 = 0
(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2 =
= (x3 − x2)2 + (y3 − y2)2

, (2)

где (x1, y1) – координаты точки пересечения
прямой и окружности с радиусом r1 (точка
A), (x2, y2) – координаты точки пересечения
прямой и окружности с радиусом r2 и осью
абсцисс (точка В), (x3, y3) – координаты точ-
ки пересечения прямой и окружности с радиу-
сом r3 (точка С). Первые четыре выражения в
системе означают, что точки А, В, С лежат на
прямой. Следующие три выражения означают,
что точки лежат на соответствующих окруж-
ностях с центром в начале координат и ради-
усами r1, r2 и r3. Следующие два выражения
означают, что точка В лежит на пересечении
окружности с радиусом r2 и осью абсцисс. По-
следнее выражение означает, что длины отрез-
ков АВ и ВС равны.

Эта система имеет два решения (3) и (4),
отличающиеся знаком y1:

x1 = r2 + r21−r23
4·r2

y
(1)
1 =

√
r21 − x21

dx = r2 − x1
dy(1) = −y(1)1

, (3)
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

x1 = r2 + r21−r23
4·r2

y
(2)
1 = −

√
r21 − x21

dx = r2 − x1

dy(2) = −y(2)1

. (4)

Получились две прямые

{
x = x1 + dx · t
y = y

(1)
1 + dy(1) · t

{
x = x1 + dx · t
y = y

(2)
1 + dy(2) · t ,

(5)

которые в момент второго измерения пересе-
кают ось абсцисс, что на самом деле может не
соответствовать действительности. Но взаим-
ное расположение прямых – траекторий дви-
жения целевого объекта и трех окружностей
рассчитано. Теперь необходимо повернуть по-
лучившиеся прямые вдоль окружностей на
некоторый неизвестный угол. Для определе-
ния угла воспользуемся результатами четвер-
того измерения.

Для проведения четвертого измерения r4
переместим базовый объект из начала коор-
динат в точку с координатами (0, w). Новое
измерение r4 будет уже выполнено не из на-
чала координат. Но можно рассчитать радиус
окружности с центром в начале координат r̂4
для следующего положения движущейся точ-
ки. Тогда эти две окружности пересекутся в
двух точках, и можно будет найти для одной
из точек пересечения два угла θ – поворота
каждой прямой, по которой может двигаться
целевой объект (рис. 3).

Рассмотрим прямую (5) с положительным
значением параметра dy. Угол α – это угол, об-
разованный прямой и осью абсцисс. Этот угол
известен. Угол θ – угол, на который необходи-
мо повернуть рассматриваемую прямую так,
чтобы точка пересечения ее с окружностью
(x̂4, ŷ4) (точка D) переместилась в точку пе-
ресечения окружностей (x4, y4) (точка D’).

Рис. 3. Поворот прямых до точки пересечения
окружностей

Для расчета координат x̂4, ŷ
(1)
4 , ŷ(2)4 вос-

пользуемся уравнениями (5) для t = 3.
Зная координаты точки D = (x̂4, ŷ4),

можно найти радиус окружности r̂4: r̂4 =√
(x̂4)2 + (ŷ4)2, а также косинус и синус угла

α: cosα = x̂4

r̂4
и sinα = ŷ4

r̂4
.

Рассмотрим точку D′ = (x4, y4). Это точ-
ка пересечения двух окружностей. Первая
окружность – с центром в точке (0, 0) и ра-
диусом r̂4, а вторая – с центром в точке (0, w)
и радиусом r4. Составим систему уравнений:

{
x24 + (y4 − w)2 = r24

x24 + y24 = (r̂4)
2

, (6)

решив которую, получим координаты точки
D′:

{
y4 = w2−(r4)2+(r̂4)2

2·w

x4 =
√

(r4)2 − (y4 − w)2
. (7)

Корень берем с положительным знаком,
так как корень с отрицательным знаком будет
учтен при отражении решения в отрицатель-
ной полуплоскости на следующем шаге.

Теперь, зная координаты точки D′ =
(x4, y4), найдем синус и косинус угла θ для пер-
вой прямой (5):
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

sin(1) α = ŷ
(1)
4

r̂4
cosα = x̂4

r̂4

sin(1)(α+ θ) = y
(1)
4

r̂4
cos(α+ θ) = x4

r̂4

sin(1) θ =

= sin(α+ θ) · cosα− cos(α+ θ) · sin(1) α

cos(1) θ = cos(α+θ)+sin θ·sin(1) α
cosα

(8)
и для второй прямой (5):



sin(2) α = ŷ
(2)
4

r̂4
cosα = x̂4

r̂4

sin(2)(α+ θ) = y
(2)
4

r̂4
cos(α+ θ) = x4

r̂4

sin(2) θ =

= sin(α+ θ) · cosα− cos(α+ θ) · sin(2) α

cos(2) θ = cos(α+θ)+sin θ·sin(2) α
cosα

.

(9)
Теперь необходимо каждую прямую повер-

нуть на соответствующий угол θ. Первая пря-
мая будет иметь следующие значения пара-
метров:


x
(1)
0 = cos(1) θ · x1 − sin(1) θ · y(1)1

y
(1)
0 = sin(1) θ · x1 + cos(1) θ · y(1)1

∆
(1)
x = cos(1) θ · r2 − x(1)0

∆
(1)
y = sin(1) θ · r2 − y(1)0

. (10)

Вторая прямая будет иметь следующие
значения параметров:


x
(2)
0 = cos(2) θ · x1 − sin(1) θ · y(2)1

y
(2)
0 = sin(2) θ · x1 + cos(1) θ · y(2)1

∆
(2)
x = cos(2) θ · r2 − x(2)0

∆
(2)
y = sin(2) θ · r2 − y(2)0

. (11)

При этом прямые могут пересекать окруж-
ность и в отрицательной полуплоскости
(рис. 4), следовательно, их необходимо отра-
зить относительно оси ординат:

x
(3)
0 = −x(1)0

y
(3)
0 = y

(1)
0

∆
(3)
x = −∆

(1)
x

∆
(3)
y = ∆

(1)
y

, (12)



x
(4)
0 = −x(2)0

y
(4)
0 = y

(2)
0

∆
(4)
x = −∆

(2)
x

∆
(4)
y = ∆

(2)
y

. (13)

Рис. 4. Выбор одной прямой из четырех

В итоге получились четыре прямые, по ко-
торым может двигаться целевой объект. На
рисунках 4, 5, 6 сплошной линией нарисова-
ны окружности с центром в начале координат
и радиусами r1, r2, r3, r̂4. Пунктирной лини-
ей нарисована окружность с центром в точке
(0, w) и радиусом r4. Линией из точек нари-
сована окружность с центром в точке (w,w)
и радиусом r5. Отрезками обозначены воз-
можные траектории движения целевого объ-
екта, сплошная линия соответствует реально-
му движению целевого объекта – решению за-
дачи. Точками отмечены возможные положе-
ния целевого объекта в момент проведения пя-
того измерения. Точка с заливкой, лежащая
на окружности, обозначенной линией из то-
чек, позволяет выбрать правильную траекто-
рию из четырех возможных.

Для выбора правильной прямой из полу-
ченных четырех выполним еще одно измере-
ние, переместив базовый объект в точку с
координатами (w,w). Рассчитаем, где будет
находиться целевой объект в следующий мо-
мент времени, если будет двигаться по каж-
дой из прямых (рис. 4). Получаем четыре точ-
ки (рис. 4): (x

(1)
5 , y

(1)
5 ), (x

(2)
5 , y

(2)
5 ), (x

(3)
5 , y

(3)
5 ),

(x
(4)
5 , y

(4)
5 ).
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Из них выбираем такую точку (x5, y5), ко-
торая лежит на окружности радиуса r5 с цен-
тром в точке с координатами (w,w), т. е.

|(x5 − w)2 + (y5 − w)2 − (r5)
2| < ε. (14)

Тогда соответствующая этой точке пря-
мая описывает траекторию движения целево-
го объекта.

Замечания

Представленный метод не всегда дает един-
ственное решение. Например, для траекто-
рии движения целевого объекта, описываемой

уравнением
{
x = −4 + t
y = −7 + 2 · t , решением яв-

ляются три прямые, из которых правильная
только одна (рис. 5). На рисунке 5 точеч-
ную окружность пересекают сразу три пря-
мые в точках (x5, y5). Две прямые пересекают
окружность в одной точке.

Рис. 5. Случай нескольких решений

Представленный метод работает и в случа-
ях, когда условие, указанное ранее, r1 < r2 <
r3 < r4 < r5 не выполняется, т. е. метод рабо-
тает при любых соотношениях получаемых из-
мерений расстояний до целевого объекта. Да-
же в случае, если целевой объект проходит че-
рез начало координат, например, для траекто-
рии движения целевого объекта, описываемой

уравнением
{
x = −0, 5 + t
y = −1 + 2 · t , (рис. 6).

Рис. 6. Траектория движения целевого объекта
проходит через начало координат

Для случая, когда x3 = ∆x и x0 = r2 (см.
(3) и (4)), получается, что x̂4 = 0. Это при-
водит к тому, что cosα = 0 (см. (8) и (9))
и cos θ = ∞. В этом случае в x̂4 записыва-
ется значение r2, а в y

(1)
4 и y

(2)
4 значение 0.

Т. е. искусственно траектория сдвигается на
два интервала времени назад. Затем выполня-
ются вычисления углов, как было описано в
(8) и (9), а при составлении уравнений (10) и
(11) выполняется сдвиг в обратную сторону.

Метод не работает, когда r2 = 0 (см. фор-
мулы (3) и (4)). Но в этом случае координаты
целевого объекта в момент второго измерения
становятся известными, и задача сводится к
определению только направления движения,
т. е. ∆x и ∆y. Это можно сделать на основе
измерений расстояний r3, r4, r5 по следующим
формулам:{

∆x = 6r23+3r24+w
2−2r25

12w

∆y = w2−r24+4r23
4w

. (15)

Тогда уравнение прямой будет{
x = −∆x + ∆x · t
y = −∆y + ∆y · t . (16)

Заключение

В статье представлено решение задачи
определения координат целевого объекта в си-
стеме координат базового объекта на основе
пяти измерений расстояния между базовым
объектом и целевым объектом. При этом пред-
полагается, что целевой объект движется пря-
молинейно с постоянной скоростью. В общем
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случае пяти измерений оказывается достаточ-
но для однозначного определения уравнения
прямой, по которой движется целевой объект,
и его координат в каждый момент времени,
когда проводились измерения расстояния до
целевого объекта (формулы (3)–(4), (7)–(13) и
критерий (14)). Если целевой объект пересе-
кает начало координат в момент второго из-
мерения, то задача решается с помощью фор-
мул (15) и (16).

Аналогично можно определить координаты
любого количества целевых объектов и далее
решать задачи, связанные с взаимодействием
базового объекта с этими целевыми объекта-
ми.

Далее интерес представляет задача, ко-
гда целевой объект движется непрямолинейно
и/или неравномерно. В случае несильного от-
клонения движения целевого объекта от пря-
молинейного и равномерного движения пред-
ставленное в статье решение может быть ис-
пользовано для первого приближения к реше-
нию задачи нахождения траектории и коор-

динат целевого объекта, при этом определе-
ние точности такого решения требует допол-
нительных исследований.

Работа выполнена при поддержке Про-
граммы стратегического развития ПетрГУ
на 2012–2016 гг.
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КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ СХЕМЫ
СОЧЕТАНИЙ С ЗАДАННЫМ
МИНИМАЛЬНЫМ РАЗМАХОМ ВЫБОРКИ
Н. Ю. Энатская
Московский институт электроники и математики
Национального исследовательского университета «Высшая школа экономики»

Производится прямой перебор исходов схемы методом графов, находится их
число, определяется вероятность появления ее исходов в общей схеме сочета-
ний, для исходов схемы решается задача нумерации и на ее основе предлагается
алгоритм их быстрого моделирования.

Ключ е вы е c л о в а: схема сочетаний; минимальный размах выборки; задача
нумерации; моделирование.

N. Yu. Enatskaya. COMBINATORIAL ANALYSIS OF A
COMBINATIONS CIRCUIT WITH GIVEN MINIMAL RANGE
OF SAMPLE
Outputs of the circuit are enumerated directly by the graph method, their number
and probability in the general combinations circuit are determined, the problem
of enumeration of outputs is solved and the algorithm of their rapid modeling is
suggested on this basis.

K e ywo r d s: combinations circuit; minimal range of sample; enumeration problem;
modeling.

Введение

Схема сочетаний – одна из основных ши-
роко распространенных в теории и практике
комбинаторных схем [1–7], возникает при вы-
боре r элементов из n различимых элементов
без возвращения и без учета их порядка или
при размещении r неразличимых частиц по
одной по n различимым ячейкам. Интерпре-
тация размещения частиц по ячейкам схемы
сочетаний используется в статистике Ферми–
Дирака [6], а при неограниченном числе ча-
стиц в ячейке – в статистике Бозе–Эйнштейна
и является в этом случае схемой сочетаний с
повторением, т. е. схемой выбора с возвраще-

нием или размещения частиц по ячейкам без
ограничения числа частиц в каждой из них.

Схема сочетаний участвует во многих важ-
ных распространенных математических фор-
мулах: биноме Ньютона, биномиальной схеме
и биномиальном распределении вероятностей,
в выражениях для чисел исходов многих ком-
бинаторных схем и т. д.

Число исходов схемы сочетаний есть Cr
n =

n!/r!(n− r)!. (В схеме сочетаний с повторени-
ями число исходов – Cr

n+r−1).

Свойства сочетаний подробно рассмотре-
ны, например, в [6].
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Производящая функция последовательно-
сти чисел Cr

n и Cr
n+r−1 приведена в [2] и [6]:

n∑
r=0

Cr
nx

r = (1 + x)n;

∞∑
r=0

Cr
n+r−1x

r = (1− x)−n.

Моделирование исходов схемы сочетаний при-
ведено в [7].

В [9] и [10] соответственно проведено иссле-
дование схемы сочетаний и схемы сочетаний с
ограниченным размахом по указанным в анно-
тации направлениям методом графов на осно-
ве визуального перечисления всех их исходов с
возможностями учета различных ограничений
в них.

Однако путь отбраковки исходов в более
общей схеме (в данном случае схеме сочета-
ний) для перечисления исходов изучаемой схе-
мы и ее дальнейшего анализа приводит к рас-
смотрению большого числа «лишних» исходов
и годится для численного расчета по схеме, а
для аналитического исследования схемы тре-
буется выявление общих закономерностей в
ней, которые лучше проявляются и легче улав-
ливаются при построении процедуры прямого
перечисления ее исходов, что и даст основу ее
анализа.

1. Перечисление и число всех исхо-
дов схемы

Зададим параметры схемы: n – число раз-
личимых номерами от 1 до n элементов cхе-
мы; r – размер выборки; S – заданный мини-
мальный размах выборки, где под размахом
выборки (исхода схемы) будем понимать мак-
симальную разность между номерами ее эле-
ментов, т. е. между ее крайними компонента-
ми, т. к. номера элементов в исходах будем пе-
речислять в возрастающем порядке.

Для перечисления исходов схемы будем пе-
ребирать все допустимые значения наимень-
шего номера m в исходе от 1 до (n − S), ко-
торый определит диапазон перебора значений
максимального номера M в нем от (m + S)
до n, а остальные (r − 2) номеров элементов
исхода будем выбирать по схеме сочетаний из
значений от (m+ 1) до (M − 1).

Граф перечисления исходов схемы в соот-
ветствии с процедурой их перебора будет со-
стоять из объединения результатов трех эта-
пов: перебора минимального номера m в исхо-
де схемы, для каждого – перебор возможного
максимального номераM от (m+S) до n в нем
и описанный выше выбор остальных (r−2) но-
меров между числами m и M .

Число исходов первого этапа и пучков вто-
рого этапа равно d = n− S, при каждом фик-
сированном значении m размер пучка второго
этапа равен n−m−S+1, т. к. множество значе-
нийM есть числа (m+S,m+S+1, . . . , n), а при
каждом фиксированном значении M размер
пучка третьего этапа равен Cr−2

M−m−1. Установ-
ление порядка при перечислении и граф пере-
числения равновероятных исходов схемы соче-
тания даны в [9]. Тогда из процедуры перебора
следует формула для числа N исходов схемы

N =

d∑
m=1

n∑
M=m+S

Cr−2
M−m−1. (1)

Приведем граф перечисления исходов схе-
мы (рис. 1).

Рис. 1. Граф перечисления исходов cхемы

Пример 1. Пусть n = 7, r = 4, S = 4.
Отсюда по (1) при d = 3 имеем

N =

3∑
m=1

7∑
M=m+4

C2
M−m−1 =

= (C2
3 + C2

4 + C2
5 ) + (C2

3 + C2
4 ) + C2

3 = 31. (2)

Приведем граф перечисления всех исходов
схемы и их число N по графу (рис. 2).
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Рис. 2. Граф перечисления исходов в примере 1

По графу на рисунке 2 и по (1) получаем
N = 31.

2. Задача нумерации для исходов
схемы

При решении задачи нумерации будем ис-
пользовать соответствующие результаты для
схемы сочетаний из [9], т. е., во избежание гро-
моздкости выражений не приводя явных фор-
мул соответствия номеров и видов исходов схе-
мы сочетаний Cb

a = c, будем обозначать их как
Nc и Rc для выбора из элементов с номерами
от 1 до a с переобозначением на номера эле-
ментов от m + 1 до M − 1 и соответствующи-
ми значениями параметров a = M − m − 1 и
b = r − 2.

Здесь будет существенно использована из-
вестная из п.1 пучковая структура графа пе-
речисления исходов схемы на каждом его эта-
пе. Введем удобные для дальнейшего рассмот-
рения обозначения и выпишем поэтапные пуч-

ковые структуры графов в фигурных скобках,
перечисляя в них в круглых скобках через за-
пятую поэтапные размеры пучков исходов:

1-й этап – {(d)} с множеством исходов
(1, 2, . . . , d);

2-й этап – {(n − S), (n − S − 1), . . . , (1)} =

{A1, A2, . . . , Ad};
∑d

i=1Ai = D;
3-й этап –
{(Cr−2

S−1), (C
r−2
S ), . . . , (Cr−2

n−2), (C
r−2
S−1), (C

r−2
S ),

. . . , (Cr−2
n−3), . . . , (C

r−2
S−1)} = {B1, B2, . . . , BD}.

2.1. Прямая задача нумерации
Пусть известен номер N∗ = N∗3 исхода схе-

мы по перечислению. Требуется определить
его вид R∗ = (a∗1, . . . , a

∗
r), где элементы выбор-

ки упорядочены по возрастанию номеров.
Обозначим через N∗3 , N

∗
2 , N

∗
1 номера исхо-

дов этапов в траектории графа их перечисле-
ния, ведущей к итоговому исходу с данным ви-
дом R∗.
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Шаги решения:
1) находим N∗2 = min n2 : (

∑n2

i=1Bi > N∗3 );
2) находим номер итогового исхода p3 = Nc

в пучке 3-го этапа p3 = N∗3 −
∑N∗

2−1
i=1 Bi;

3) из Nc по [9] находим Rc = (a2, . . . , ar−1) в
стандартной форме при нумерации элементов
подряд начиная с 1;

4) находим N∗1 = a1 = minn1: (
∑n1

i=1Ai >
N∗2 );

5) находим номер p2 предшествующего ито-
говому исходу в пучке 2-го этапа p2 = N∗2 −∑N∗

1−1
i=1 Ai:
6) по a∗1 и p2 находим a∗r = a∗1 + S + p2 − 1;
7) пересчитываем Rc к виду R∗c с началь-

ным элементом a∗2 = a∗1 + 1 по формуле a∗i =
ai + a∗1, i = 2, r − 1;

8) получаем искомый вид R∗ =
(a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
r).

Пример 2. Пусть n = 7, r = 4, S = 4 и дан
номер исхода N∗ = N∗3 = 23. Требуется найти
его вид R∗ = R∗3 = (a∗1, . . . , a

∗
r) по алгоритму.

По графу на рисунке 2 R∗ = (2, 3, 4, 7).
Решение: 1) N∗2 = min n2 : (C

2
3 +C2

4 +C2
5 +

C2
3 + C2

4 = B1 + . . . + B5 = 28 > 23), откуда
n2 = N∗2 = 5; 2) p3 = 23− (3+6+10+3) = 1 =
Nc; 3) из Nc = 1 следует по [9], что Rc = (1, 2);
4) N∗1 = min n1 : (3 + 2 = A1 + A2 = 5 = N∗2 ),
откуда N∗1 = 2; 5) p2 = 5−3 = 2, откуда a∗1 = 2;
6) a∗4 = 2 + 4 + 2 − 1 = 7; 7) из Rc = (1, 2) по-
лучаем R∗c = (a∗2 = 1 + 2 = 3, a∗3 = 2 + 2 = 4);
8) R∗ = (a∗1, R

∗
c , a
∗
r) = (2, 3, 4, 7), что совпадает

с результатом по рисунку 2.
2.2. Обратная задача нумерации

Пусть известен вид R∗ = (a∗1, . . . , a
∗
r) исхо-

да схемы по перечислению. Требуется опреде-
лить его номер N∗.

Обозначим через N∗3 , N
∗
2 , N

∗
1 номера исхо-

дов этапов в траектории графа их перечисле-
ния, ведущей к итоговому исходу с данным но-
мером N∗.

Шаги решения:
1) из вида R∗ получаем a∗1, откуда N∗1 = a∗1;
2) из вида R∗ получаем a∗r , откуда
N∗2 =

∑a∗
1−1

i=1 Ai + a∗r − a∗1 − S + 1;
3) из вида R∗, отбрасывая крайние компо-

ненты, получаем Rc и приводим его к стан-
дартному виду Rc = (a1, . . . , ar−2) (с нумера-
цией элементов подряд начиная с единицы) по
формуле ai = a∗i − a∗1, i = 2, r − 1;

4) по [9] из Rc получаем номер Nc искомого
исхода в пучке 3-го этапа;

5) искомый номер вычисляем по формуле
N∗ =

∑N∗
2

i=1Bi +Nc.
Пример 3. Пусть в условиях примера 2 за-

дан вид исхода R∗ = (2, 3, 4, 7). Требуется най-
ти его номер N∗ по алгоритму. По рисунку 2
N∗ = 23.

Решение: 1) a∗1 = 2 = N∗1 ; 2) a
∗
4 = 7, откуда

N∗2 =
∑2−1

i=1 Ai+7−2−4+1 = 3+7−2−4+1 = 5;
3) R∗c = (3, 4), откуда Rc = (1, 2); 4) по [9] Nc =

1; 5)N∗3 = N∗ =
∑5−1

i=1 Bi+1 = 3+6+10+3+1 =
23, что совпадает с результатом по рисунку 2.

3. Вероятность появления исходов
схемы среди всех исходов схемы
сочетаний

Из равновероятности всех исходов схемы
сочетаний по [9] и из (1) следует выражение
для определенной в заголовке вероятности

P =

d∑
m=1

n∑
M=m+S

Cr−2
M−m−1/C

r
n.

4. Моделирование исходов схемы
Первый способ – отбраковкой лишних

смоделированных по [9] исходов схемы соче-
таний до получения нужного числа исходов.

Второй способ – быстрое моделирование
каждого исхода по результату решения пря-
мой задачи нумерации путем разыгрывания
номера исхода по одному случайному числу.
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КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ СХЕМЫ ПЕРЕСТАНОВОК
С ЗАДАННЫМ ЧИСЛОМ ПОДРЯД ИДУЩИХ
ФИКСИРОВАННЫХ ЭЛЕМЕНТОВ
Н. Ю. Энатская
Московский институт электроники и математики
Национального исследовательского университета «Высшая школа экономики»

Предлагается процедура прямого перечисления исходов схемы с определенной
дисциплиной их нумерации. На этой основе проводятся исследования по следу-
ющим направлениям: находится общее число исходов схемы, решается задача
нумерации, строится алгоритм быстрого моделирования ее исходов.

Ключ е вы е c л о в а: перестановки; задача нумерации; моделирование.

N. Yu. Enatskaya. COMBINATORIAL ANALYSIS OF A
PERMUTATION CIRCUIT WITH A GIVEN NUMBER OF
CONSECUTIVE FIXED ELEMENTS
We suggest a procedure for direct enumeration of the outputs of the circuit with
a given discipline of their enumeration. Proceeding from this, the following aspects
are studied: the total number of outputs of the circuit is found, the enumeration
problem is solved, the algorithm of rapid modeling of outputs is constructed.

K e ywo r d s: permutations; enumeration problem; modeling.

Введение

В отличие от ранее предложенного в [1]
общего подхода к анализу схемы перестано-
вок с ограничением на ее исходы на осно-
ве отбраковки исходов аналогичной схемы без
ограничений, не соответствующих условиям
ограничения, здесь при конкретном заданном
ограничении на исходы оказывается возмож-
ным проводить исследования по данной схе-
ме, определенной в названии статьи, на базе
прямого явного перебора ее исходов. Это осво-
бождает от необходимости работы с большими
массивами «лишних» исходов, не отвечающих
требованиям ограничений, и позволяет прово-
дить анализ схемы и получать результаты те-
ми же методами, по тем же направлениям и

того же уровня, как и в уже исследованной в
[1] аналогичной схеме без ограничений.

1. Описание схемы и вид ее исходов

В схеме перестановок с n элементами с но-
мерами от 1 до n, где выделено t номеров
i1, . . . , it элементов из n, t 6 n, нас интересуют
исходы, в которых элементы с этими номерами
идут подряд. Будем называть их благоприят-
ными исходами (схемы перестановок) или про-
сто исходами схемы, имея в виду исследуемую
схему перестановок с данным ограничением.

Разные исходы схемы задаются наборами
номеров всех n элементов в разном порядке –
будем их записывать в круглых скобках через
запятую.
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Пример 1. Пусть n = 3, t = 2, i1 = 1,
i2 = 2. Тогда все исходы схемы перестановок
есть: (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2),
(3, 2, 1), а благоприятными будут исходы
(1, 2, 3), (2, 1, 3), (3, 1, 2), (3, 2, 1).

Не нарушая общности, в дальнейшем для
удобства обозначений будем считать, что вы-
деленные t номеров последние, т. е. идут от
номера (n− t + 1) до n, что достигается соот-
ветствующей перенумерацией элементов.

2. Число и процедура прямого пере-
числения благоприятных исходов

Число N исходов схемы определяется из со-
ображения их прямого перебора, который за-
ключается в последовательном переборе всех
взаимных порядков первых n− t номеров эле-
ментов и одной группы t последних выделен-
ных номеров в одном зафиксированном поряд-
ке (как один элемент перестановки), напри-
мер, возрастающем, в сочетании со всеми вза-
имными порядками этих t номеров между со-
бой. Первый перебор, как известно, соверша-
ется (n − t + 1)! способами, а второй – t! спо-
собами, откуда по правилу умножения комби-
наторики получаем

N = (n− t + 1)!(t)!. (1)

(В примере 1 по (1) находимN = (3−2+1)!2! =
4, что совпадает с визуальным результатом).

Процедуру перебора благоприятных исхо-
дов будем строить в соответствии с (1) ме-
тодом графов по схеме двух последователь-
ных действий, приведенной в [2], являющихся
здесь перестановками размерами (n−t+1) и t,
а алгоритм перебора их исходов и комбинатор-
ный анализ схемы перестановок представлен в
[1].

Для дальнейших исследований напомним
алгоритм построения случайного процесса пе-
речисления исходов и их нумерации в схеме
перестановок.

Строим случайный процесс поединичного
добавления в перестановку элементов с расту-
щими от 1 до n номерами, ставя каждый из
них последовательно и случайно относитель-
но каждой имеющейся перестановки на одно
из мест: левее левого элемента, между все-
ми элементами и правее правого и нумеруя
слева направо получающиеся на данном ша-
ге процесса перестановки в порядке попада-
ния добавленного элемента. Изобразим опи-
санную процедуру получения всех возможных
перестановок фиксированного размера в виде
графа переходов из состояния в состояние за-
данного случайного процесса от шага к шагу,
т. е. при росте перестановок на один элемент.

Будем обозначать через E
(j)
i = (a1, a2, . . . , aj)

i-е состояние процесса (т. е. i-ю перестановку
a1, a2, . . . , aj) на j-м шаге. Тогда приведем вид
графа переходов на примере первых трех ша-
гов (рис. 1).

Рис. 1. Граф перечисления исходов первых трех
шагов в примере 1

В частности, построим графы переборов
всех исходов перестановок n − t + 1 и t эле-
ментов на числовом примере.

Пример 2. Пусть n = 5, t = 3. Тогда полу-
чим следующие графы перечисления исходов
перестановок сначала для t элементов с номе-
рами 3, 4, 5 (рис. 1), а потом с номерами от 1
до n− t и элемента с номером ∗, которым пока
занумеруем группу из t следующих подряд в
перестановке выделенных элементов без учета
их взаимного порядка (рис. 2).

Рис. 2. Граф перечисления группы выделенных
элементов с остальными элементами в примере 2

В схеме последовательных действий (в
условиях исследуемой схемы – двух действий
по схеме перестановок) из [2] получаем граф
перебора исходов исследуемой схемы, т. е. бла-
гоприятных исходов вида (рис. 3).
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Рис. 3. Граф перечисления исходов схемы в при-
мере 2

Теперь для наглядности на примере пред-
ставим граф прямого перечисления исходов
исследуемой схемы, т. е. благоприятных исхо-
дов.

Пример 3. Пусть, как и в примере 2, n = 5,
t = 3, т. е. в перестановках элементы с номе-
рами 3, 4, 5 должны стоять подряд в любом
взаимном порядке.

Приведем граф перечисления всех исходов
схемы (рис. 4).

Рис. 4. Граф перечисления исходов схемы в при-
мере 3

На всех рисунках состояния в графах обо-
значаем через E(i)

i , где верхний индекс в круг-
лых скобках обозначает номер шага процес-

са перебора его состояний (исходов схемы), а
нижний – номер состояния на этом шаге.

3. Задача нумерации исходов схе-
мы

Для решения задачи нумерации в форме
прямой и обратной задач нумерации, состоя-
щих соответственно в нахождении вида исхо-
да схемы по его номеру и номера исхода по его
виду, воспользуемся результатами ее решения
для используемых здесь схем перестановок [1]
и схемы последовательных действий [2].

Прямая задача нумерации

Пусть задан номер исхода схемы N = N (2).
Требуется найти его вид R = R(2). Обозначе-
ния номера и исхода здесь даны в соответствии
с принятыми в результирующей схеме двух по-
следовательных действий [2] описанных выше
схем перестановок. Введем определяющий эту
схему вектор n̄ = (n1, n2), задающий числен-
ности исходов этих двух действий, т. е. этих
двух перестановок: n1 = (n − t + 1)!, n2 = t!.
Далее схему перестановок с числом исходов n1

будем называть первой, а с числом исходов n2

– второй. Тогда по [2] из значения N (2) вычис-
ляем номер N (1) исхода, приводящего к дан-
ному, после первого действия по формуле

N (1) =

[
N (2) + n2 − 1

n2

]
, (2)

где [Z] – целая часть числа Z. Далее для
каждого i = 1, 2 вычисляем значение vi =
N (i) mod ni и

ji = vi + Cn
n−vi

ni, (3)

где Cb
a – число сочетаний из a по b, n – любое

натуральное число, а ji – номер состояния (ис-
хода) в пучке графа, приводящего к искомому
с данным номером. Полученные числа j1 и j2
будут являться номерами исходов схем пере-
становок размерами соответственно (n− t+ 1)
и t, приводящих к исходу с данным номером
исследуемой схемы, состоящей из последова-
тельного применения этих схем перестановок.
Теперь по решенной для схемы перестановок
прямой задаче нумерации в [1] в терминах ин-
дексов членов вариационного ряда входящих
в них номеров в вычисляемом ниже порядке
находим виды их исходов R1∗ и R2∗. Причем
в первой схеме заменяем элемент ∗ при стан-
дартизации на число t.

В итоге обратной заменой номеров элемен-
тов перестановок их фактическими номерами
получаем их виды R1 и R2 в нашей схеме.
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Приведем используемые здесь формулы из
[1] для определения видов исходов R1∗ и R2∗:

N1 =

[
j2 + r − 1

r

]
, (4)

где r – размер перестановки, Nm, m = 1, . . . , r
– номер исхода на m-м шаге перечисления ис-
ходов перестановки, приводящего к конечному
с данным номером, а [Z] – целая часть числа
Z, и

Ms = (Ns − 1) mod s + 1, (5)

где Ms – номер позиции элемента s среди чи-
сел 1, 2, . . . , s в перестановке слева направо.

Тогда искомые виды {Ri∗}, i = 1, 2 опре-
деляются взаимными порядками номеров эле-
ментов, заданных числами {Ms} для i = 1, 2
(см. [1]).

Для определения окончательного вида ис-
хода остается в вид исхода R1, в котором вид
исхода R2 обозначен ∗, поставить его на ее ме-
сто, предварительно получив виды исходов R1

и R2 заменой соответственно в видах исходов
R1∗ и R2∗ номера их элементов на фактиче-
ские.

Приведем численный пример.
Пример 4. Пусть параметры схемы зада-

ны в примере 3, в соответствии с которыми на
рисунке 4 приведен граф перечисления всех
состояний, и пусть N = N (2) = 27. Найдем вид
исходаR = R(2). По графуR = (1, 4, 3, 5, 2). По
данным примера, n1 = n2 = 3! = 6. Определим
R по формулам (2), (3): N = N (2) = 27; N (1) =
[(27 + 6 − 1)/6] = 5; v2 = 27 mod 6 = 3; v1 =
5 mod 6 = 5; j15 + 0 = 5; j2 = 3 + 0 = 3.
Отсюда в обозначениях [1] во второй схеме пе-
рестановок, состоящей из t = 3 элементов с
номерами 3, 4, 5, заменяя их для стандарти-
зации вычислений на номера 1, 2, 3, получаем
исход R2∗, совпадающий с исходом R2 при об-
ратной замене номеров 1, 2, 3 на фактические
3, 4, 5, по формулам (4) и (5). (В силу того, что
r1 = r2 = 3, в обеих схемах перестановок до-
статочно определить места двух номеров эле-
ментов.)

Во второй схеме перестановок исход опре-
деляем следующей цепочкой вычислений:

N3 = j2 = 3; N2 = [(3− 3 + 1)/3] = 1;
M3 = (3 − 1) mod 3 + 1 = 3; M2 = (1 −

1) mod 2 + 1 = 1, откуда получаем R2∗ =
(2, ·, 3), значит R2∗ = (2, 1, 3), а тогда R2 =
(4, 3, 5).

В первой схеме перестановок для стандар-
тизации вычислений по (4) и (5) заменяем но-
мер элемента ∗ на 3, а после получения резуль-
тата R1∗ производим обратную замену:

N3 = j1 = 3; N2 = [(5− 3 + 1)/3] = 2;

M3 = (5 − 1) mod 3 + 1 = 2; M2 = (2 −
1) mod 2 + 1 = 2, откуда получаем R1∗ =
(·, 3, 2), значит, R1∗ = (1, 3, 2), а тогда R1 =
(1, ∗, 2).

Отсюда искомый вид исхода всей схемы
есть R = R(2) = (1, 4, 3, 5, 2), что совпадает
с визуальным результатом по графу на рисун-
ке 4.

Обратная задача нумерации

Пусть задан вид исхода схемы R = R(2).
Требуется найти его номер N = N (2). Обозна-
чения номера и исхода здесь даны в соответ-
ствии с принятыми в результирующей схеме
двух последовательных действия [2] описан-
ных выше схем перестановок. Определяющий
эту схему вектор n̄ = (n1, n2) задает численно-
сти исходов этих двух действий, т. е. этих двух
перестановок: n1 = (n− t + 1)!, n2 = t!. Как и
раньше, схему перестановок с числом исходов
n1 будем называть первой, а с числом исходов
n2 – второй.

Для решения задачи по смыслу схемы по-
следовательных действий, состоящих в двух
перестановках, выписываем виды их исходов
R1 и R2, приводящих к данному итоговому ви-
ду R. Для стандартизации расчета их номеров
при перечислении исходов в схемах перестано-
вок производим описанную в прямой задаче
замену номеров их элементов и по решенной
в [1] для схемы перестановок обратной задаче
нумерации определяем их номера N = N1 и
N = N2 по формуле

N =

r−1∑
i=2

(Mi − 1)
r!

i!
+ Mr, (6)

где числа r и Mi определены в прямой задаче
нумерации. Далее значения N1 и N2, переобо-
значив соответственно через ji и j2, подставим
в приведенную из [2] формулу

N (k) =

k−1∑
i=1

(jl − 1)

k∏
i=l+1

ni + jk (7)

при k = 2, откуда и получаем искомый номер
N (2) итогового исхода схемы.

Приведем численный пример.
Пример 5. Пусть параметры схемы за-

даны в примере 3, в соответствии с которы-
ми на рисунке 4 приведен граф перечисле-
ния всех состояний, и пусть вид исхода R =
R(2) = (1, 4, 3, 5, 2). Требуется найти его номер
N = N (2). По графу на рисунке 4 искомый но-
мер равен 27. Определим его по формулам (6)
и (7). По данным примера, n1 = n2 = 3! = 6.
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Для этого выпишем составляющие нашу схему
перестановки как два последовательных дей-
ствия: R2 = (4, 3, 5) и R1 = (1, ∗, 2), заменив
их для стандартизации вычислений по форму-
лам [1] и [2] соответственно на R2∗ = (2, 1, 3) и
R1∗ = (1, 3, 2). Найдем их номера по (6), указав
значения M2 и M3 для обеих схем перестано-
вок из их видов. Расчеты начинаем по (6) со
второй схемы, т. к. она является внутренней
для первой. Для второй схемы M2 = 3, M3 =
1, поэтому

N2 = j2 = (M2 − 1)
3!

2!
+ M3 = (1− 1)3 + 3 = 3.

Для первой схемы M2 = 2, M3 = 2, поэтому

N1 = j1 = (M2 − 1)
3!

2!
+ M3 = (2− 1)3 + 2 = 5.

Отсюда по формуле (7) получаем N (2) = (5 −
1)6 + 3 = 27, что совпадает с визуальным ре-
зультатом по графу на рисунке 4.

Пример 6. Проведем теперь проверку сов-
падения номера последнего исхода схемы с об-
щим числом исходов в примере 3. По логи-
ке дисциплины нумерации исходов при их пе-
речислении по методу графов вид последнего
исхода очевиден и есть R = (1, 2, 3, 4, 5). Ре-
шив обратную задачу нумерации, проверим,
что его номер N (2) совпадает с числом исходов
схемы N , вычисляемой по (1): N = 3!3! = 36.
Здесь все рассуждения полностью повторяют
пример 5 и будут опущены. Приведем толь-
ко конкретные вычисления: R2 = (3, 4, 5) и
R1 = (1, 2, ∗), R2∗ = (1, 2, 3) и R1∗ = (1, 2, 3).
Для обеих схем перестановок M1 = 1, m2 = 2,
M3 = 3, поэтому

N1 = N2 = j1 = j2 = (M2 − 1)
3!

2!
+ M3 =

= (2− 1)3 + (3− 1) + 1 = 6.

Отсюда по формуле (7) получаем N (2) = (6 −
1)6 + 6 = 36, что совпадает с визуальным ре-
зультатом по графу на рисунке 4 и совпадает
с результатом по (1).

4. Вероятностное распределение ис-
ходов схемы

В силу очевидной симметрии исходов в про-
цессе их перебора все они равновероятны. От-
сюда следует, что условная вероятность любо-
го из них при выполнении условия ограниче-
ния в схеме перестановок есть величина, об-
ратная числу исходов нашей схемы (с данным

ограничением) и равна 1/(n− t+1)!t!, доля же
таких исходов среди всех в схеме перестановок
p есть вероятность выполнения в ней данного
ограничения и вычисляется по формуле отно-
шения исходов в нашей схеме к числу исходов
схемы перестановок:

p =
(n− t + 1)!t!

n!
=

n− t + 1

Ct
n

(8)

Проверим формулу (8) на примере.
Пример 7. Пусть параметры схемы зада-

ны в примере 3, в соответствии с которыми на
рисунке 4 приведен граф перечисления всех
состояний. Их число по графу равно 36, а чис-
ло исходов в схеме перестановок того же раз-
мера 5 равно 5! = 120. Тогда получаем, что
вероятность выполнения данного ограничения
в схеме перестановок p = 36/120 = 0, 3, а по
формуле (8) p = (5 − 3 + 1)/C3

5 = 0, 3, т. е.
результаты совпали.

5. Моделирование возможного ис-
хода схемы

Первый способ заключается в моделиро-
вании возможных исходов схемы перестановок
того же размера, приведенном в [1] и [3]. То-
гда требуемое число исходов схемы перестано-
вок для получения одного возможного значе-
ния нашей схемы имеет геометрическое рас-
пределение с параметром p, вычисляемым по
(8), со средним числом 1/p.

Второй способ состоит в «быстром» мо-
делировании методом маркировки ([3]) для
разыгрывания по одному случайному числу
одного из равновероятных номеров, опреде-
ленных по (1), возможных исходов схемы с
дальнейшим нахождением его вида по резуль-
тату решения прямой задачи нумерации.
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РАБОЧЕЕ СОВЕЩАНИЕ
«СЕТЕВЫЕ ИГРЫ И МЕНЕДЖМЕНТ»

ХРОНИКА

(Петрозаводск, 5–7 июля 2015 г.)

Летом 2015 года в ИПМИ КарНЦ РАН
прошло очередное международное рабочее со-
вещание «Сетевые игры и менеджмент-2015»
(«Networking Games and management»). Меро-
приятие было организовано Институтом при-
кладных математических исследований Ка-
рельского научного центра РАН, а также
факультетом прикладной математики – про-
цессов управления Санкт-Петербургского го-
сударственного университета при поддержке
Российского фонда фундаментальных иссле-
дований. Данное совещание является тради-
ционным и проводилось уже в пятый раз,
продолжая серию совещаний в области се-

тевых игр. Первое такое мероприятие бы-
ло организовано в 2002 году под названи-
ем «Сетевые игры и распределение ресурсов»
(«Networking Games and Resource Allocation»).
Затем, начиная с 2009 года оно стало прово-
диться под постоянным названием «Сетевые
игры и менеджмент» («Networking Games and
management»). Традиционно все совещания
организовывались непосредственно перед ли-
бо после международной конференции «Тео-
рия игр и менеджмент» («Game Theory and
Management») в г. Санкт-Петербурге, так как
в тематике обоих мероприятий много общего.
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В рабочем совещании приняли участие 26
человек из разных городов России, а также
из Финляндии. В состав программного ко-
митета вошли ведущие ученые из России и
других стран: председатель Владимир Маза-
лов (ИПМИ КарНЦ РАН), Константин Ав-
раченков (INRIA, Франция), Андрей Гарнаев
(СПбГУ), Андрей Гуртов (Университет Аал-
то, Финляндия), Анатолий Клейменов (ИММ
УрО РАН), Такаши Матсухиза (Националь-
ный технологический колледж Ибараки, Япо-
ния), Бурхард Монин (Университет Падербор-
на, Германия), Евсей Морозов (ИПМИ КарНЦ
РАН), Дмитрий Новиков (ИПУ РАН), Ми-
келе Пагано (Университет г. Пиза, Италия),
Леона Петросян (СПбГУ), Кжиштоф Шайов-
ски (Технологический университет Вроцлава,
Польша), Александр Васин (МГУ), Джордж
Заккур (HEC Montreal, Канада), Виктор За-
харов (СПбГУ), Алексей Жижченко (ОМН
РАН).

Целью рабочего совещания является об-
суждение последних разработок в области тео-
рии игр в сетях и менеджменте. Были пред-
ставлены и обсуждались результаты по сле-

дующим направлениям в теории игр: сете-
вые игры и менеджмент, задачи оптималь-
ной маршрутизации, аукционы, переговорные
задачи, игры с обучением и адаптивные иг-
ры. Во время работы семинара заслушано три
пленарных и 15 секционных докладов. Наи-
больший интерес вызвали доклады Д. Нови-
кова («Теоретико-игровые модели информаци-
онного противоборства»), В. Мазалова («Цен-
тральность потоков для взвешенных сетей»),
А. Клейменова («Альтруистическое поведение
в неантагонистической позиционной диффе-
ренциальной игре двух лиц»). Секционные до-
клады представлялись на трех секциях: Се-
ти и теория очередей, Социальные сети, Се-
тевые игры. К началу семинара были изда-
ны расширенные тезисы докладов. По резуль-
татам работы совещания приняты следующие
решения: продолжить серию рабочих совеща-
ний «Сетевые игры и менеджмент», избран-
ные результаты из представленных на семи-
наре опубликовать в будущих выпусках жур-
нала «Математическая теория игр и ее прило-
жения» (http://mgta.krc.karelia.ru).

Ю. В. Чиркова



Труды Карельского научного центра РАН
№8. 2016. С. 149–151

КОНФЕРЕНЦИИ ИПМИ КАРНЦ РАН В ОБЛАСТИ
ВЫСОКОПРОИЗВОДИТЕЛЬНЫХ ВЫЧИСЛЕНИЙ

(Петрозаводск, 31 августа – 4 сентября 2015 г.)

В 2015 году Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН выпол-
нил большую работу по организации и прове-
дению конференций в области параллельного
программирования, высокопроизводительных
и распределенных вычислений. В свой актив
ИПМИ КарНЦ РАН записал сразу четыре ме-
роприятия, в каждом из которых сотрудники
института были не только в числе организато-
ров, но и среди активных участников.

Наиболее заметным мероприятием 2015 го-
да стала международная конференция PaCT-
2015 — 13th International Conference on Parallel
Computing Technologies. Это крупнейшая меж-
дународная научная конференция по высоко-
производительным вычислениям и технологи-
ям параллельного программирования, прово-
димая в России. Основные организаторы кон-
ференции — Институт вычислительной мате-
матики и математической геофизики Сибир-
ского отделения РАН, Новосибирский государ-

ственный и Новосибирский государственный
технический университеты. Конференция про-
водится каждые два года, в 2015 г. право про-
водить это престижное мероприятие завоевал
ИПМИ КарНЦ РАН. Подтверждением высо-
кой значимости конференции стала ее под-
держка компанией Интел и РФФИ.

На конференцию PaCT-2015 было подано
87 статей из 13 стран; из них отобрано 36 ста-
тей для регулярных устных докладов, 1 при-
глашенный доклад, 16 докладов были при-
няты в стендовую сессию. Труды конферен-
ции опубликованы в серии Lecture Notes in
Computer Science издательством Springer и во-
шли в крупнейшие базы научного цитирова-
ния Web of Science и Scopus. В конференции
приняли участие 94 участника из 11 стран. Из
них россиян – 59 и 35 иностранных участников
из Бельгии, Бразилии, Германии, Ирландии,
Италии, Казахстана, Польши, США, Финлян-
дии, Франции и Японии.

На докладе конференции PaCT-2015

В последний день конференции состоялось
заседание Программного комитета, на кото-
ром был отмечен высокий уровень органи-
зации мероприятия. Среди прочих вопросов
Программный комитет отметил специальной

премией (спонсором которой выступило изда-
тельство Springer) два лучших доклада кон-
ференции. Одним из них стал доклад со-
трудников ИПМИ КарНЦ РАН Ильи Черно-
ва и Наталии Никитиной «Virtual Screening in
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a Desktop Grid: Replication and the Optimal
Quorum». В докладе представлена математи-
ческая модель, позволяющая более эффек-
тивно использовать вычислительные ресур-
сы Desktop Grid при проведении виртуально-
го скрининга — одного из важнейших этапов
разработки новых лекарственных препаратов.
Другой доклад, удостоенный звания лучше-
го, – «A Parallel Genetic Algorithm to Adjust
a Cardiac Model Based on Cellular Automaton
and Mass-Spring Systems» – был представлен
молодым ученым из Бразилии Р. С. Кампо-
сом.

Приезд ведущих российских и иностран-
ных специалистов стал хорошей возможно-
стью и для обучения. Буквально за два дня

до PaCT-2015 на базе Петрозаводского госу-
дарственного университета и при поддержке
РФФИ была проведена Молодежная школа
PaCT, которая стала «спутником» основной
конференции. В молодежной школе приняли
участие студенты и молодые ученые из Ново-
сибирска, Петрозаводска, Алма-Аты и других
городов. Сотрудники Института вычислитель-
ной математики и геофизики РАН СО РАН
провели лекции и тьюториалы; лекции прочли
также сотрудники ИПМИ КарНЦ РАН и ди-
ректор Немецкого климатического вычисли-
тельного центра профессор Томас Людвиг. На
школе-конференции молодыми учеными были
представлены 9 докладов.

Председатель программного комитета В. Э. Малышкин поздравляет победителей

Другим важным мероприятием стала кон-
ференция BOINC-based High Performance
Computing: Fundamental and Applied Science
and Technology (BOINC:FAST’2015). Эта кон-
ференция, проводимая второй раз, собра-
ла исследователей с двух континентов, пя-
ти стран мира и нескольких городов Рос-
сии. Конференция привлекла большое вни-
мание как российских, так зарубежных ис-

следователей, занимающихся вопросами вы-
сокопроизводительных вычислений в Desktop
Grid на базе программной платформы BOINC,
а также была поддержана РФФИ. Труды
конференции опубликованы ресурсом CEUR
Workshop Proceedings и проиндексированы си-
стемой Scopus.

Следующую конференцию BOINC:FAST
запланировано провести в 2017 г.
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Лекция директора Немецкого климатического вычислительного центра профессора
Т. Людвига

Наконец, уже традиционно, ИПМИ КарНЦ
РАН стал соорганизатором одной из круп-
нейших и авторитетнейших суперкомпьютер-
ных конференций России — Национального
суперкомпьютерного форума. В рамках кон-

ференции ИПМИ КарНЦ РАН совместно с
Институтом проблем передачи информации
им. А. А. Харкевича РАН провел секцию «Гри-
ды из рабочих станций и комбинированные
гриды».

Участники конференции BOINC:FAST’2015

Таким активным и щедрым на конферен-
ции по высокопроизводительным вычислени-

ям выдался для ИПМИ КарНЦ РАН 2015
год.

Е. Е. Ивашко
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IX МЕЖДУНАРОДНАЯ ПЕТРОЗАВОДСКАЯ
КОНФЕРЕНЦИЯ «ВЕРОЯТНОСТНЫЕ МЕТОДЫ В

ДИСКРЕТНОЙ МАТЕМАТИКЕ» (ВМДМ-2016)
(Петрозаводск, 30 мая – 3 июня 2016 г.)

С 30 мая по 3 июня 2016 года в Карельском
научном центре РАН проводилась традицион-
ная, уже девятая, Петрозаводская конферен-
ция «Вероятностные методы в дискретной ма-
тематике».

Организаторами выступили Институт
прикладных математических исследований
КарНЦ РАН, Петрозаводский государствен-
ный университет, Академия криптографии
Российской Федерации, Математический ин-
ститут им. Стеклова РАН. Конференция бы-
ла поддержана Российским фондом фунда-
ментальных исследований. Сопредседателями
Программного комитета являлись В. Ф. Кол-
чин (Математический институт РАН) и
А. М. Райгородский (Московский физико-
технический институт, МГУ им. М. В. Ло-
моносова, Яндекс).

В состав программного комитета вошли
N. Alon (Тель-Авив, Израиль), В. А. Ва-
тутин (Москва, Россия), академик РАН
А. Б. Жижченко (Москва, Россия), А. М. Зуб-
ков (Москва, Россия), Г. И. Ивченко (Москва,
Россия), А. П. Коваленко (Москва, Россия),
T. Matsuhisa (Ибараку, Япония), Ю. И. Мед-
ведев (Москва, Россия), В. Г. Михайлов
(Москва, Россия), Л. А. Петросян (Санкт-
Петербург, Россия), В. Н. Сачков (Москва,
Россия), J. Spencer (Нью-Йорк, США),
K. Szajowski (Вроцлав, Польша), P. V. Tetali
(Атланта, США), А. Н. Тихомиров (Сык-
тывкар, Россия), чл.-корр. НАНБ Ю. С. Ха-
рин (Минск, Белоруссия). Председатель орг-
комитета В. В. Мазалов, зам. председателя
Ю. Л. Павлов, ученый секретарь М. М. Лери
(все – ИПМИ КарНЦ РАН, Петрозаводск). В
состав оргкомитета вошли также А. В. Воро-
нин и А. А. Рогов (ПетрГУ, Петрозаводск).

В конференции приняли участие 62 чело-
века. Гости были размещены в разных гости-
ницах города, но основная часть проживала в

отеле Park Inn by Radisson, где и прошла ос-
новная часть заседаний.

Первая Петрозаводская конференция со-
стоялась в 1983 году. На второй (1988 г.) бы-
ло принято решение сделать ее регулярной и
проводить один раз в четыре года. Тематика
конференции в основном традиционная, но с
появлением новых направлений исследований
увеличивалось и число секций.

В 2016 г. работа проходила в семи секци-
ях, в названиях которых отражены сформи-
ровавшиеся к настоящему времени главные
проблемы развития вероятностных методов в
дискретной математике: вероятностные и ста-
тистические задачи дискретной математики,
теория случайных графов и гиперграфов, ком-
бинаторные методы применительно к зада-
чам анализа данных в Интернете, математиче-
ские вопросы защиты информации, приклад-
ная статистика, статистическое и имитацион-
ное моделирование, теория игр и задачи сто-
хастической оптимизации. Всего состоялось 43
доклада, в том числе 8 пленарных, которые,
естественно, вызвали наибольший интерес.

В докладе А. М. Зубкова и А. А. Серова
«Итерации случайных равновероятных отоб-
ражений конечного множества» дан обзор ре-
зультатов, относящихся к последовательным
независимым случайным отображениям ко-
нечного множества в себя. Приведены приме-
ры применения этих результатов, связанные
с передачей генетической информации и на-
хождением расстояния до ближайшего общего
предка в развивающихся популяциях.

В докладе А. М. Райгородского «Случай-
ные подграфы некоторых дистанционных гра-
фов» приводятся новые результаты о числе
независимости и о хроматическом числе гра-
фов, в частности, кнессеровских графов. Эти
задачи связаны с теорией кодирования, теори-
ей Рамсея и проблемой Борсука.
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Доклад В. В. Мазалова и В. Т. Цингу-
ева «Меры центральности для взвешенных
графов и применения в сетях коммуника-
ций» предлагает новый способ определения
центральности взвешенных графов на основе
законов Кирхофа. Обсуждаются приложения
этого метода к анализу социальной сети ВКон-
такте и к ранжированию в графе публикаций
математического портала Math-Net.ru. Прове-
дено сравнение с методом PageRank.

В докладе А. Н. Реттиевой «Асимметрия
в теоретико-игровых задачах управления воз-
обновляемыми ресурсами» излагается исто-
рия математических моделей так называе-
мых «рыбных войн» и предложены новые мо-
дели. Для них найдены вид равновесия по
Нэшу, условия существования коэффициента
дисконтирования, доказан ряд теорем о выиг-
рышах и стратегиях игроков.

Доклад А. Н. Тихомирова «Локальные за-
коны для случайных матриц», соавторами ко-
торого являются F. Gotze (Белефельд, Герма-
ния), А. А. Наумов и Д. А. Тимушев, посвя-
щен исследованию свойств случайных матриц.
Получены новые результаты об их спектрах.
Найдены оценки скоростей сходимости эмпи-
рических спектральных функций распределе-
ния и средних значений функций от собствен-
ных чисел к соответствующим пределам.

ДокладЮ. Л. Павлова «О новых направле-
ниях в исследовании конфигурационных слу-
чайных графов» представляет собой обзор ре-

зультатов автора, полученных за последние
четыре года. Найдены локальные предельные
распределения числа петель и ребер конфи-
гурационного графа, исследовано предельное
поведение важнейших характеристик вблизи
точек фазового перехода, изучены свойства
графов при различных ограничениях на число
ребер, рассмотрена динамика растущего гра-
фа, функционирующего в случайной среде.

В докладе Д. А.Шабанова «Вероятностные
методы в комбинаторных задачах о раскрас-
ках гиперграфов и теории Рамсея» дан обзор
последних достижений в экстремальных зада-
чах типа Эрдеша-Хейнала о раскрасках гипер-
графов и в некоторых задачах теории Рамсея.
Изложены вероятностные методы решения та-
ких задач.

Доклад М. Е.Жуковского «Логика случай-
ных графов» посвящен изучению асимптоти-
ки выполнимости формул первого и второго
порядков на конечных графах. Значительное
внимание уделено законам нуля или единицы.

К началу конференции были изданы рас-
ширенные тезисы докладов. В электрон-
ном виде эти тезисы находятся по ад-
ресу: http://resources.krc.karelia.ru/math/doc/
pmdm2016/tezisy_vmdm-2016.pdf. Было при-
нято решение проводить конференцию чаще и
следующую, юбилейную десятую, провести в
2019 году.

М. М. Лери, Ю. Л. Павлов
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АНАТОЛИЙ ДМИТРИЕВИЧ СОРОКИН

ЮБИЛЕИ И ДАТЫ

(к 80-летию со дня рождения)

Анатолий Дмитриевич Сорокин родился
12 октября 1936 г. в Петрозаводске в семье сле-
саря Кировской железной дороги. После окон-
чания железнодорожной средней школы № 9
в 1954 г. будущая специальность была выбрана
без колебаний: Ленинградский политехниче-
ский институт, электромеханический факуль-
тет. Окончив успешно вуз в 1960 г. и прорабо-
тав два года в конструкторском бюро в Выбор-
ге, поступил в очную аспирантуру Карельско-
го филиала АН СССР. После окончания аспи-
рантуры в 1965 г. был распределен на работу
в Карельский НИИ лесной промышленности,
где проработал до 1975 г. сначала в должности
старшего научного сотрудника, затем заведу-
ющего лабораторией автоматизации учета вы-
числительных работ.

В 1971 г. защитил кандидатскую диссер-
тацию по специальности «Техническая кибер-
нетика». В январе 1975 г. прошел по конкур-
су на должность заведующего лабораторией

автоматизации научных исследований Отде-
ла математических методов и вычислитель-
ной техники КФ АН СССР, и с этого време-
ни его научная и научно-организационная де-
ятельность свыше 40 лет неразрывно связана
с Карельским филиалом АН СССР.

Обладая организаторскими способностями,
коммуникабельностью в отношениях с сотруд-
никами, являясь исключительно добросовест-
ным и инициативным работником, А. Д. Со-
рокин привлек внимание руководства Карель-
ского филиала АН СССР и был выдвинут
на должность заместителя председателя Пре-
зидиума КФ АН СССР по научной работе.
В этой должности он проработал с 1977 по
1992 г., совмещая административную долж-
ность с руководством лабораторией.

Под его научным руководством и при непо-
средственном участии в Филиале было созда-
но новое научное направление — автомати-
зация научных исследований, объединившее
усилия сотрудников различных научных спе-
циальностей в создании систем автоматизации
экспериментов и обработки данных. Под ру-
ководством А. Д. Сорокина формировались
центры коллективного пользования по хро-
матографии и радиоизотопным методам ис-
следований с автоматизацией сбора и обра-
ботки данных. Он проводил активную ра-
боту по координации и кооперации научно-
исследовательских работ в области информа-
тизации и автоматизации научных исследова-
ний на всесоюзном уровне, участвовал в рабо-
те международных конференций и совещаний.

В 1989 г. решением Президиума АН СССР
А. Д. Сорокину присвоено ученое звание
старшего научного сотрудника по специаль-
ности «применение вычислительной техники
и математических методов в научных ис-
следованиях». В 1992 г., после избрания по
конкурсу на должность заведующего Отде-
лом ММАНИП Карельского научного центра
РАН, А. Д. Сорокин переходит на работу в
Отдел, уделяя большое внимание подготовке
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и росту научных кадров, оснащенности От-
дела техническими средствами, новому на-
правлению исследований — информационно-
телекоммуникационным системам. Исследова-
ния поддерживались грантами РФФИ, РГНФ
и международного фонда ИНТАС.

При поддержке руководства КарНЦ и От-
деления математики РАН А. Д. Сорокин ведет
большую подготовительную работу по преоб-
разованию Отдела в Институт. Отдел полу-
чил разрешение на подготовку аспирантов и
соискателей ученой степени кандидата наук,
с октября 1993 г. переведен на самостоятель-
ный баланс с правами юридического лица,
имеет свой Устав, гербовую печать, прошел
аккредитацию. Отдел осуществляет научно-
методическое руководство работами по орга-
низации компьютерной сети КарНЦ и созда-
нию инфраструктуры доступа к сети Internet,
поддержке WWW-сервера центра, активно со-
трудничает с вузовской наукой, проводит меж-
дународные конференции и семинары, иссле-
дования поддерживаются РФФИ, РГНФ, на-
учными фондами Правительства РФ и Инсти-
тута «Открытое общество».

В июне 1999 г. Постановлением Прези-
диума РАН Отдел преобразован в Инсти-
тут прикладных математических исследова-
ний КарНЦ РАН. А. Д. Сорокин назначен за-
местителем директора по научной работе, од-
новременно руководит научной темой по со-
зданию и развитию электронных информаци-
онных ресурсов в КарНЦ. Разработанный под-
ход к созданию и использованию электронных
научных информационных ресурсов в виде
комплексной распределенной информационно-
аналитической системы поддержки и сопро-
вождения научных исследований представля-
ется перспективным и соответствует современ-
ному отечественному и зарубежному уровню
исследований и разработок в этой области. За-
пущен в эксплуатацию вычислительный кла-
стер, создан центр коллективного пользова-
ния КарНЦ РАН «Центр высокопроизводи-
тельной обработки данных». Организационно-
технические мероприятия позволили добиться
надежного функционирования компьютерной
сети КарНЦ РАН и обеспечили высокую про-
пускную способность каналов связи.

А. Д. Сорокин имеет более 100 научных
работ, из них 80 печатных, является соавто-
ром четырех электронных коллекций научных
информационных ресурсов, зарегистрирован-
ных в депозитарии электронных изданий НТЦ
«Информрегистр». Он является членом Сове-
та по информатизации при Главе РК, замести-
телем председателя научно-технического Со-

вета по телекоммуникациям при Президиуме
КарНЦ РАН.

За успехи в научной и научно-организа-
ционной деятельности А. Д. Сорокин награж-
ден Почетной грамотой Президиума РАН и
профсоюза работников РАН, Почетной гра-
мотой Республики Карелия, юбилейной меда-
лью ФНПР «100 лет профсоюзам России», ме-
далью ордена «За заслуги перед Отечеством
2 степени», ему присвоено звание «Заслужен-
ный деятель науки РК».

Анатолий Дмитриевич до сих пор поддер-
живает спортивную форму. С молодости он
увлекся парусным спортом. Был «кэпом» ко-
манды. Да и теперь обязательно раз в год
вместе с дружной командой любителей и про-
фессионалов ходит в недельный поход на ях-
те, «ловит ветер» на Онего, рыбачит. А зимой
не засиживается у теплой печурки. Чтобы не
быть голословным: на снимке он — победитель
Спартакиады КарНЦ’16 в старшей возрастной
группе!

Коллектив института сердечно поздравля-
ет юбиляра, желает ему здоровья, попутного
ветра и N футов под килем!

Ю.В. Заика
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венных данных. Необходимо возможно точнее обозначать местонахождения (в идеале – с точным указанием 
географических координат).

излОЖеНие РезУльТАТОВ должно заключаться не в пересказе содержания таблиц и графиков, а в вы-
явлении следующих из них закономерностей. Автор должен сравнить полученную им информацию с имею-
щейся в литературе и показать, в чем заключается ее новизна. Следует ссылаться на табличный и иллюст-
ративный материал так: на рисунки, фотографии и таблицы в тексте (рис. 1, рис. 2, табл. 1, табл. 2 и т. д.), 
фотографии, помещаемые на вклейках (рис. I, рис. II). Обсуждение завершается формулировкой основного 
вывода, которая должна содержать конкретный ответ на вопрос, поставленный во Введении. С с ы л к и  н а 
л и т е р а т у р у  в  т е к с т е  даются номерами в квадратных скобках.

ТАблиЦы нумеруются в порядке упоминания их в тексте, каждая таблица имеет свой заголовок. Д и а -
г р а м м ы  и  г р а ф и к и  н е  д о л ж н ы  д у б л и р о в а т ь  т а б л и ц ы . Материал таблиц должен быть по-
нятен без дополнительного обращения к тексту. Все сокращения, использованные в таблице, должны быть 
пояснены в Примечании, расположенном под ней. При повторении цифр в столбцах нужно их повторять, при 
повторении слов – в столбцах ставить кавычки. Таблицы могут быть книжной или альбомной ориентации.

ПОДПиСи К РиСУНКАМ должны содержать достаточно полную информацию, для того чтобы приводи-
мые данные могли быть понятны без обращения к тексту (если эта информация уже не дана в другой иллюст-
рации). Аббревиации расшифровываются в подрисуночных подписях.

СОКРАЩеНиЯ. Разрешаются лишь общепринятые сокращения – названия мер, физических, химических 
и математических величин и терминов и т. п. Все сокращения должны быть расшифрованы, за исключением 
небольшого числа общеупотребительных.

блАГОДАРНОСТи. В этой рубрике выражается признательность частным лицам, сотрудникам учрежде-
ний и фондам, оказавшим содействие в проведении исследований и подготовке статьи, а также указываются 
источники финансирования работы.

лиТеРАТУРА. П р и с т а т е й н ы е  с с ы л к и  и / и л и  с п и с к и  п р и с т а т е й н о й  л и т е р а т у р ы  с л е -
д у е т  о ф о р м л я т ь  п о  Г О С Т  Р  7 . 0 . 5 — 2 0 0 8 .  б и б л и о г р а ф и ч е с к а я  с с ы л к а .  О б щ и е 
т р е б о в а н и я  и  п р а в и л а  с о с т а в л е н и я  (http://www. bookchamber. ru/GOST_P_7.0.5. — 2008). Спи-
сок работ представляется в  а л ф а в и т н о м  п о р я д к е . В с е  с с ы л к и  д а ю т с я  н а  я з ы к е  о р и г и -
н а л а  (названия на японском, китайском и других языках, использующих нелатинский шрифт, пишутся в рус-
ской транскрипции). Сначала приводится список работ на русском языке и на языках с близким алфавитом 
(украинский, болгарский и др.), а затем – работы на языках с латинским алфавитом. В  с п и с к е  л и т е р а -
т у р ы  м е ж д у  и н и ц и а л а м и  с т а в и т с я  п р о б е л.

ТРАНСлиТеРиРОВАННыЙ СПиСОК лиТеРАТУРы (References). Приводится отдельным списком, пов-
торяя все позиции основного списка литературы. Описания русскоязычных работ указываются в латинской 
транслитерации, рядом в квадратных скобках помещается их перевод на английский язык. Выходные данные 
приводятся на английском языке (допускается транслитерация названия издательства). При наличии пере-
водной версии источника можно указать его библиографическое описание вместо транслитерированного. 



библиографические описания прочих работ приводятся на языке оригинала. Для составления списка реко-
мендуется использование бесплатной программы транслитерации на сайте http://translit.ru/, вариант BCI.

Внимание! С 2015 года каждой статье, публикуемой в «Трудах Карельского научного центра РАН», редак-
цией присваивается уникальный идентификационный номер цифрового объекта (DOI) и статья включается 
в базу данных CrossRef. Обязательным условием является указание в списках литературы DOI для тех 
работ, у которых он есть.

Электронные версии статей выпусков серии «Математическое моделирование и информацион-
ные технологии» принимаются в формате .tex (LaTex 2є) с использованием стилевого файла, кото-
рый находится по адресу http://transactions.krc.karelia.ru/section.php?id=755. 
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