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ЛУННЫЕ ЦИКЛЫ ГЕОМАГНИТНОЙ АКТИВНОСТИ
И ВЫЗОВОВ СКОРОЙ МЕДИЦИНСКОЙ ПОМОЩИ

Б. З. Белашев
Институт геологии КарНЦ РАН, ФИЦ «Карельский научный центр РАН»
(ул. Пушкинская, 11, Петрозаводск, Республика Карелия, Россия, 185910)

Представлена картина распределений уровней геомагнитной активности и чис-
ла вызовов бригад скорой медицинской помощи по дням лунного синодического
месяца. Исследование выполнено на базе данных Кр-индекса и обезличенного
каталога вызовов скорой помощи БСМП г. Петрозаводска 2015–2017 гг. При
обработке данных использованы метод наложенных эпох, алгоритмы класте-
ризации и выделения трендов. Высокие суточные Кр-индексы группируются в
основном вблизи новолуния, низкие Кр-индексы – вблизи полнолуния. Распре-
деления числа вызовов скорой помощи по сердечно-сосудистым, психическим и
нервным заболеваниям имеют специфические особенности. Обсуждаются воз-
можные причины лунафазного эффекта геомагнитной активности и особенно-
сти распределений экстренных вызовов медицинской помощи.

Ключ е вы е c л о в а: геомагнитная активность; Кр-индекс; число вызовов ско-
рой помощи; лунный синодический месяц; инфаркт миокарда; шизофрения;
эпилепсия

Для ци т и р о в а н и я: Белашев Б. З. Лунные циклы геомагнитной активности
и вызовов скорой медицинской помощи // Труды Карельского научного центра
РАН. 2022. № 4. С. 5–13. doi: 10.17076/mat1566

Фин а н с и р о в а н и е. Исследование выполнено в рамках государственного
задания КарНЦ РАН (Институт геологии КарНЦ РАН, темы AAAA-A18-
118020290086-1, AAAA-A18-118020290231-1).

B. Z. Belashev. LUNAR CYCLES OF GEOMAGNETIC
ACTIVITY AND EMERGENCY AMBULANCE CALLS
Institute of Geology, Karelian Research Centre, Russian Academy of Sciences
(11 Pushkinskaya St., 185910 Petrozavodsk, Karelia, Russia)

The distributions of geomagnetic activity levels and the number of emergency
ambulance calls by days of the lunar (synodic) month were mapped. The input
for the study was Kp index data and the anonymized catalog of ambulance
calls to the Petrozavodsk Emergency Care Hospital in 2015–2017. The data were
processed using the superposed epochs method and the clustering and trend
isolation algorithms. High daily Kp indexes are mainly grouped around new moon
while low Kp indexes – near full moon. The distributions of the number of emergency
calls for cardiovascular diseases, mental disorders, and neuropathies have their
specific features. Possible causes of lunar cycle-related effects of geomagnetic activity
and the peculiarities of emergency ambulance calls distributions are discussed.
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Введение

Доказать действие на человека геофизиче-
ских и погодных условий, сопровождающих
смену фаз лунного цикла, на фоне индиви-
дуальных реакций людей непросто [6]. Влия-
ние внешнего фактора изучают, исследуя кор-
реляционные связи изменчивости фактора и
медико-биологических показателей, пытаясь
обнаружить в них характерную для фактора
периодичность.
Выраженную периодичность приливов ис-

пользуют в концепции «биологического при-
лива» [20], полагая, что модулируемое Луной
гравитационное поле влияет на структуру во-
ды, работу клеточных мембран, нервной и эн-
докринной систем [11], поступление в кровь
метаболитов кишечной палочки E-coli [4].
Отрицание гравитационного влияния Луны

на биологические объекты строится на оценке
его действия порядка 10−7 г по сравнению с
эффектами, фиксируемыми в экспериментах,
не менее 10−4 г [3]. Достижение нужной чув-
ствительности требует остановки сердца и от-
ключения дыхания у испытуемых.
На возмущения геофизической среды ре-

агирует магнитное поле Земли, циклические
изменения которого могут выполнять роль
планетарного синхронизатора процессов. Хо-
тя влияние геомагнитных вариаций на челове-
ка и высших животных нельзя считать окон-
чательно установленным, результаты экспери-
ментов в сильных и слабых электромагнитных
полях [8, 9, 12, 21] свидетельствуют в его поль-
зу, как и исследования, связывающие геомаг-
нитную активность и вызовы скорой медицин-
ской помощи [14, 22, 24].
В медико-экологических исследованиях ка-

талог вызовов скорой медицинской помощи
является чувствительным инструментом, поз-
воляющим охватить большое число пациентов
и диагнозов заболеваний. Стандартная форма
каталога упрощает обработку данных, а при-
вязка вызовов по месту и времени способству-
ет поиску причинных связей.
В работе рассматриваются согласованные

временные ряды индексов геомагнитной ак-

тивности и количества вызовов скорой меди-
цинской помощи в г. Петрозаводске. Ее цель –
проанализировать по дням лунного синодиче-
ского месяца распределения Кр-индексов гео-
магнитной активности и числа вызовов скорой
медицинской помощи по поводу заболеваний
инфаркт миокарда, шизофрения, эпилепсия.
В задачи исследования входят кластеризация
суточных геомагнитных Кр-индексов, постро-
ение лунафазных кластерных распределений
дней с Кр-индексами, Кр-индексов и числа вы-
зовов скорой помощи с указанными диагно-
зами, выделение участков распределений, от-
личающихся трендами, сравнение полученных
результатов с известными данными.

Материалы и методы

В качестве исходных данных использова-
ны сведения о новолуниях [10], согласованные
временные ряды Кр-индекса геомагнитной ак-
тивности [19] и обезличенного каталога вызо-
вов скорой помощи БСМП г. Петрозаводска
за 2015–2017 гг. [14]. Квазилогарифмическим
Кр-индексом в диапазоне от 0 до 9 описывают
отклонения планетарного геомагнитного поля
от нормы за 3-часовой период. Значения ин-
декса от 5 до 9 соответствуют магнитным бу-
рям.
Каталог вызовов скорой помощи – это таб-

лица, строки которой соответствуют вызовам,
а столбцы – их атрибутам: населенный пункт,
адрес, возраст, пол пациента, дата, время вы-
зова, диагноз заболевания согласно класси-
фикации МКБ-10. Число вызовов за период
1.01.2015–19.12.2017 составило 352641. Анали-
зировали вызовы с фиксацией диагноза забо-
левания.
По данным [19] рассчитывали среднесуточ-

ные значения и среднеквадратичные отклоне-
ния Кр-индексов, которые использовали при
кластеризации алгоритмом «К-средних» [18].
Для каждого кластера и их суммы по дням
лунного синодического месяца методом нало-
женных эпох [23] строили распределения чис-
ла дней с Kp-индексами, Кр-индексов и коли-
чества вызовов скорой помощи с заданными
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диагнозами. Первый отсчет распределений со-
ответствовал новолунию, остальные отсчеты –
последовательным дням синодического меся-
ца. С учетом длительности месяца 29, 5 суток
число отсчетов равнялось 30. Полных лунных
циклов за исследуемый период было 35.
Распределения для k событий получали,

подсчитывая число fk(x) от переменной x по
формуле

fk(x) = fk−1(x) + δk(x), (1)

k = 1, 2, ..., N ; f0(x) = 0; δk(x) = 1, если
h < x < h + Δh, и δk(x) = 0, если x < h или
x > h + Δh, где k – число вызовов, h и Δh –
отсчет и шаг гистограммы соответственно.
Отличающиеся трендами участки распре-

делений выделяли с помощью B-алгоритма
[15]. Чтобы отслеживать тренды в распре-
делениях небольшой размерности, параметры
алгоритма выбирали следующим образом:
ρ – в диапазоне 0, 18–0, 24, уровень доверия
α – равным 0, 05, диапазон варьирования гра-
ниц участков – 1–2 отсчета, число итераций –
равным 10. Нелинейные тренды временных

рядов суточных значений Кр-индексов и чис-
ла вызовов скорой помощи с заданными ди-
агнозами получали, используя регрессионную
модель на основе полинома 10-й степени. При
сравнении средних значений выборок данных
использован критерий Стьюдента.
Все алгоритмы обработки данных реали-

зованы в системе компьютерной математики
«MATLAB».

Результаты

На рис. 1 показаны временное распределе-
ние и тренд суточного Кр-индекса (а), резуль-
таты его кластеризации пятью кластерами (б),
распределения по дням лунного синодическо-
го месяца числа дней с низкими, средними
(в) и высокими (г) суточными Кр-индексами.
Белым цветом отображены тренд суточного
Кр-индекса и распределение дней для суммы
кластеров.
Рис. 2 и 3 демонстрируют лунафазные рас-

пределения суточных Кр-индексов, вызовов
скорой помощи по поводу инфаркта миокар-
да, их кластерных компонент, результаты вы-
деления трендов В-алгоритмом.

Рис. 1. Временной ход и тренд суточного Кр-индекса (а), результат кластеризации суточных
Кр-индексов (б), распределения по дням лунного цикла числа дней с низкими (1, 2) и средними (3) (в)
и высокими (4, 5) (г) Кр-индексами
Fig. 1. The time course and trend of the daily Kp index (а), the result of clustering of the daily Kp indices (б),
the distribution by days of the lunar cycle of the number of days with low (1, 2) and medium (3) (в) and high
(4, 5) (г) Kp indices
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Рис. 2. Полные и кластерные распределения Кр-индексов (а, в, д) и числа вызовов скорой медицин-
ской помощи при диагнозе инфаркт миокарда (б, г, е) по дням лунного синодического месяца для
низких (1, 2), средних (3) (а, б) и высоких (4, 5) (в, г) значений Кр-индексов с выделенными линейными
трендами полных распределений (д, е)
Fig. 2. Full and cluster distributions of Kp indices (а, в, д) and the number of emergency medical calls
diagnosed with myocardial infarction (б, г, е) on the days of the lunar synodic month for low (1, 2),
medium (3) (а, б) and high (4, 5) (в, г) values of Kp indices with highlighted linear trends of full
distributions (д, е)
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Рис. 3. Полные и кластерные распределения числа вызовов скорой медицинской помощи при диагнозах
шизофрения (а, в, д) и эпилепсия (б, г, е) по дням лунного синодического месяца для низких (1, 2),
средних (3) (а, б) и высоких (4, 5) (в, г) значений Кр-индексов с выделенными линейными трендами
полных распределений (д, е)
Fig. 3. Full and cluster distributions of the number of ambulance calls with the diagnoses of schizophre-
nia (а, в, д) and epilepsy (б, г, е) on the days of the lunar synodic month for low (1, 2), medium (3) (а, б)
and high (4, 5) (в, г) values of the Kp indices with selected linear trends of complete distributions (д, е)
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В распределении среднесуточного Кр-ин-
декса по дням лунного синодического месяца
минимум в полнолуние (рис. 2) определяют
компоненты высоких значений Кр-индексов,
группирующиеся вблизи новолуния. Низкие
значения Кр-индексов максимально проявле-
ны в полнолуние, минимально – вблизи но-
волуния. У аналогичных распределений, ка-
сающихся инфаркта миокарда (рис. 2), боль-
шие числа вызовов скорой помощи связа-
ны с новолунием и полнолунием, и соответ-
ственно, с высокими и низкими значения-
ми Кр-индексов. Число вызовов скорой помо-
щи по диагнозу шизофрения максимально на
8-й день, а вызовы по поводу эпилепсии пре-
валируют во второй половине лунного цикла
(рис. 3). Линейные тренды распределений на
рис. 2 и 3 выявлены на 4–6 участках.
Помимо интервального выделения трендов

сравнивали средние значения выборок Кр-ин-
декса и числа вызовов скорой медицинской по-
мощи в отдельные дни лунного синодическо-
го месяца. Так, для отсчетов распределения
Кр-индекса на рис. 2 с номерами 4 и 17 со-
ответствующие средние значения 2, 60 и 1, 80
различаются с уровнем доверия α < 0, 01. Раз-
личия выявлены у отсчетов с номерами 16 и
26 с соответствующими средними значения-
ми 1, 87 и 2, 74. Средние значения 1, 54 и 2, 25
ежедневных вызовов скорой помощи выборок
в 10-й и 17-й дни лунного цикла распределе-
ния (рис. 3) различаются с уровнем доверия
α < 0, 05. Сравнение средних суточных зна-
чений числа вызовов скорой помощи по пово-
ду эпилепсии, проведенное для последователь-
ных дней с уровнем доверия α < 0, 05, пока-
зало различия у отсчетов с номерами 15, 16
и 20, 21. У распределений числа вызовов ско-
рой помощи по диагнозам инфаркт миокарда
и шизофрения значимых различий в средне-
суточных числах вызовов при уровне доверия
α < 0, 05 не обнаружено. Среднесуточное чис-
ло вызовов скорой медицинской помощи по по-
воду шизофрении в контрастные 7-й и 8-й дни
распределения составило соответственно 1, 34
и 2, 03 (рис. 3). Для выборок, соответствую-
щих трем кластерам с низкими Кр-индексами
и двум кластерам с высокими Кр-индексами,
с вероятностью > 0, 95 различия средних не
выявлено.

Обсуждение

Минимум в распределении Кр-индексов
(рис. 2) в полнолуние является результатом
взвешивания по-разному сгруппированных по
дням лунного синодического месяца распреде-
лений дней с высокими и низкими значения-

ми Кр-индексов, отличающихся кластерными
значениями Кр-индексов. У аналогичных рас-
пределений вызовов скорой помощи близость
среднесуточного числа вызовов делает взве-
шивание неэффективным, способствует прояв-
лению в распределениях специфических осо-
бенностей.
Основной вклад в геомагнитную актив-

ность вносит «солнечный ветер», от которо-
го Землю защищает магнитосфера характер-
ной вытянутой формы. С дневной стороны ее
размер 10–15 радиусов Земли (RE) определяет
давление «солнечного ветра». С ночной сторо-
ны протяженность магнитосферы превышает
200RE. Орбита Луны радиусом около 60RE
пересекает магнитосферу в стороне, противо-
положной Солнцу. Вблизи новолуния движу-
щаяся с дневной стороны Луна искажает кон-
фигурацию «солнечного ветра», усиливая гео-
магнитные вариации. В фазе полнолуния на-
ходящаяся с ночной стороны Луна перекрыва-
ет поток частиц хвоста магнитосферы к Зем-
ле, ослабляя тем самым интенсивность геомаг-
нитных вариаций. Цикличность геомагнитной
активности также связывают с модулирую-
щим поток плазмы вращением Солнца с пери-
одом 28±2 суток, синхронизированным с лун-
ным синодическим месяцем [3], особенностями
гравитационного воздействия Луны и Солнца
на геосферы в разных фазах лунного цикла,
проявляющимися в генерации геомагнитного
поля [2].
Рост числа вызовов скорой помощи с поста-

новкой диагноза инфаркт миокарда (рис. 2)
вблизи новолуния и полнолуния согласует-
ся с данными [7]. Его можно объяснить дей-
ствием геомагнитного поля, вызывающим сни-
жение скорости кровотока, повышение риска
образования тромбов и обострения сердечно-
сосудистых патологий в условиях магнитных
бурь и спокойной космической погоды [5].
Сведения о влиянии Луны на психическое

состояние человека противоречивы. В ряде ра-
бот анализ частоты посещений отделений пси-
хиатрической помощи, учет проявлений симп-
томов психических расстройств в разных фа-
зах лунного цикла не выявил значимых раз-
личий [17]. С другой стороны, многолетние
наблюдения на базе специализированной пси-
хиатрической больницы Харькова (Украина)
свидетельствуют, что большое число госпита-
лизаций больных с шизофренией имеет место
при слабо возмущенных (Ак= 20–29) и уме-
ренно возмущенных (Ак= 30–49) геомагнит-
ных полях, а больных с параноидальной фор-
мой – при очень слабых возмущениях (Ак= 8–
14) [13]. В отдельные дни число поступлений
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превышает среднемесячное более чем в два ра-
за. Высокую чувствительность пациенты про-
являли к смене отрицательного знака секто-
ра межпланетного магнитного поля на поло-
жительный. Пик числа вызовов скорой меди-
цинской помощи на 8-й день лунного синоди-
ческого месяца (рис. 3), по-видимому, также
связан со сменой «режима» геомагнитной ак-
тивности. Синхронные изменения рядов сол-
нечной активности и госпитализаций в пси-
хиатрические заведения Москвы и Казани от-
мечены в [1]. Увеличение среднего числа вы-
зовов скорой медицинской помощи по поводу
эпилепсии во второй половине лунного цикла,
характерное для эпилепсии (рис. 3), подтвер-
ждает вывод о повышении судорожной актив-
ности пациентов в полнолуние и в последней
четверти лунного цикла [16].

Автор благодарит бывшего главного врача
БСМП г. Петрозаводска Алексея Ильича Хей-
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ИДЕНТИФИКАЦИЯ ДВУХПИКОВОГО СПЕКТРА
ТЕРМОДЕСОРБЦИИ ВОДОРОДА
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Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
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Петрозаводск, Республика Карелия, Россия, 185910), ∗kostikova@krc.karelia.ru

При исследовании спектров термодесорбции (ТДС-спектров) изотопов водо-
рода из конструкционных материалов используются различные математиче-
ские модели, в частности, в форме реакции первого порядка для усредненной
по объему концентрации (в случае лимитирования диффузией), второго по-
рядка (с учетом рекомбинации атомов водорода на поверхности в молекулы)
и более детализированные модели, отражающие многостадийность переноса
(диффузия в объеме, выход на поверхность, рекомбинация, десорбция). Инте-
рес представляет анализ структуры спектра с целью выявления соответствую-
щих каждому пику причин и «движущих сил» физико-химического характера.
В статье приведен анализ некоторых упомянутых моделей для двухпиковых
спектров и результаты численного моделирования.
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Введение
Интерес к взаимодействию изотопов водо-

рода с различными материалами носит мно-
гоплановый характер [1–3, 5, 6]: защита кон-
струкционных материалов от водородной кор-
розии, транспортировка углеводородного сы-
рья, ракетостроение, водородная энергетика,
перспективы термоядерного синтеза.
Одним из наиболее информативных мето-

дов исследования кинетики взаимодействия
материалов с водородом является термоде-
сорбционная спектрометрия (ТДС), позволяю-
щая «сканировать» материал в широком диа-
пазоне рабочих температур. Модели термоде-
сорбции и водородопроницаемости с учетом
различных стадий переноса и численные мето-
ды решения краевых задач, разрабатываемые
авторами статьи, изложены в [14, 18–21].
Трудности анализа спектров типичны для

некорректных обратных задач математи-
ческой физики: неединственность решения,
неоднозначность интерпретации и высокая
чувствительность к погрешностям входных
данных. На экспериментальном спектре на-
блюдается результат наложения множества
процессов, подлежащих идентификации. Сна-
чала необходима идентификация по физико-
химическим процессам, а затем уже пара-
метрическая идентификация в соответствии
с принятой физически обоснованной моделью.
К традиции разлагать спектр на сумму гаус-
сианов (удобство и мощь математических па-
кетов несомненны) следует относиться с осто-
рожностью. В математическом смысле алго-
ритмизирована проблема разложения по бази-
су. Но базис должен быть физически обосно-
ван и задан по смыслу задачи.
Статья содержит некоторые результаты

численного моделирования, ориентированные
на экспериментальные данные и теорети-
ческие положения кинетики взаимодействия
изотопов водорода с различными материала-
ми, изложенные в работах [5, 8–13, 15–17].
«Отправным» объектом моделирования по-
служили двухпиковые спектры термодесорб-
ции из никеля и стали в статье [10].

Модель реакции порядка α ∈ [1, 2]

В качестве отправной точки рассуждений
рассмотрим уравнение реакции первого поряд-
ка Ẋ(t) = −K(T )X(t), где X(t) – текущая
усредненная концентрация водорода в образ-
це, K(T ) = K0 exp{−Q/RT} (аррениусовская
зависимость кинетического коэффициента от
температуры), T (t) = T0 + βt (равномерный
линейный нагрев с относительно невысокой
скоростью β, [β] = K/c).
Для полноты изложения, чтобы пояснить

смысл обобщения, приведем кратко схему вы-
вода уравнения, когда десорбция лимитирова-
на диффузией. Рассмотрим краевую задачу

ct = D(T (t))cxx, t > 0, x ∈ (0, h),

c = c0 > 0 (t = 0), c = 0 (t > 0, x = 0, h).

Здесь c(t, x) – концентрация растворенного
атомарного водорода ([c] = 1/cм3) в образ-
це толщины h, x ∈ [0, h], D – коэффици-
ент диффузии. В начальный момент диффу-
зант распределен равномерно. Затем вслед-
ствие вакуумирования мгновенно (в относи-
тельном масштабе времени) устанавливают-
ся нулевые концентрации в подповерхностном
объеме пластины. Перейдем к безразмерным
переменным, используя естественные для дан-
ной задачи нормировки x′ = x/h, c′ = c/c0,
t′ =

∫ t
0D(T (η)) dη/h2. Значение h2/D интер-

претируется как характерное время диффу-
зионного выравнивания концентрации [4]. По-
лучаем формально D = 1, h = 1, c0 = 1
(в текущих промежуточных выкладках остав-
ляем прежние обозначения, не усложняя их
штрихами). Тогда для усредненной перемен-
ной c̄(t) =

∫ 1
0 c(t, x) dx (см., например, [7, с. 27])

справедливо представление в форме ряда:

c̄(t) =
∑

n=1,3,5 ...

8

π2n2
exp

{
− n2t

τ

}
, τ ≡ 1

π2
.

При анализе ТДС-спектров нас интересу-
ет производная dc̄/dt, которая при t = 0
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не определяется почленным дифференцирова-
нием ряда. Это естественное следствие несо-
гласованности при t = 0 начального и гранич-
ного условий. Строго говоря, ряд представля-
ет так называемое обобщенное решение кра-
евой задачи. Спустя непродолжительное вре-
мя можно ограничиться первым слагаемым:
c̄(t) ≈ 8 exp{−t/τ}/π2 (t > t0 > 0), где пара-
метр τ приобретает смысл «времени релакса-
ции» (уменьшения в e раз). Чтобы компенси-
ровать отброшенные слагаемые и ретроспек-
тивно «вписаться» в начальные данные c̄(0) =
c0 = 1, увеличим коэффициент в первом сла-
гаемом ряда с 8/π2 до 1. Теперь для прибли-
жения X(t) ≈ c̄(t) (t � 0) примем модель
Ẋ(t) = −X(t)/τ , X(0) = X0 = 1, и возвра-
тимся к исходным переменным (t, x):

Ẋ(t) = −K(T )X(t), X0 = 1, K = π2h−2D(T ).

Здесь мы оставили нормировку c̄(t) =∫ h
0 c(t, x) dx/h �→ c̄(t)/c0, т. е. теперь X(t) ∈
(0, 1) – усредненная доля (от исходной рав-
номерной концентрации водорода c0), остав-
шаяся в образце к моменту времени t > 0.
Модель работоспособна, когда в приложениях
нас интересует интегральный поток десорбции
без детализации последовательности физико-
химических процессов. Интерпретация K(T )
позволяет для пористых и порошкообразных
материалов говорить обобщенно об эффектив-
ных характеристиках переноса: коэффициен-
те диффузии D и характерном диффузион-
ном пробеге h. В принципе можно не свя-
зывать K(T ) с диффузией, ограничившись
выводом уравнения на уровне «скорость де-
сорбции пропорциональна текущей усреднен-
ной концентрации». В любом случае постули-
руется аррениусовская зависимость K(T ) =
K0 exp{−Q/RT} с предэкспонентой (частот-
ным множителемK0) и энергией активации Q.
С другой стороны, в теории адсорбции-

десорбции используется уравнение Поляни –
Вигнера θ̇(t) = −M(T )θn(t), где θ – степень за-
полнения поверхности. В частности, если речь
идет о термодесорбции диссоциативно хемо-
сорбированного двухатомного газа, то n = 2.
Модель можно адаптировать и для усреднен-
ной по объему концентрации, используя поня-
тие эффективного коэффициента рекомбина-
ции [6]. Для этого уравнение dc̄/dt = −b(T )c̄2

разделим на c0 и получим Ẋ = −K(T )X2,
где K = b(T )c0. Концентрация c0 определяет-
ся начальным насыщением образца. При этом
с ростом давления насыщения из газовой фа-
зы температура максимума модельного потока
десорбции будет уменьшаться.

Преимущественно адсорбция водорода ха-
рактерна при относительно низких темпера-
турах, а описанное выше лимитирование диф-
фузией – при высоких. В реальности диффу-
зия и десорбция с поверхности взаимосвяза-
ны (динамика процессов на поверхности дик-
тует граничные условия для уравнения диф-
фузии). Такие более детализированные моде-
ли уже требуют разработки специализирован-
ного математического обеспечения [19, 21].
Обобщая приведенные рассуждения, рас-

смотрим усредненную модель (для равномер-
ного нагрева):

dX

dT
= −β−1K(T )Xα(T ), X(T0) = 1, α ∈ [1, 2],

K(T )= K0 exp{−Q[RT ]−1}, T ∈ [T0, T∗],

T (t) = T0 + βt, dT = βdt.

Здесь T0 – начальная температура (обычно
комнатная), когда десорбция водорода прак-
тически отсутствует; T∗ – конечная темпера-
тура (когда десорбция уже пренебрежимо ма-
ла на фоне максимума потока); безразмерная
переменная X(T ) имеет смысл доли усред-
ненной по объему образца концентрации c̄
от концентрации равномерного начального на-
сыщения c0. В силу t ↔ T можно записать
X(T ) = c̄(T )/c0. Кинетический коэффициент
K(T ) ([K] = 1/c) заранее не связываем явной
формулой с коэффициентом диффузии D(T )
или коэффициентом рекомбинации b(T ). Если
обрабатываем данные с различными условия-
ми равномерного насыщения, то целесообраз-
но явно выделить зависимость от c0 в форме
K = Kcc

α−1
0 , Kc = Kc(T ).

Параметр α ∈ [1, 2] позволяет учитывать
степень участия в процессе насыщения ассо-
циативной хемосорбции, растворения в объе-
ме с последующей рекомбинацией атомов во-
дорода в молекулы при термодесорбции. Ины-
ми словами, применяем усреднение не толь-
ко по концентрации, но также по лимитиру-
ющим (во взаимодействии) процессам диф-
фузии и рекомбинации. Что касается самой
«дробности», то в математической физике тео-
рия уравнений диффузии с дробными произ-
водными разработана. Усредненные по кон-
центрации модели (если нас интересует общий
поток без детализации) хорошо аппроксими-
руют основную часть изолированного всплес-
ка на ТДС-спектре (когда росту K(T ) ак-
тивно «противодействует» уменьшение X(T ),
что и формирует пик). Начальные и конеч-
ные участки графика термодесорбции (когда
поток относительно мал и измеряется с мень-
шей точностью) малоинформативны.
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Свойства модельного ТДС-пика

Унимодальность и метод Киссинджера

Нас интересует зависимость

w(T )
def
= −dX/dT = K(T )Xα(T )/β

– нормированный поток термодесорбции (в до-
лях X = c̄/c0 на градус температуры). Если
оперируем временем, то рассматриваем

v(t)
def
= −Ẋ(t) = K(T (t))Xα(t).

При этом w(T ) = v(T )/β с учетом t ↔
T = T0 + βt. График w(T ) представляет ТДС-
спектр. Поскольку используется (безразмер-
ная) нормировка X(T0) = 1, то должно быть
S

def
=

∫ T∗
T0

w(T ) dT = 1. Строго говоря, нуж-
но формально интегрировать на (0,+∞), но
мы рассматриваем отрезок [T0, T∗], вне которо-
го поток пренебрежимо мал. Итак, модельный
ТДС-пик нормирован по площади. Регистри-
руемый поток нормируется интегралом (кото-
рый равен c0). Говоря о потоках, слово «плот-
ность» обычно опускаем по контексту.
Интегрируя уравнение dX/dT = −KXα/β

в квадратурах, получаем: w(T ) = −dX/dT ,

w(T )=

⎧⎪⎨⎪⎩
β−1K(T ) exp

{
− β−1

∫ T
T0

K(T̃ ) dT̃
}
,

β−1K(T )
[
1 + (α−1)β−1

∫ T
T0

K dT̃
] α

1−α

,

где первая формула соответствует α = 1,
а вторая – α ∈ (1, 2]. Представления согла-
сованы: правосторонний предельный переход
α → +1 во второй формуле дает первую. На-
чальная температура T0 относительно низкая
(обычно комнатная, когда K(T0) 	 1 и поток
еще пренебрежимо мал). С ростом температу-
ры аррениусовский коэффициент K(T ) моно-
тонно выходит на горизонтальную асимптоту,
а множитель с интегралом монотонно убыва-
ет. Это дает колоколообразный график w(T ).
Далее производную по T (в отличие от точ-

ки сверху для производной по времени t) бу-
дем обозначать штрихом. Приведем результа-
ты вычислений (с учетом K ′ = KQ/RT 2):

w′(T ) = w(T )ϕ(T ), α ∈ [1, 2],

w′′(T ) = w(T )
[
ϕ2(T ) + ϕ′(T )

]
,

w′′′(T ) = w(T )
[
ϕ3(T ) + 3ϕ(T )ϕ′(T ) + ϕ′′(T )

]
.

Здесь приняты обозначения

ϕ(T )
def
=

Q

RT 2
− αβ−1K(T )K̂−1(T ),

K̂(T ;α)
def
=

[
1 + (α− 1)β−1

∫ T

T0

K(T̃ ) dT̃

]
.

В контексте обратной задачи параметрической
идентификации отметим, что

K̂(T ;α) = X1−α(T ), K̂(T ; 1) = 1.

Для поиска температуры Tm = Tmax экс-
тремума (который является единственным,
глобальным максимумом) запишем уравнение
w′(Tm) = 0, откуда w′ = 0 ⇔ ϕ = 0,

K(Tm) =
βz

αTm
K̂(Tm;α), z

def
=

Q

RTm
. (1)

Выделение безразмерной переменной z в вы-
кладках целесообразно, поскольку дробь вида
−E/RT фигурирует в экспоненте закона Ар-
рениуса. В дальнейшем рассмотрении потре-
буются следующие производные:

w′′(Tm) = w(Tm)ϕ′(Tm)

= w(Tm)T−2m z
[− α−1z − 2

]
< 0, (2)

w′′′(Tm) = w(Tm)ϕ′′(Tm) (3)

= w(Tm)T−3m z
[
α−2(α− 2) z2 + 2z + 6

]
.

Рассмотрим сначала (1) как уравнение для
T = Tm. Перепишем его в форме

f(T )
def
= αT 2K − (α− 1)

Q

R

∫ T

T0

K dT̃ =
βQ

R
. (4)

Геометрически требуется найти пересечение
графика функции f(T ) с горизонтальной пря-
мой, определяемой значением βQ/R. Посколь-
ку из соотношений K(T ) = K0 exp{−Q/RT},
K ′(T ) = K(T )Q/

[
RT 2

]
следует неравенство

f ′(T ) = K(T )[2αT + Q/R] > 0 (положитель-
на и вторая производная), то решение един-
ственно. Существование обеспечивается усло-
вием K(T0) 	 1 (формально можно рассмат-
ривать T0 = 0 и T > 0). Увеличение β (пра-
вой части уравнения (4)) смещает температу-
ру максимума спектра (Tm) вправо.
Уточним априорное ограничение на выбор

предэкспоненты (частотного множителя) K0,
диктуемое уравнением (4). Значение T0 опре-
делено как температура (обычно комнатная),
при которой поток еще незначителен на фоне
предстоящего максимума при T = Tm > T0.
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Поэтому в рамках модели ТДС-пика должно
быть выполнено неравенство f(T0) < βQ/R,
т. е. K0 < βQ exp

{
Q/RT0

}
/
[
αRT 2

0

]
.

На практике (при α = 1) для оценки
параметров K0, Q используют зависимость
регистрируемого значения Tm от скорости
нагрева β. После чего полученные оценки со-
поставляются с экспертными данными о пара-
метрах возможных физико-химических про-
цессов. Скорости нагрева известны, а Tm опре-
деляются по экспериментальному графику.
Подчеркнем, что зависимость Tm(K0, Q;α, β)
определяется алгоритмически численным
решением уравнения (4), т. е. у переменной
z = Q/RTm числитель и знаменатель не явля-
ются независимыми при фиксированных K0.
С учетом K̂−1(Tm;α) = Xα−1(Tm) «соотно-

шение Киссинджера» для различных α запи-
сывается как

ln
β1/α

T 2
m

= − 1

αRTm
Q+ ln

[αR
Q

(
K0w

α−1(Tm)
)1/α]

.

Это соотношение следует из подстанов-
ки в формулу (1) усредненной текущей
концентрации, определяемой выражением
X = (w/[K/β])1/α, где нормированный по-
ток w известен по результатам эксперимента.
В координатах {−1/[αRTm], ln[β1/α/T 2]} зна-
чение энергии активации есть угловой коэф-
фициент линейной регрессии.
Анализ симметрии ТДС-пика
Одной из общепринятых методик являет-

ся разложение спектра на сумму гауссовских
кривых (например, в пакете прикладных про-
грамм Origin). Более адекватным является
разложение на сумму ТДС-пиков, генерируе-
мых реакциями 1–2 порядков. Но они, стро-
го говоря, несимметричны. Возникает задача
поиска критериев симметричности и диапазо-
нов параметров, где отклонения от гауссианов
практически несущественны.
Качественное отличие ТДС-пика (α ∈ [1, 2])

от гауссовской кривой вида

G(T ) =
A

σ
√
2π

exp
{
− (T − Tm)2

2σ2

}
лишь в возможной существенной (в широком
диапазоне параметров) несимметричности от-
носительно вертикали T = Tm. В этом случае
унимодальный ТДС-спектр хорошо аппрокси-
мируется склейкой двух гауссианов

G1(T ) = w(Tm) exp
{
− (T − Tm)2

2σ2
1

}
, T � Tm;

G2(T ) = w(Tm) exp

{
− (T − Tm)2

2σ2
2

}
, T � Tm.

Численные эксперименты в широком диапа-
зоне {K0, Q} [5] показывают, что, за редким
исключением, модельный спектр несиммет-
ричен. Это соответствует экспериментальным
данным. Аппроксимация спектров гауссиана-
ми позволяет получать приближения пара-
метров с последующим уточнением в рамках
рассматриваемых моделей. Пик, соответству-
ющий реакции первого порядка (α = 1), мо-
жет быть практически симметричным. Возмо-
жен вариант «относительно крутой восходя-
щий фронт и пологий нисходящий», но обычно
пологий восходящий фронт сменяется крутым
нисходящим. Для спектра реакции второго по-
рядка (α = 2) характерен относительно кру-
той восходящий фронт и пологий нисходящий.
Перейдем к критерию симметричности гра-

фика w(T ) относительно вертикали T = Tm.
Для этого воспользуемся разложением

w(Tm +Δ) = w(Tm) + w′(Tm)Δ +
1

2
w′′mΔ2

+
1

6
w′′′(Tm)Δ3 +

1

24
w(4)(Tm)Δ4 + o(Δ4).

Численные эксперименты подтверждают, что
в физически реальном диапазоне T ∈ [T−m , T+

m ]
пятую производную уже можно не учитывать.
В экстремуме w′(Tm) = 0, а слагаемые с Δ2 и
Δ4 дадут те же значения при замене Δ на −Δ.
Следовательно, для оценки симметричности
нужно оценить w′′′(Tm) в сравнении с w′′(Tm).
Критерий симметричности

|w′′(Tm)| � |Δ|
3

|w′′′(Tm)|, Δ ∈ [−2σ1, 2σ2],

Tm = Tm

(
K0, Q;α, β

)
, σi = σi(Tm, Q;α, β),

преобразуется к виду (z def
= Q/RTm)

|Δ|
3Tm

·
∣∣6 + 2z − α−2(2− α) z2

∣∣
2 + z

	 1. (5)

Отметим, что при α = 2 заведомо
w′′′(Tm) = w(Tm)(2z + 6)z/T 3

m > 0, что объ-
ясняет выводы численных экспериментов о
несимметричности ТДС-спектра реакции вто-
рого порядка (восходящий фронт ниже). Во-
прос лишь в том, насколько это отклонение
существенно в конкретной задаче. Для α < 2
спектры, близкие к симметричным, получают-
ся при w′′′(Tm) ≈ 0, откуда z(α) ≈ α2

[
1 +√

1 + 6α−2(2− α)
]
/(2−α). Формально z(α) →

+∞ при α → 2−, но гипотетическое превыше-
ние порога z > 20 − 30 требует дополнитель-
ного физического обоснования.
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В частности, для реакции первого поряд-
ка z ≈ Q/[RTm] = 1 +

√
7 (α = 1), что

соответствует относительно низким значени-
ям энергии активации Q. Даже если выпол-
няется равенство w′′′(Tm) = 0 (z2−2z−6 = 0),
то при соответствующем значении z выпол-
няется w(5)(Tm) = w(Tm)zT−5m p4(z), p4(z)

def
=

(z2 − 2z − 6)(9z2 + 20z − 42) − 60z − 132 < 0.
Строго говоря, спектр всегда несимметричен.
Поскольку третья производная w′′′(Tm) может
менять знак (в широком диапазоне парамет-
ров), то более пологой может оказаться как
восходящая, так и нисходящая ветвь.
При фиксированном Q спектр второго по-

рядка шире, значения w′′(Tm) и w′′′(Tm) боль-
ше при α = 2, чем при α = 1. Варьирова-
ние порядка реакции α ∈ [1, 2] сопровожда-
ется сдвигом пиковой температуры. Изолиро-
ванный пик, в котором пологий восходящий
фронт сменяется резким нисходящим, не сле-
дует связывать с реакцией второго порядка.

Численное моделирование

Для сопоставления спектров используем
экспериментальные графики, представленные
в статье [10]. Образцы – ленты размером
4×0, 2×0, 02 см. Исследуется термодесорбция
водорода из образцов при линейном нагреве
со скоростью β = 0, 5K/с после экспозиции
в водороде при температуре 770 К в течение
60 минут. Для определенности выберем дан-
ные по никелю (в [10] рис. 2, давление водоро-
да p = 37, 4 Торр) и стали 12Х18Н10T (в [10]
рис. 4, p = 20 Торр). ТДС-спектры имеют
двухпиковую структуру. Для одного матери-
ала максимальный поток достигается в низко-

температурном пике, для другого – в высоко-
температурном.
Рассмотрим следующий сценарий. Исходим

из предположения, что низкотемпературный
пик обусловлен десорбцией с поверхности и
подповерхностного слоя; затем при дальней-
шем нагреве, когда у поверхности образовал-
ся большой градиент концентрации, активи-
зируется диффузия, и второй высокотемпе-
ратурный пик лимитируется именно диффу-
зией. Выполним разложение эксперименталь-
ных спектров на элементарные реакции (для
усредненной концентрации). Метод дает хоро-
шие приближения и может быть эффективно
использован для оценки порядков кинетиче-
ских параметров в случае, когда пики относи-
тельно изолированы друг от друга. В разложе-
нии избегаем введения дополнительных слага-
емых: двухпиковый спектр – две элементар-
ные реакции. Нужны дополнительные экспе-
риментальные данные и физическое обоснова-
ние наличия ловушек в объеме с различными
энергиями связи.
Низкотемпературный пик связываем с ре-

акцией второго порядка, а высокотемператур-
ный – с реакцией первого порядка (см. рис. 1).
Далее фиксируем аррениусовские парамет-

ры кинетического коэффициента K (значения
приведены на рис. 1) и проиллюстрируем вли-
яние параметров в эксперименте: толщины об-
разца, начальной равновесной концентрации,
скорости нагрева (см. рис. 2–4).
При изменении толщины образца � (рис. 2)

низкотемпературный пик, обусловленный де-
сорбцией с поверхности и подповерхностного
слоя, остается неизменным. Для высокотемпе-
ратурного пика, когда лимитирует диффузия
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 1st order
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0 = 92577 s-1
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Рис. 1. Разложение экспериментального спектра (точечная кривая) на сумму реакций 1–2 порядка
Fig. 1. Decomposition of the experimental spectrum (point curve) into the sum of 1–2 order reactions
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из объема, общее количество водорода, выде-
лившееся в результате реакции первого по-
рядка (начальные условия в обыкновенном
дифференциальном уравнении (ОДУ)), изме-
няется пропорционально �, толщине образца.
Температуры максимального значения потока
для высокотемпературных пиков изменяются
незначительно.
При варьировании начальной усредненной

концентрации (рис. 3) меняются начальные
условия в ОДУ для реакций и первого, и вто-
рого порядков. На графике видно, что ка-
чественные изменения одинаковые для обо-
их пиков. Варьирование усредненной концен-
трации насыщения при моделировании ТДС-
дегазации суммой реакций 1–2 порядков не

позволяет идентифицировать десорбционные
пики по физико-химическим процессам.
На рис. 4 показана чувствительность чис-

ленного спектра (сумма реакций второго и
первого порядков) к изменению скорости на-
грева. С изменением β температуры максиму-
мов пиков сдвигаются. На графиках для ни-
келя и стали в координатах (T (t), J(T )) на-
блюдается склейка восходящих фронтов для
низкотемпературных пиков. Различия в пло-
щадях подграфиков объясняются разным вре-
менем эксперимента для разных β. В коорди-
натах (t, J(T (t))) площади подграфиков оди-
наковые. Общее количество водорода в начале
эксперимента не меняется при варьировании
скорости нагрева.
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Рис. 2. Численный спектр, сумма реакций 2-го и 1-го порядков. Влияние толщины образца
Fig. 2. Numerical spectrum, the sum of 2nd and 1st order reactions. Impact of the sample thickness
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Рис. 3. Численный спектр, сумма реакций 2-го и 1-го порядков. Влияние начальной концентрации
Fig. 3. Numerical spectrum, the sum of 2nd and 1st order reactions. Impact of the initial concentration
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Рис. 4. Численный спектр, модель – сумма реакций 2-го и 1-го порядков. Влияние скорости нагрева
Fig. 4. Numerical spectrum, the model – the sum of 2nd and 1st order reactions. Impact of the heating rate

Рассмотрим альтернативный сценарий тер-
модесорбции водорода из металлических ма-
териалов. В качестве экспериментальных гра-
фиков вновь используем двухпиковые ТДС-
спектры по никелю и стали 12Х18Н10T
рис. 2, 4 [10]. Выполним разложение экспери-
ментальных спектров на сумму двух реакций.
Теперь будем считать, что оба пика обуслов-
лены реакциями второго порядка. Не меняя
параметры аппроксимации для низкотемпера-
турных пиков, представленные на рис. 1, вы-
сокотемпературные пики приближаем реакци-
ями второго порядка со следующими парамет-
рами. Полагаем для никеля Tmax = 937K,

Q = 135 кДж/моль (K0 = 2, 8 × 105 c−1),
для стали Tmax = 890K, Q = 130кДж/моль
(K0 = 3, 8 × 105 c−1). Проиллюстрируем изме-
нение численного спектра (сумма двух реак-
ций второго порядка) при вариации началь-
ной концентрации (рис. 5) и скорости нагре-
ва (рис. 6). Качественно сдвиги ТДС-спектров
аналогичны изменениям, представленным на
рис. 3, 4. Отличие в порядке реакции для вы-
сокотемпературного пика, кинетические ко-
эффициенты, как и прежде, аррениусовские.
На рис. 5, 6 лишь наблюдаются более поло-
гие нисходящие фронты для высокотемпера-
турных пиков.
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Рис. 5. Численный спектр, модель – сумма реакций 2-го порядка. Влияние начальной концентрации
Fig. 5. Numerical spectrum, the model – the sum of 2nd order reactions. Impact of the initial concentration
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Рис. 6. Численный спектр, модель – сумма двух реакций 2-го порядка. Влияние скорости нагрева
Fig. 6. Numerical spectrum, the model – the sum of two 2nd order reactions. Impact of the heating rate

Модель с динамическими
граничными условиями

Выше рассмотрена модель динамики де-
сорбции в терминах усредненной по объему об-
разца концентрации. Рассмотрим более дета-
лизированную модель, явно разделяя объем-
ные и поверхностные процессы (следуя работе
[1, с. 177–206; Габис, Компаниец, Курдюмов]).
Для тонкой пластины толщины � краевая за-
дача ТДС-дегазации примет следующий вид:

ct(t, x) = D(T )cxx, t ∈ (0, t∗), x ∈ (0, �), (6)
c(0, x) = c0, x ∈ [0, �], c0,�(t) = g(T )q(t),

q̇(t)=μ(T )s(T )p−b(T )q2(t)+D(T )cx(t, 0), (7)

J(T ) = b(T )q2(t), T (t) = T0 + βt, β > 0.

Здесь c(t, x) – концентрация растворенно-
го атомарного водорода; q(t) – поверхност-
ная концентрация; D, b, s, g – (аррениу-
совские) коэффициенты диффузии, десорб-
ции, прилипания водорода в газовой фазе
к поверхности, быстрого растворения (квази-
равновесия поверхностной и приповерхност-
ной объемной концентрации); p – давле-
ние молекулярного водорода; μ – кинетиче-
ская константа (для протия μ(T ) = 2, 48 ×
1022/

√
T см−2с−1Торр−1); J(t) = J(T (t)) –

плотность десорбции (атомов, рекомбиниро-
вавших в молекулы).
Вакуумную систему считаем достаточно

мощной, чтобы пренебречь потоком ресорбции
(μsp ≈ 0) на этапе ТДС-дегазации. Поскольку
подсчет концентраций и потоков проводится
для атомов водорода, то можно было бы пи-
сать 2μsp. Но можно двойку считать «частью»
параметра s. На этапе предварительного насы-

щения образца водородом поток сорбции явля-
ется определяющим.
Алгоритм решения краевых задач термоде-

сорбции на основе разностных схем (включая
учет обратимого захвата диффузанта различ-
ного рода ловушками) подробно описан в [18].
Аппроксимации в классе ODE представлены
в [19, 21]. «Раздвоение» (бифуркация) спек-
тра появляется при определенном соотноше-
нии энергий активации диффузии и десорб-
ции, когда ни один из процессов не являет-
ся строго лимитирующим и проявляется вза-
имообусловленность их динамики. В «синте-
зированной» модели для усредненной концен-
трации использование параметра α ∈ [1, 2]
позволяет учитывать интегрально вклад (до-
ли) диффузионных и поверхностных процес-
сов. Возможен следующий сценарий возникно-
вения двухпиковой структуры спектра. После
десорбции с поверхности и из подповерхност-
ного слоя поток локально падает. Затем поток
начинает снова расти. Причина: дальнейший
нагрев и образовавшийся большой градиент
концентрации у поверхности (что активизиру-
ет диффузионную подкачку из объема). Таким
образом, приписывание каждому эксперимен-
тальному локальному пику энергий связи «ло-
вушек» в объеме требует дополнительного фи-
зического обоснования.
Один из способов добавления пиков в мо-

дельном спектре – учет возможных существен-
ных дефектов в материале:

∂tc = D∂2
xc−

∑m

ν=1

[
a−ν

[
1− Zν

]
c− a+ν zν

]
,

∂tzν = a−ν (T )
[
1− Zν

]
c(t, x)− a+ν (T )zν(t, x).
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Здесь zν(t, x) – концентрации атомов водоро-
да, захваченного дефектами различных типов;
a∓ν – коэффициенты поглощения и выделения
H ловушками; Zν

def
= zν(t, x)/z

ν
max – степень на-

сыщения
(
zνmax = max zν

)
. Для практических

целей захват учтен в простейшей «интеграль-
ной» форме, уточнение геометрии дефектов и
их распределения существенно усложнило бы
модель. Если дефект, например, не микропо-
лости, а включения гидридной фазы, то на
этапе дегазации соответствующий коэффици-
ент a−j (T ) ≡ 0, а значение a+j (T ) > 0 лишь
после достижения критической температуры:
T (t) � Tcrit.
При численном моделировании неунимо-

дального спектра методика разложения на
элементарные реакции (в терминах усреднен-
ной объемной концентрации) может давать
хорошие приближения, но не для «энергий
связи» захваченного в объеме водорода, а
для энергий активации физико-химических
процессов десорбции, диффузии, разложения
«гидридной фазы» (или оксида на поверхно-
сти при соответствующем увеличении эффек-
тивного коэффициента b) в их динамическом
взаимодействии.
В качестве «отправной» точки для числен-

ного анализа были взяты экспериментальные
графики по никелю и стали из статьи [10]. В
указанной работе представлены ТДС-спектры
при различных значениях давления насыще-
ния и времени сорбции. Поэтому уточним чис-
ленное моделирование предварительного эта-
па насыщения пластины водородом. До эта-
па сорбции образец обезводорожен c(t, x) = 0.
Насыщение проводится при относительно вы-
сокой температуре T (для ускорения физико-
химических процессов), при постоянном дав-
лении p̄ в течение времени t̄. В статье [10]
исследуется термовыделение водорода из ме-
таллических лент толщиной 0,02 см в услови-
ях сорбции: T = 770К, p̄ ∈ [20, 37, 4]Торр,
t̄ ∈ [3, 60]мин. В обозначениях, принятых в
рассматриваемой краевой задаче, на подгото-
вительном этапе насыщения имеем стандарт-
ное уравнение диффузии в объеме (6), где
D = D(T ) = const, t ∈ (0, t̄), начальная кон-
центрация нулевая. В граничном условии (7)
T = T = const, p = p̄ = const, D, b, s, g, μ — по-
стоянные. Определяющая роль у сорбционно-
го потока μsp. Если время сорбции достаточ-
но велико, в образце устанавливается равно-
весная концентрация c̄, определяемая из соот-
ношения μ(T )s(T )p̄ = b(T )c̄2/g2(T ) (производ-
ные в (7) равны нулю), модель соответству-
ет диапазону c̄ ∝ √

p̄. Учет времени предва-
рительного этапа сорбции и основного этапа

ТДС-дегазации ведем по отдельности. В на-
чале эксперимента термодесорбции водорода
из пластины t = 0, T = T0, c(0, x) = c0.
В дальнейшем при численном моделирова-

нии используем следующие значения парамет-
ров: � = 0, 02 см, β = 0, 5 К/c, T0 = 293 К,
t̄ = 3600 c, T = 770 К, [E] = кДж/моль.
Никель: b0 = 3, 39 · 10−15 см2/с, Eb = 43, 2,
D0 = 4, 83 · 10−3 см2/c, ED = 78, g0 = 20 c−1,
Eg = 0, s0 = 0, 018, Es = 61, 4, p̄ = 37, 4Торр,
c̄ = 2, 04 · 1018 см−3. Сталь 12Х10Н10Т: b0 =
1, 29·10−15 см2/с, Eb=55, D0=1, 17·10−1 см2/c,
ED = 96, g0 = 350 c−1, Eg = 5, s0 = 6 · 10−4,
Es = 110, p̄ = 100Торр, c̄ = 4, 45 · 1017 см−3.
Отметим, что в краевой задаче диффузия и
процессы на поверхности не просто суммиру-
ются, а активно взаимодействуют, связь запи-
сана в форме динамических нелинейных гра-
ничных условий.
Распределение водорода на предваритель-

ном этапе насыщения представлено на рисун-
ке 7. Задача по постановке симметричная, по-
этому достаточно изобразить лишь полови-
ну профиля концентрации c(t, x), x ∈ [0, �/2],
t ∈ [0, t̄]. Концентрация растворенного водо-
рода в образце представлена в относительном
масштабе c/c̄ ∈ [0, 1].
Отметим, что для никеля очень быст-

ро достигается равновесная концентрация
на поверхности и в подповерхностном слое
(см. рис. 7), процесс сорбции лимитируется
диффузией (DLR – diffusion limited regime).
Забегая вперед, отметим, что этот же диффу-
зионный режим сохраняется во всем широком
температурном диапазоне последующей ТДС-
дегазации водорода из никелевой пластины.
Зафиксировав условия сорбции из статьи [10]
для никеля, имеем � = 0, 02 см, T = 770 К,
p̄ = 37, 4 Торр, t̄ = 3600 c. В рамках описанной
математической модели получаем к моменту
завершения этапа сорбции концентрацию c0,
близкую к равновесной. Общее количество во-
дорода в образце составляет примерно 91% от
возможного равновесного значения.
Для стали (см. рис. 7), напротив, ре-

жим проникновения водорода лимитируется
поверхностью (SLR – surface limited regime).
Вновь забегая вперед, отметим, что для ста-
ли SLR сохраняется во всем температурном
диапазоне ТДС-дегазации. Концентрация во-
дорода в образце близка к равномерной. Од-
нако в условиях насыщения (� = 0, 02 см,
T = 770 К, p̄ = 100 Торр, t̄ = 3600 c) к мо-
менту завершения этапа сорбции имеем кон-
центрацию c0 заметно ниже равновесной. Ин-
тегрально общее количество водорода состав-
ляет примерно 63% от возможного равновес-
ного значения. ��
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Рис. 7. Сорбция водорода (предварительное насыщение). Половина профиля концентрации
Fig. 7. Hydrogen sorption (pre-saturation). A half of the concentration profile

Проиллюстрируем влияние параметров мо-
дели, которые можно изменять в эксперимен-
те. Согласно принятой модели заранее знаем
лимитирующие факторы каждого пика, поэто-
му проследим различия в численных спектрах
при вариациях параметров.

На рисунках 8–10 представлены числен-
ные ТДС-спектры при варьировании условий
сорбции. Рисунок 8 иллюстрирует чувстви-
тельность спектров к температуре насыщения.
Для никеля максимум потока достигается в
низкотемпературном пике, обусловленном де-
сорбцией с поверхности (поверхность запол-
нена, см. рис. 7). При снижении температу-
ры сорбции до T = 570 К высокотемператур-
ный пик не наблюдается: недостаточно тем-
пературы для активации диффузионного по-
тока в объем, диффузионный пик незаметен
в масштабе десорбционного пика. Для стали
десорбционный поток заметно изменяется при
небольшом изменении температуры насыще-
ния. Исследуемый образец достаточно тонкий,
пики сравнимы по размеру. Максимум потока
может наблюдаться и при низкотемператур-
ном пике (обусловленном десорбцией с поверх-
ности), и при высокотемпературном (диффу-
зионном) пике.

На рисунке 9 показано влияние давле-
ния насыщения на кривую ТДС-дегазации.
Качественно вариации спектров аналогичны
изменениям, представленным на рисунке 8.
При насыщении сорбционный поток μ(T )s(T )p̄
определяется произведением параметров.
На рисунке 10 иллюстрируются численные

ТДС-спектры при изменении времени сорб-
ции. Для никеля на графике наблюдаем два
относительно изолированных пика. По рисун-
ку 7 для никеля видим, что поверхность на
этапе насыщения заполняется относительно
быстро. При варьировании t̄ (рис. 10) низко-
температурный пик не изменяется, высокотем-
пературный пик становится более выражен-
ным с ростом времени сорбции (увеличением
концентрации растворенного в образце водо-
рода). За время t̄ = 3600 c в объеме уста-
навливается концентрация, близкая к равно-
весной (кривая 4). Увеличивая время сорбции
еще на час, ТДС-спектр смещается незначи-
тельно (кривая 5).
Для стали на рисунке 10 видим двухпико-

вый спектр. Пики не изолированы друг от дру-
га и с изменением t̄ изменяются соразмер-
но. Для сопоставления на графике пунктир-
ной линией добавлен спектр, соответствую-
щий равновесной начальной концентрации c̄.
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Рис. 9. Численный ТДС-спектр, распределенная модель. Влияние давления насыщения
Fig. 9. Numerical TDS spectrum, a distributed model. Impact of the saturation pressure
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Рис. 10. Численный ТДС-спектр, распределенная модель. Влияние времени сорбции
Fig. 10. Numerical TDS spectrum, a distributed model. Impact of the sorption time
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Рис. 8. Численный ТДС-спектр, распределенная модель. Влияние температуры насыщения
Fig. 8. Numerical TDS spectrum, a distributed model. Impact of the saturation temperature
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Рисунки 11 и 12 иллюстрируют влияние
толщины образца на спектр дегазации. При
изменении толщины образца � прослеживает-
ся различное поведение поверхностных и диф-
фузионных пиков. На рисунке 11 представле-
ны ТДС-спектры при концентрации c0, опре-
деляемой диффузионной моделью и услови-
ями сорбции. Очевидно, что за фиксирован-
ное время сорбции для тонких образцов уда-
ется достичь более высокой начальной кон-
центрации водорода. С ростом толщины до-
стигается в среднем меньшая концентрация
растворенного водорода в объеме (для стали
процесс лимитируется поверхностью), поэто-
му максимум высокотемпературного диффу-
зионного пика может снижаться (см. рис. 11,
сталь). Однако с уменьшением толщины пла-
стины снижается и объем образца, что приво-

дит к невыраженности высокотемпературного
пика (см. рис. 11, никель).

На рисунке 12 показаны ТДС-спектры при
варьировании � в случае равновесной началь-
ной концентрации. Для никеля пики относи-
тельно изолированы друг от друга. Низкотем-
пературный пик не реагирует на изменение
толщины пластины (поверхность заполнена,
см. рис. 7), десорбция с поверхности и подпо-
верхностного слоя не меняется. Для диффузи-
онных пиков наблюдается склейка восходящих
фронтов с ростом толщины. Для стали высо-
котемпературный пик становится более выра-
женным с увеличением �. На рисунках 11 и
12 при уменьшении толщины температурные
максимумы сближаются и ТДС-спектр приоб-
ретает однопиковый вид.
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Рис. 11. Численный ТДС-спектр, распределенная модель. Влияние толщины образца
Fig. 11. Numerical TDS spectrum, a distributed model. Impact of the sample thickness

J  1014, H/(s cm2). .

T, K
1

2
3

= 0.01; 0.02; 0.03 cmNi Steel

J  1012, H/(s cm2). .

T, K

1
2

3

4

5

= 0.005, 0.01; 0.02; 0.03; 0.04 cm

_
0 = 

Рис. 12. Численный ТДС-спектр. Влияние толщины образца (начальная концентрация равновесная)
Fig. 12. Numerical TDS spectrum. Impact of the sample thickness (initial concentration equilibrium)
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Изменение численных ТДС-спектров (мо-
дель в форме краевой задачи) при варьиро-
вании скорости нагрева β показано на рисун-
ке 13. В координатах (T, J) прослеживается
склейка восходящих фронтов пика, обуслов-

ленного поверхностными процессами. Каче-
ственные изменения при варьировании β ана-
логичны модельным спектрам, наблюдаемым
на рисунках 4, 6 для усредненной концентра-
ции в форме реакции 1–2 порядка.
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Рис. 13. Численный ТДС-спектр, распределенная модель. Влияние скорости нагрева
Fig. 13. Numerical TDS spectrum, a distributed model. Impact of the heating rate

Заключение

Проведено численное исследование двух-
пиковых спектров ТДС-дегазации на приме-
ре данных по хорошо изученным металли-
ческим материалам, никелю и стали марки
12Х18Н10Т. Удалось рассмотреть различные
варианты эксперимента:

• максимальный поток достигается в низ-
котемпературном и в высокотемператур-
ном пиках;

• поверхностный и диффузионный пики
смоделированы как в относительно изо-
лированном друг от друга виде, так и при
активном взаимодействии;

• ТДС-дегазация проводится в режиме, ли-
митированном поверхностью, и в диффу-
зионном режиме;

• исследована сорбция водорода в поверх-
ностном и диффузионном режимах;

• проведены эксперименты по ТДС-
дегазации в условиях как равновесной на-
чальной концентрации, так и существен-
но меньшей (соответствующей условиям
сорбции в экспериментах).

Целесообразно провести дегазацию на пла-
стинах разной толщины. Если пики остаются
соизмеримыми по площади, то это аргумент в
пользу моделей, оперирующих объемными ха-
рактеристиками. Если первый пик практиче-
ски не изменился, а последующий значительно
возрос с увеличением толщины, то целесооб-
разно взять за основу диффузионную модель
в объеме с учетом поверхностных процессов
(динамические граничные условия).
При обоснованной необходимости в урав-

нение диффузии можно добавить слагае-
мые обратимого захвата, что лишь техниче-
ски усложнит численное моделирование. Ха-
рактерные изменения спектра, полученные
численным моделированием при варьирова-
нии параметров, позволяют более обоснован-
но судить о динамике различных физико-
химических процессов при ТДС-дегазации.
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О РАЗМЕРНОСТЯХ ФИНИТНОЙ АППРОКСИМАЦИИ
И ФУНКТОРАХ, СОХРАНЯЮЩИХ ε-СЕТИ

А. В. Иванов
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН» (ул. Пушкинская, 11,
Петрозаводск, Республика Карелия, Россия, 185910)

Размерность финитной аппроксимации dimF ξ определена для любой точки
ξ пространства вида F(X), где F – метризуемый полунормальный функтор,
а X – метрический компакт. Такими точками могут быть замкнутые под-
множества, вероятностные меры, максимальные сцепленные системы замкну-
тых множеств и т. д. Проведенные исследования показывают, что для мно-
гих функториальных конструкций общей топологии (функторов экспоненты,
вероятностных мер, суперрасширения и др.) размерность финитной аппрокси-
мации dimF ξ не превосходит емкостной размерности dimB носителя supp(ξ)
данной точки. В связи с этим естественно возникает задача описания класса
функторов, для которых выполняется указанное ограничение на размерность
финитной аппроксимации. В работе введено понятие метризуемого функтора,
сохраняющего ε-сети. Условие сохранения ε-сетей функтором F оказывается
достаточным для выполнения неравенства dimF ξ � dimB(supp(ξ)) для любой
точки ξ ∈ F(X). Доказано, что ряд известных метризуемых функторов сохра-
няет ε-сети.

Ключ е вы е c л о в а: полунормальный функтор; метризуемый функтор; раз-
мерность финитной аппроксимации; емкостная размерность; размерность кван-
тования
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The dimension of finite approximation dimF ξ is defined for any point ξ of the space
F(X), where F is a metrizable seminormal functor and X is a metric compactum.
Such points can represent closed subsets, probability measures, maximal linked
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systems of closed sets, etc. The analysis shows that for many functorial
constructions of general topology (exponential functor, probability measures
functor, superextension functor, etc.) the dimension of finite approximation dimF ξ
does not exceed the box dimension dimB of the support supp(ξ) of this point. In this
connection, the problem naturally arises of how to describe the class of functors for
which the indicated restriction on the dimensionality of the finite approximation
holds. This paper introduces the notion of a metrizable functor that preserves
ε-nets. The condition that ε-nets be preserved by the functor F proved to be
sufficient for the inequality dimF ξ � dimB(supp(ξ)) for any point ξ ∈ F(X). It
is proved that a number of well-known metrizable functors preserve ε-nets.

K e ywo r d s: seminormal functor; metrizable functor; dimension of finite
approximation; box dimension; quantization dimension
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Введение
Размерность финитной аппроксимации

dimF ξ определена для любой точки ξ ∈ F(X),
где F – метризуемый полунормальный функ-
тор в категории компактов и непрерывных
отображений, а X – метрический компакт.
Функтор F называется полунормальным, если
он сохраняет точку и пустое множество, моно-
морфен, сохраняет пересечения и непрерывен
в смысле Е. В. Щепина. Если F – полунор-
мальный функтор, то для любого замкнутого
подмножества A компакта X пространство
F(A) естественно отождествляется с подпро-
странством F(X), т. е. можно считать, что
F(A) ⊂ F(X). Для любой точки ξ ∈ F(X)
определен ее носитель supp(ξ) как наимень-
шее (по включению) замкнутое подмножество
A ⊂ X, для которого ξ ∈ F(A). Для n ∈ N

Fn(X) = {ξ ∈ F(X) : |supp(ξ)| � n}.
Известно, что

⋃
n∈NFn(X) всюду плотно в

F(X) и X = F1(X) ⊂ F(X). Доказательство
всех этих фактов дано в работе [10].
Полунормальный функтор F называется

метризуемым (по В. В. Федорчуку [6]), если
для любого метрического компакта (X, ρ) су-
ществует продолжение ρF метрики ρ на F(X)
(сохраняющее диаметр X), при котором под
действием функтора F сохраняются изомет-
рические вложения. В дальнейшем речь идет
только о функторах бесконечной степени, для
которых Fn(X) �= F(X) для любого n ∈ N и
любого бесконечного компакта X.
Пусть (X, ρ) – метрический компакт. Для

каждой точки ξ ∈ F(X) положим
N(ξ, ε) = min{n : ρF (ξ,Fn(X)) � ε}. (1)

Если ξ �∈ ⋃
n∈NFn(X), то число N(ξ, ε) неогра-

ниченно возрастает при ε → 0. Скорость этого
возрастания характеризует размерность фи-
нитной аппроксимации точки ξ

dimF (ξ) = lim
ε→0

logN(ξ, ε)

− log ε
. (2)

Размерность dimF (ξ) определяет «точку пере-
ключения» предела

lim
ε→0

N(ξ, ε)εα

– при α < dimF (ξ) этот предел равен беско-
нечности, а при α > dimF (ξ) он равен нулю.
Заметим, что предел в формуле (2) мо-

жет не существовать. Тогда мы рассматриваем
верхний или нижний пределы и получаем, со-
ответственно, верхнюю dimF (ξ) или нижнюю
dimF (ξ) размерности финитной аппроксима-
ции точки ξ.
Определение размерности финитной ап-

проксимации позволяет установить общую
функториальную природу таких известных
математических понятий, как емкостная раз-
мерность dimB X метрического компакта X и
размерность квантования D(μ) вероятностной
меры μ. Оказывается, что емкостная размер-
ность dimB F любого замкнутого подмноже-
ства F ⊂ X совпадает с размерностью фи-
нитной аппроксимации dimexp(F ), определен-
ной для функтора экспоненты exp с метри-
кой Хаусдорфа, а размерность квантования
вероятностной меры является размерностью
финитной аппроксимации для функтора веро-
ятностных мер P с метрикой Канторовича –
Рубинштейна. Свойства емкостной размерно-
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сти и размерности квантования подробно изу-
чены (см. [5] и [11]). Размерности финитной
аппроксимации для функторов суперрасши-
рения и идемпотентных (вероятностных) мер
рассматривались в работах [4] и [13] соответ-
ственно. Для всех указанных функторов вы-
полняется общее неравенство

dimF (ξ) � dimB(supp(ξ)) (3)

для любой точки ξ ∈ F(X). В связи с
этим встает вопрос о справедливости нера-
венства (3) для любого метризуемого функ-
тора. Надо заметить, что определение мет-
ризуемости налагает весьма слабые ограниче-
ния на функтор, поэтому представляет инте-
рес формулировка дополнительных требова-
ний на функтор F , которые гарантируют вы-
полнение неравенства (3).
В работе предложено условие сохранения ε-

сетей, имеющее естественную формулировку:
метризуемый функтор F сохраняет ε-сети, ес-
ли для любой ε-сети A подмножества B ⊂ X
множество F(A) является ε-сетью для F(B).
Это условие можно ослабить, а именно, тре-
бовать, чтобы множество F(A) было pε-сетью
для F(B), где p � 1 – некоторая константа, за-
висящая от F . Показано, что данное условие
является достаточным для выполнения нера-
венства (3). Установлено, что все упомянутые
выше функторы сохраняют ε-сети.

Предварительные определения

Определение 1 (В. В. Федорчук [6]). Полу-
нормальный функтор F называется метризуе-
мым, если для любого метрического компакта
(X, ρ) может быть указана совместимая с то-
пологией метрика ρF на F(X) так, что выпол-
няются следующие условия:
1) для любого изометрического вложения

i : (X1, ρ1) → (X2, ρ2) отображение F(i) :
(F(X1), (ρ1)F ) → (F(X2), (ρ2)F ) также явля-
ется изометрическим вложением;
2) ρF |X = ρ;
3) diam(X) = diam(F(X)).
При этом семейство метрик {ρF} по опре-

делению задает метризацию функтора F .
Если F – метризуемый функтор и (X, ρ) –

метрический компакт, то согласно формуле (1)
для любой точки ξ ∈ F(X) и любого ε > 0
определено число N(ξ, ε).
Определение 2 (см. [3] и [12]). Размер-
ностями финитной аппроксимации (верхней
dimF (ξ) и нижней dimF (ξ)) точки ξ ∈ F(X)
называются следующие величины:

dimF (ξ) = limε→0
logN(ξ, ε)

− log ε
,

dimF (ξ) = limε→0

logN(ξ, ε)

− log ε
.

Очевидно, что всегда dimF (ξ) � dimF (ξ).
В случае выполнения равенства dimF (ξ) =
dimF (ξ) используется обозначение dimF (ξ).
Приведем необходимые сведения о кон-

кретных функторах, которые рассматривают-
ся в работе.

Функтор exp. Для компакта X через
expX обозначается пространство непустых за-
мкнутых подмножеств X с топологией Вье-
ториса. Каждому непрерывному отображению
компактов f : X → Y соответствует непрерыв-
ное отображение exp(f) : expX → expY , дей-
ствующее по правилу: exp(f)(A) = f(A), где
A ∈ expX. Для метрического компакта (X, ρ)
на expX определена метрика Хаусдорфа ρH :

ρH(F,G)=inf{ε :F ⊂B(G, ε), G⊂B(F, ε)}, (4)
где B(F, ε) = {x ∈ X : ρ(x, F ) � ε} – за-
мкнутый ε-шар множества F (аналогично че-
рез B(x, ε) мы обозначаем замкнутый ε-шар
точки x ∈ X). Известно [5], что семейство мет-
рик {ρH} задает метризацию функтора exp.
Напомним, что подмножество A ⊂ X мет-

рического компакта называется ε-сетью для
F ⊂ X, если B(A, ε) ⊃ F . Нетрудно показать,
что для любого F ∈ expX число N(F, ε) равно
наименьшему количеству точек в ε-сети для
F , откуда сразу следует [4] совпадение размер-
ностей финитной аппроксимации для функто-
ра exp с классическими емкостными размер-
ностями:

dimexp(F ) = dimBF, dimexp(F ) = dimBF.

Для любого F ∈ expX носителем supp(F ) яв-
ляется само множество F . Следовательно, для
функтора exp неравенство (3) выполняется.
Функтор вероятностных мер Р. Через

P (X) обозначается множество вероятностных
мер на компакте X, наделенное слабой* топо-
логией. Если вероятностную меру μ отожде-
ствить (согласно теореме Рисса) с функциона-
лом μ : C(X) → R, действующим на простран-
стве C(X) непрерывных функций на X по
формуле μ(g) =

∫
g dμ, то для любого непре-

рывного отображения компактов f : X → Y
образ P (f)(μ) меры μ ∈ P (X) при отобра-
жении P (f) : P (X) → P (Y ) определяется по
формуле: P (f)(μ)(g) = μ(g ◦ f), где g ∈ C(Y ).
Для метрического компакта (X, ρ) на P (X)
определена совместимая с топологией метри-
ка Канторовича –Рубинштейна ρP :

ρP (μ.ν) = sup{|μ(g)− ν(g)| : g ∈ Lip1(X)},
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где Lipc(X) – множество вещественных функ-
ций на X, удовлетворяющих условию Липши-
ца с константой c. Известно [6], что семейство
метрик {ρP } определяет метризацию функто-
ра P . В [3] показано, что размерность финит-
ной аппроксимации dimP (μ) меры μ совпадает
с размерностью квантования D(μ), определен-
ной в рамках теории квантования вероятност-
ных мер [11].
Носителем меры μ ∈ P (X) является наи-

меньшее (по включению) замкнутое подмно-
жество A ⊂ X, для которого μ(A) = 1. Из-
вестно, что

D(μ) � dimB(supp(μ)),

D(μ) � dimB(supp(μ))
(5)

(см. [3], для мер в R
n с компактным носите-

лем – [11]).
Функтор идемпотентных мер I. Для

c ∈ R через cX обозначается постоянная функ-
ция на X со значением c.
Определение 3 (см. [1]). Функционал μ :
C(X) → R называется идемпотентной (веро-
ятностной) мерой, определенной на компакте
X, если для любых f, g ∈ C(X) и c ∈ R

1) μ(cX) = c;
2) μ(cX + f) = c+ μ(f);
3) μ(max{f, g}) = max{μ(f), μ(g)}.
Множество I(X) идемпотентных мер на

компакте X, наделенное слабой* топологи-
ей, всегда является компактом. Для любо-
го непрерывного отображения компактов f :
X → Y отображение I(f) : I(X) → I(Y ) опре-
деляется по схеме приведенного выше опреде-
ления отображения P (f). Как показал М. За-
ричный [1], функтор I является нормальным в
смысле Е. В. Щепина (в частности, функтор I
полунормален).
Для каждой идемпотентной меры μ ∈ I(X)

определена ее плотность dμ : X → Rmax по
формуле dμ(x) = inf{μ(f) : f ∈ C(X), f �
0X , f(x) = 0}, где Rmax = {−∞} ∪ R. Функ-
ция dμ удовлетворяет условию max dμ = 0 и
полунепрерывна сверху. При этом dμ опреде-
ляет исходную идемпотентную меру μ:

μ(f) = max{dμ(x) + f(x) : x ∈ X}, (6)

где f ∈ C(X). (Формула (6) корректна, по-
скольку функция dμ+f полунепрерывна свер-
ху и, следовательно, sup{dμ(x)+ f(x) : x ∈ X}
достигается в некоторой точке компакта X). И
обратно, если взять любую полунепрерывную
сверху функцию g : X → Rmax, удовлетворяю-
щую условию max g = 0, то формула (6) опре-
деляет идемпотентную меру μg:

μg(f) = max{g(x) + f(x) : x ∈ X},

для которой dμg
= g (см. [8]). Носителем идем-

потентной меры μ является множество

supp(μ) = {x : dμ(x) > −∞}.
В работе Л. Базилевич, Д. Реповша и

М. Заричного [9] для любого метрического
компакта (X, ρ) на I(X) определена метрика
ρI . В [13] показано, что семейство {ρI} зада-
ет метризацию функтора I. Метрика ρI стро-
ится в [9] с помощью семейства непрерывных
псевдометрик ρn (n ∈ N), определение кото-
рых аналогично определению метрики Канто-
ровича –Рубинштейна на P (X):

ρn(μ, ν) = sup{|μ(f)− ν(f)| : f ∈ Lipn(X)},
где μ, ν ∈ I(X). По определению

ρI(μ, ν) =
∑
n∈N

ρn(μ, ν)

n2n
. (7)

Размерности финитной аппроксимации идем-
потентных мер, определенные по метризации
{ρI}, в работе [13] были названы размерностя-
ми квантования (по аналогии с вероятностны-
ми мерами) и обозначены через DI(μ).
Для размерностей квантования идемпо-

тентных мер имеют место неравенства, анало-
гичные (5) (см. [13]):

DI(μ) � dimB(supp(μ)),

DI(μ) � dimB(supp(μ)).

Функтор суперрасширения. Система
замкнутых подмножеств компакта X называ-
ется сцепленной, если любые два ее элемента
пересекаются. Любая максимальная (по вклю-
чению) сцепленная система (мсс) замкнутых
подмножеств компакта X является точкой
пространства exp(expX). Таким образом, мно-
жество λX максимальных сцепленных систем
является подмножеством exp(expX) и может
быть наделено топологией подпространства.
Для любого компактаX пространство λX так-
же компактно. Если (X, ρ) – метрический ком-
пакт, то на exp(expX) определена метрика Ха-
усдорфа (ρH)H , ограничение которой на λ(X)
обозначается через ρλ. Известно, что

ρλ(ξ, η) = inf{ε : ∀F ∈ ξ B(F, ε) ∈ η}.
Для непрерывного отображения компактов f :
X → Y отображение λ(f) : λ(X) → λ(Y ) опре-
деляется по правилу: λ(f)(ξ) есть единствен-
ная мсс в Y , содержащая сцепленную систе-
му {f(F ) : F ∈ ξ}. Носитель мсс ξ ∈ λ(X)
есть наименьшее (по включению) замкнутое
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подмножество A ⊂ X, для которого система
{F ∩ A : F ∈ ξ} является сцепленной. Функ-
тор λ является метризуемым полунормальным
функтором с метризацией {ρλ} (см. [6, 7]).
В [4] показано, что для размерностей фи-

нитной аппроксимации максимальных сцеп-
ленных систем ξ ∈ λX выполняются неравен-
ства (3):

dimλ(ξ) � dimB(supp(ξ)),

dimλ(ξ) � dimB(supp(ξ)).

Метризуемые функторы, сохраняю-
щие ε-сети

Определение 4. Будем говорить, что полу-
нормальный метризуемый функтор F с метри-
зацией {ρF} сохраняет ε-сети, если существует
константа p � 1 такая, что для любого ε > 0,
любого метрического компакта (X, ρ), любого
его замкнутого подмножества A и любой за-
мкнутой ε-сети B для A множество F(B) яв-
ляется pε-сетью для F(A) в F(X).

Теорема 1. Если полунормальный метризуе-
мый функтор F с метризацией {ρF} сохраня-
ет ε-сети, то для любого метрического ком-
пакта (X, ρ) и любой точки ξ ∈ F(X) имеют
место неравенства:

dimF (ξ) � dimB(supp(ξ)),

dimF (ξ) � dimB(supp(ξ)).

Доказательство. Пусть ξ ∈ F(X) и supp(ξ) =
A ∈ expX. Фиксируем ε > 0 и положим
n = N(A, ε) (речь здесь идет о числе N для
функтора exp). Тогда существует D ∈ expnX,
для которого ρH(A,D) � ε. Следовательно,
A ⊂ B(D, ε)1, т. е. D является ε-сетью для A.
При этом |D| � n. В силу условий, наложен-
ных на функтор F , множество F(D) является
pε-сетью для F(A) в F(X), где p – константа
из определения 4. Поскольку ξ ∈ F(A), в F(D)
найдется точка η, для которой ρF (ξ, η) � pε.
Следовательно, ρF (ξ,Fn(X)) � pε, и значит,
N(ξ, pε) � n = N(A, ε).
Имеем:

dimF (ξ) = limε→0
logN(ξ, ε)

− log ε

= limε→0
logN(ξ, pε)

− log ε
� limε→0

logN(A, ε)

− log ε

= dimB(supp(ξ)).

Неравенство для нижних размерностей дока-
зывается аналогично.

Для вероятностной меры μ ∈ P (X) извест-
на следующая формула [3], выражающая рас-
стояние ρP от μ до P (A), где A – произвольное
конечное подмножество X:

ρP (μ, P (A)) = μ(ρ(x,A)) =

∫
X
ρ(x,A) dμ.

При доказательстве теоремы 2 нам понадо-
бится следующее утверждение, представляю-
щее самостоятельный интерес.

Предложение. Для любой меры μ ∈ P (X) и
любого замкнутого подмножества A метриче-
ского компакта X имеет место равенство

ρP (μ, P (A)) = μ(ρ(x,A)).

Доказательство. Заметим, что функция
ρ(x,A) принадлежит множеству Lip1(X). Ин-
теграл от функции ρ(x,A) по любой мере
ν ∈ P (A) равен нулю, поскольку ρ(x,A) = 0
при x ∈ A. Следовательно,

ρP (μ, ν) � |μ(ρ(x,A))−ν(ρ(x,A))| = μ(ρ(x,A)).

Докажем обратное неравенство. Пусть F –
конечная ε-сеть для A, причем F ⊂ A. Пока-
жем, что

ρ(x, F ) � ρ(x,A) + ε.

Возьмем точку a ∈ A, для которой ρ(x, a) =
ρ(x,A). Существует точка b ∈ F такая, что
ρ(a, b) � ε. Имеем ρ(x, F ) � ρ(x, b) � ρ(x, a) +
ρ(a, b) � ρ(x,A) + ε, что и требовалось.
Поскольку P (F ) ⊂ P (A) и утверждение

предложения выполняется для конечных мно-
жеств, мы получаем

ρP (μ, P (A)) � ρP (μ, P (F ))

= μ(ρ(x, F )) � μ(ρ(x,A)) + ε.
(8)

Неравенство (8) выполняется для любого ε.
Следовательно, ρP (μ, P (A)) � μ(ρ(x,A)).

Теорема 2. Функторы exp, P , I и λ сохраня-
ют ε-сети. Для всех этих функторов p = 1.

Доказательство. Функтор exp. Пусть
A,B – замкнутые подмножества X, B – ε-сеть
для A и F ∈ expA. Для ε′ > ε рассмотрим
систему множеств

α = {O(x, ε′) : x ∈ B, O(x, ε′) ∩ F �= ∅},
где O(x, ε′) = {y : ρ(x, y) < ε′} – открытый
ε′-шар с центром в x. Поскольку B – ε-сеть для
A, система α является открытым покрытием

1В определении метрики ρH по формуле (4) inf можно заменить на min, поскольку
⋂

ε′>ε B(D, ε′) = B(D, ε).
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множества F . Выделим из этого покрытия ко-
нечное подпокрытие {O(x1, ε

′), . . . , O(xn, ε
′)} и

рассмотрим множество G = {x1, . . . , xn} ∈
expB. Из построения следует, что ρH(F,G) �
ε′. Таким образом, ρH(F, expB) � ε′ для лю-
бого ε′ > ε. Следовательно, ρH(F, expB) � ε,
что и требовалось.
Функтор Р. Пусть A,B ∈ expX и B –

ε-сеть для A. В силу предложения для любой
меры μ ∈ P (A) имеет место равенство

ρP (μ, P (B)) = μ(ρ(x,B)) =

∫
supp(μ)

ρ(x,B) dμ.

При этом ρ(x,B) � ε для любой точки x ∈
supp(μ), поскольку B – ε-сеть для A. Следова-
тельно, ρP (μ, P (B)) � ε.
Функтор I. Пусть множества A,B ⊂ X

такие же, как и выше, и μ ∈ I(A). Пусть
F = supp(μ) ⊂ A. Как и в рассуждениях о
функторе exp, для множества F построим ко-
нечное подмножество G = {x1, . . . , xn} ⊂ B
для ε′ > ε. Пусть dμ – функция плотности
идемпотентной меры μ и λi = max{dμ(x) :
x ∈ B(xi, ε

′)}. Определим функцию плотно-
сти dν по формуле: dν(xi) = λi, dν(x) = −∞
при x �∈ G. Функция dν задает идемпотентную
меру ν ∈ I(B) по формуле (6).
Оценим расстояние ρI(μ, ν). Пусть f ∈

Lipn(X) и μ(f) = dμ(x) + f(x), где x ∈ F . Су-
ществует точка xi ∈ G такая, что x ∈ B(xi, ε

′).
Имеют место неравенства: dμ(x) � λi, f(x) −
nε′ � f(xi). Следовательно,

ν(f) � λi + f(xi) � μ(f)− nε′. (9)

В силу формулы (6) ν(f) = λj+f(xj) для неко-
торой точки xj ∈ G. При этом λj = dμ(x), где
x ∈ B(xj , ε

′). Следовательно,

ν(f) = dμ(x)+f(xj) � dμ(x)+f(x)+nε′

� μ(f) + nε′.
(10)

Из неравенств (9) и (10) следует, что

|μ(f)− ν(f)| � nε′

для любой функции f ∈ Lipn(X). Таким об-
разом, ρn(μ, ν) � nε′ для любого n. Значит,
ρI(μ, ν) � ε′ согласно формуле (7).
Итак, доказано, что ρI(μ, I(B)) � ε′ для

любого ε′ > ε. Следовательно, ρI(μ, I(B)) � ε.
Функтор суперрасширения. Пусть D –

ε-сеть для A в X и ξ ∈ λ(A). Рассмотрим си-
стему η1 = {B(F, ε) ∩ D : F ∈ ξ} и докажем,
что она является сцепленной. В самом деле,
для любых множеств F1, F2 ∈ ξ

B(F1, ε) ∩B(F2, ε) ∩D

⊃ B(F1 ∩ F2 ∩A, ε) ∩D �= ∅.

Дополним систему η1 до мсс η2 в D, а систе-
му η2 дополним до мсс η в X. По построению
η ∈ λ(D) и B(F, ε) ∩D ∈ η для любого F ∈ ξ.
Из максимальности η следует, что B(F, ε) ∈ η
для любого F ∈ ξ, и значит, ρλ(ξ, η) � ε. Сле-
довательно, λ(D) – ε-сеть для λ(A).

Замечание. В работе [2] предложен вариант
метризации функтора I с помощью следующе-
го семейства метрик {ρI2}:

ρI2(μ, ν)

= sup

{ ∞∑
n=1

|μ(nf)− ν(nf)|
n2n

: f ∈ Lip1(X)

}
,

где μ, ν ∈ I(X). В [2] показано, что ρI2(μ, ν) �
ρI(μ, ν) для любых идемпотентных мер μ, ν ∈
I(X). Следовательно, функтор I с метриза-
цией {ρI2} также сохраняет ε-сети. Из теоре-
мы 1 следует, что для размерностей кванто-
вания идемпотентных мер, определенных по
метрике ρI2, справедливы неравенства:

DI2(μ) � dimB(supp(μ)),

DI2(μ) � dimB(supp(μ)).
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Проведен анализ классического результата теории оптимального фуражиро-
вания – теоремы о предельном значении (the Marginal Value Theorem (MVT))
Э. Чарнова (E. Charnov), согласно которому популяция покидает участок, со-
держащий питательный ресурс, в такой момент времени, при котором средняя
скорость потребления энергии максимальна. Как показывают наблюдения, ре-
альное время, проведенное популяцией на участке, чаще существенно отлича-
ется от прогнозируемого в соответствии с MVT. В предлагаемой модели учи-
тывается состояние пищевых ресурсов участка, что позволяет сформулировать
новый подход для оценивания момента времени ухода популяции. При этом ис-
пользуется понятие пищевой привлекательности участка, ранее введенное од-
ним из авторов. Показано наличие запаздывания по времени ухода популяции
с участка по сравнению с уходом, получаемым на основе MVT, что согласуется
с реальными наблюдениями.
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time predicted according to MVT. The proposed model takes into account the state
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the time when the population will leave the patch. In doing so, we use the concept
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Введение

Рассматривается участок, биологическое
сообщество которого состоит из двух видов –
стадного вида хищников и жертв. Причем
предполагается, что популяция жертв не по-
кидает участок, а популяция хищников полно-
стью мигрирует с участка. В работе рассмат-
ривается два подхода к уходу популяции хищ-
ников с участка. Первый основан на теореме
о предельном значении Э. Чарнова, которую
далее для краткости будем называть принци-
пом Э. Чарнова. Согласно принципу Э. Чарно-
ва [8], популяция хищников покидает участок
в такой момент времени, при котором сред-
няя скорость потребления энергии максималь-
на. Согласно второму подходу, основанному на
понятии пищевой привлекательности участка,
уход популяции хищников с участка происхо-
дит в результате накопления недостатка пище-
вого ресурса на участке. В настоящей работе
проводится сравнение упомянутых подходов.

Принцип Э. Чарнова

В работе [8] рассматривается местообита-
ние хищников, состоящее из участков k типов.
Предполагается, что пищевой ресурс распре-
делен по участкам и популяция хищников ми-
грирует между участками. В описанной ситу-
ации перед популяцией хищников возникают
два вопроса: участки каких типов ей посетить
и в какой момент времени участки покидать?
В классической работе Э. Чарнова [8] дается
ответ на второй вопрос.
В [8] предполагается, что пока хищники на-

ходятся на участке, скорость потребления пи-
щи для этого участка уменьшается с течением
времени, проведенного на участке. Также в [8]
предполагается, что популяция хищников по-

кидает участок в тот момент времени, при ко-
тором средняя скорость потребления энергии
максимальна.
В настоящей работе рассмотрим част-

ный случай. Предположим, что местообитание
хищников состоит из n участков одного типа и
области, находящейся между этими участками
(рис. 1).

Рис. 1. Местообитание популяции хищников, где
Qi – участок местообитания (i = 1, ..., n)
Fig. 1. Habitat of the predator population, where Qi

is the habitat patch (i = 1, ..., n)

Следуя [8], введем обозначения:
T – время, проведенное популяцией хищни-

ков на участке Qi;
P – доля участков, которую посетила попу-

ляция хищников;
t′ – время, проведенное популяцией вне

участков;
Et′ – энергия, которую расходует популя-

ция хищников в единицу времени при переме-
щении между участками;

h(T ) – энергия, усвоенная хищниками от
потребления пищевого ресурса на участке Qi

за время T без учета энергии, затраченной на
поиск пищевого ресурса, причем по предполо-
жению h′(T ) = dh/dT убывает при всех T ;
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Es – энергия, которую расходуют хищники
в единицу времени на поиск пищевого ресурса
на участке Qi;

g(T ) = h(T )−Es ·T – усвоенная энергия на
участкеQi за время T с учетом энергии, затра-
ченной хищниками на поиск пищевого ресурса
на участке Qi.
Пусть En – средняя скорость потребления

энергии. Справедлива формула

En =
P · g(T )− t′ · Et′

t′ + P · T .

Через E∗n обозначим максимальную сред-
нюю скорость потребления энергии.

Теорема (Принцип Э. Чарнова [8]). Хищ-
ники покидают участок Qi в момент време-
ни T , при котором выполнено равенство

∂g(T )

∂T
= E∗n. (1)

Обоснование теоремы [8].
Оптимальное значение T , т. е. значение,

при котором En максимальна, найдем, решая
уравнение

∂En

∂T
= 0

или
Pg′(T )(t′ + PT )− (Pg(T )− t′Et′)P

(t′ + PT )2
= 0.

После умножения на (t′ + PT )2 > 0 получим
уравнение

Pg′(T )(t′ + PT )− (Pg(T )− t′Et′)P = 0,

которое может быть записано в виде

Pg′(T )(t′ + PT )− EnP (t′ + PT ) = 0

или
g′(T ) = En.

Далее, так как g(0) = 0 и g′′(T ) < 0 при
T � 0 (следует из убывания h′(T ) при T � 0),
то существует T = T ∗, которое удовлетворя-
ет (1), причем T ∗ – точка максимума, потому
что матрица Гессе в точке T ∗ отрицательно
определенная [12]. Итак, T оптимально, если
g′(T ) = E∗n.
Таким образом, Э. Чарнов получил общее

для всех систем условие мгновенного ухода по-
пуляции с участка. Чаще реальное время, про-
веденное популяцией на участке, существенно
отличается от прогнозируемого по Э. Чарно-
ву. Действительно, хищникам в непредсказу-
емой среде, возможно, потребуется дополни-
тельное время на отлов жертв, что затруд-
няет определение времени, проведенного по-
пуляцией хищников на участке [11]. Принцип

Э. Чарнова является разумной отправной точ-
кой. Стоит отметить, что при нахождении вре-
мени ухода популяции с участка важно учи-
тывать естественную сложность системы. В
связи с этим возникает задача моделирования
процесса ухода популяции с участка с учетом
реальных процессов в системе.

Описание модели

Общий подход

Далее будем рассматривать один участок,
биологическое сообщество которого состоит из
k популяций, причем численность i-й популя-
ции на участке в момент времени t обозна-
чим через xi = xi(t), где i = 1, ..., k. Сле-
дуя Ю. Одуму [6], в правую часть дифферен-
циального уравнения, описывающего динами-
ку xi, будем вводить положительные, отрица-
тельные и нулевые члены в зависимости от
воздействия, оказываемого популяциями био-
сообщества на i-ю популяцию, i = 1, ..., k. Сле-
довательно, система дифференциальных урав-
нений роста популяций на участке примет вид

ẋi = fi(x1, ..., xk), i = 1, ..., k. (2)

Время жизни популяции на участке свя-
зано со структурной переменной, формальное
определение которой введено в работах [3–5].
Далее структурную переменную будем назы-
вать пищевой привлекательностью. Пищевая
привлекательность участка для i-й популяции
характеризует накопление избытка или недо-
статка пищевого ресурса для данной популя-
ции и определяется выражением вида

ni = ni(t) = Λi +

t∫
0

hi(x1, ..., xk)dτ, (3)

где Λi = ni(0) – постоянное положительное
пороговое значение, hi(x1, ..., xk) – мгновенная
скорость изменения пищевой привлекательно-
сти, i = 1, ..., k. За счет интеграла в выра-
жении для пищевой привлекательности реше-
ние об уходе принимается с учетом предысто-
рии. Действительно, чтобы популяция ушла с
участка из-за нехватки пищевого ресурса, она
должна испытывать недостаток пищи в тече-
ние некоторого времени. Естественно считать,
что ni является критерием, по которому опре-
деляется присутствие или отсутствие i-й по-
пуляции на участке. Будем считать, что при
ni > Λi i-я популяция находится на участ-
ке, при ni < Λi – вне участка, i = 1, ..., k.
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За счет интеграла в выражении для ni про-
исходит накопление избытка (недостатка) пи-
щевого ресурса, и когда накопление достига-
ет порогового значения Λi, популяция покида-
ет участок. Таким образом, решение об ухо-
де популяции с участка принимается с учетом
предыстории развития системы, в отличие от
подхода Э. Чарнова.
Далее, продифференцировав (3), получим

систему дифференциальных уравнений

ṅi = hi(x1, ..., xk), i = 1, ..., k. (4)

Итак, объединяя (2) и (4), получим систему
дифференциальных уравнений

ẋi = fi(x1, ..., xk),

ṅi = hi(x1, ..., xk),
(5)

i = 1, ..., k.

Реализация общего подхода для двух по-
пуляций – хищников и жертв

В работе рассматривается участок, биоло-
гическое сообщество которого состоит из двух
популяций – жертв и хищников. Причем по-
пуляция жертв не покидает участок, а попу-
ляция хищников мигрирует с участка, если
на нем недостаточное количество питательно-
го ресурса (жертв).
Для описания динамики взаимодействую-

щих популяций будем использовать классиче-
скую систему Лотки –Вольтерры{

ẋ1 = x1(a− bx2),
ẋ2 = x2(kbx1 −m),

(6)

где x1 = x1(t), x2 = x2(t) – численность жертв
и хищников в момент времени t соответствен-
но; a – коэффициент прироста жертв в отсут-
ствие хищников; b – коэффициент истребления
хищником жертв; k – доля полученной с по-
требляемой хищником биомассой энергии, ко-
торая расходуется им на воспроизводство; m –
коэффициент естественной смертности хищ-
ников; причем a, b, k, m считаются положи-
тельными постоянными (k < 1).
Уравнение фазовой траектории системы

(6), проходящей через точкуM0(x10, x20), име-
ет вид (см., например, [10]):

a lnx2 − bx2 +m lnx1 − kbx1 − c = 0,

где c = c(x10, x20) = a lnx20 − bx20 +m lnx10 −
kbx10.
Пусть t = 0 – момент времени появления

популяции хищников на участке. Поскольку

жертвы не покидают участок, то будем счи-
тать, что пищевая привлекательность участка
для популяции жертв постоянна, т. е.

n1(t) = C, ∀t � 0,

где C – положительная постоянная. Далее
введем понятие пищевой привлекательности
участка для популяции хищников.
Следуя идее Р. Ардити (R. Arditi) и

Л. Гинзбурга (L. Ginzburg), изложенной в [7],
рассмотрим функцию

w(t) =
x1(t)

x2(t)
− λ,

т. е. отклонение относительной величины обес-
печенности хищника ресурсом от некоторо-
го порога λ > 0. Будем полагать, что при
w(t) < 0 появляется тенденция популяции
хищников к миграции. Естественно считать,
что мгновенное значение w(t∗) = 0 не яв-
ляется определяющим для начала миграции
в момент времени t = t∗ при условии, что
w(t) > 0 при t ∈ [0, t∗). Для начала мигра-
ции недостаток пищевого ресурса при w(t) < 0
должен накапливаться в течение некоторого
времени, что приводит к рассмотрению вели-

чины
t∫
0

(
x1(τ)
x2(τ)

− λ
)
dτ . Следуя принципу «ста-

да себялюбцев», предложенному У. Гамильто-
ном (W. Hamilton) в работе [9] для объясне-
ния одновременности миграции особей попу-

ляции, введем величину
t∫
0

x2(τ)
(
x1(τ)
x2(τ)

− λ
)
dτ ,

учитывающую объем популяции хищников.

Определение 1. Пищевой привлекательно-
стью участка для популяции хищников n2(t)
[5] называется сумма:

n2(t) = Λ +

t∫
0

x2(τ)

(
x1(τ)

x2(τ)
− λ

)
dτ, (7)

где Λ = n2(0) – постоянное положительное по-
роговое значение.

Будем полагать, что при n2(t) > Λ попу-
ляция хищников находится на участке, а при
n2(t) < Λ – вне участка. Таким образом, кри-
терием ухода популяции хищников с участка
в данной работе является пищевая привлека-
тельность. Отметим, что необходимость учета
пороговых эффектов в моделях поведения по-
пуляций отмечена в [1, 2].
Итак, для n2(t) будем использовать выра-

жение (7), предлагаемое на основе концепций
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Р. Ардити, Л. Гинзбурга и У. Гамильтона. За
счет интеграла в выражении для пищевой при-
влекательности решение об уходе принимает-
ся с учетом предыстории. Действительно, что-
бы популяция ушла с участка из-за нехват-
ки пищевого ресурса, она должна испытывать
недостаток пищи в течение некоторого време-
ни. Другими словами, происходит накопление
недостатка пищевого ресурса, и когда накоп-
ление достигает порогового значения, популя-
ция покидает участок. Таким образом, уход
популяции носит инерционный характер.

Замечание 1. В общем случае пищевую при-
влекательность можно ввести в виде

n2(t) =

t∫
0

f̃(x2(τ))g̃

(
x1(τ)

x2(τ)

)
dτ.

В данной работе функции f̃ и g̃ линейны
(см. (7)).

Равенство (7) эквивалентно дифференци-
альному уравнению

ṅ2 = x1 − λx2. (8)

Так как n1(t) = C, то в дальнейшем
будем рассматривать и исследовать систему
трех дифференциальных уравнений относи-
тельно x1(t), x2(t), n2(t). Объединяя систему
(6) и уравнение (8) и обозначая n2(t) через
ñ(t), получим систему⎧⎨⎩

ẋ1 = x1(a− bx2),
ẋ2 = x2(kbx1 −m),
˙̃n = x1 − λx2.

(9)

В силу того, что в правые части первых
двух уравнений системы (9) не входит ñ, в про-
странстве {(x1, x2, ñ) : x1 ∈ R, x2 ∈ R, ñ ∈ R}
траектории этой системы располагаются на
цилиндрических поверхностях, образующие
которых параллельны оси Oñ, направляю-
щие – траектории системы (6).
Решение системы (9) обозначим через

r(t,M0) = (x1(t,M0), x2(t,M0), ñ(t,M0)),

причем r(0,M0) = M0, где M0 = (x10, x20,Λ),
x10 = x1(0), x20 = x2(0),Λ = ñ(0).

Замечание 2. Для плоскости {(x1, x2, ñ) :
x1 ∈ R, x2 ∈ R, ñ = 0} будем использовать
обозначение (x1, x2). Вместо исследования по-
ведения траекторий системы (9) достаточно
исследовать поведение проекций траекторий
системы (9) на плоскость (x1, x2). Причем,

так как проекцией траектории системы (9) на
(x1, x2) является траектория системы Лотки –
Вольтерры (6), достаточно исследовать по-
ведение траекторий системы (6) на коорди-
натной плоскости (x1, x2). Проекцию точки
M0(x10, x20,Λ) на плоскость (x1, x2) обозначим
через M0(x10, x20).

Сравнение подходов

Получим условие на оптимальное время
ухода популяции хищников c участка, исполь-
зуя понятие пищевой привлекательности. Вы-
вод условия проведем аналогично тому, кото-
рый проводил Э. Чарнов в работе [8]. Рассмот-
рим два случая.
1. Функция g(T ) не учитывает объем попу-

ляции хищников и имеет вид

g(T ) =

T∫
0

(
x1(t)

x2(t)
− λ

)
dt,

где T = T (M0) – время, проведенное хищ-
никами на участке, x1(t) = x1(t,M0), x2(t) =
x2(t,M0) – численность жертв и хищников в
момент времени t соответственно, λ – постоян-
ная положительная величина. Будем считать,
что x1(t)/x2(t) – энергия, усваиваемая хищ-
ником в единицу времени от потребления пи-
щевого ресурса на участке без учета энергии,
затраченной на поиск пищевого ресурса, λ –
энергия, которую расходует хищник в единицу
времени на поиск пищевого ресурса на участ-
ке. Таким образом, по смыслу g(T) – это энер-
гия, усвоенная хищником на участке за время
T , с учетом энергии, затраченной на поиск пи-
щевого ресурса на участке.
В дальнейшем полагаем, что M0 ∈

{(x1, x2) : x1 − λx2 > 0}.
Средняя скорость потребления энергии

En(T ) = En(T,M0) вычисляется по формуле

En(T ) =

T∫
0

(
x1(t)
x2(t)

− λ
)
dt

T
.

Оптимальное значение T , т. е. значение, при
котором En(T ) максимальна, найдем, решая
уравнение

E′n(T ) = 0

или (
x1(T )
x2(T ) − λ

)
T −

T∫
0

(
x1(t)
x2(t)

− λ
)
dt

T 2
= 0.
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После умножения на T 2 > 0 получим уравне-
ние

(
x1(T )

x2(T )
− λ

)
T −

T∫
0

(
x1(t)

x2(t)
− λ

)
dt = 0,

которое после деления на T > 0 запишем в
виде

x1(T )

x2(T )
− λ− En(T ) = 0.

Далее, обозначив через E∗n максимальное зна-
чение средней энергии, получим условие на T ,
при выполнении которого En(T ) = E∗n. Оно
имеет вид

x1(T )

x2(T )
= λ+ E∗n

или
x1(T )− (λ+ E∗n)x2(T ) = 0,

где E∗n � 0.
Таким образом, хищники покидают уча-

сток при t = T , где T – решение уравнения

x1(T )− (λ+ E∗n)x2(T ) = 0.

Рассмотрим точку M0 (рис. 2). По Э. Чар-
нову, оптимальному моменту ухода соответ-
ствует точка M1 (см. рис. 2). В настоящей
работе предполагается, что уход хищников
происходит в момент времени t такой, что
ñ(t) = Λ и ˙̃n(t) = x1(t) − λx2(t) < 0, кото-
рому соответствует, например, точка M2 (см.
рис. 2). Итак, для данной точки M0 уход
хищников c участка, основанный на понятии
пищевой привлекательности, происходит поз-
же, чем уход, прогнозируемый по принципу
Э. Чарнова.

Рис. 2. В точке M1 происходит уход по принципу
Э. Чарнова, в точке M2 – уход, основанный на по-
нятии пищевой привлекательности
Fig. 2. At point M1 there is a leaving based on the
Charnov’s principle, at point M2 there is a leaving
based on the concept of food attractiveness

2. Функция g(T ) с учетом объема популя-
ции хищников x2 примет вид

g(T ) =

T∫
0

x2(t)

(
x1(t)

x2(t)
− λ

)
dt

или

g(T ) =

T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt.

По смыслу g(T ) – это энергия, усвоенная попу-
ляцией хищников на участке за время T , с уче-
том энергии, затраченной хищниками на поиск
пищевого ресурса на участке.
Средняя скорость потребления энергии

En(T ) = En(T,M0) вычисляется по формуле

En(T ) =

T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt

T
.

Оптимальное значение T , т. е. значение, при
котором En(T ) максимальна, найдем, решая
уравнение

E′n(T ) = 0

или

(x1(T )− λx2(T ))T −
T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt

T 2
= 0.

После умножения на T 2 > 0 получим уравне-
ние

(x1(T )− λx2(T ))T −
T∫
0

(x1(t)− λx2(t))dt = 0,

которое после деления на T > 0 может быть
записано в виде

x1(T )− λx2(T )− En(T ) = 0.

Далее, обозначив через E∗n максимальное зна-
чение средней энергии, получим условие на T ,
при выполнении которого En(T ) = E∗n. Оно
имеет вид

x1(T )− λx2(T ) = E∗n.

Таким образом, хищники уходят с участка
при t = T , где T – решение уравнения

x1(T )− λx2(T ) = E∗n � 0.

Рассмотрим точку M0 (рис. 3). Оптималь-
ному моменту ухода по Э. Чарнову соответ-
ствует точка M1 (см. рис. 3). В данной работе
предполагается, что уход хищников происхо-
дит в момент времени t такой, что ñ(t) = Λ

и ˙̃n(t) = x1(t) − λx2(t) < 0, которому соот-
ветствует, например, точка M2 (см. рис. 3).
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Итак, для данной точки M0 уход хищников
с участка, основанный на понятии пищевой
привлекательности, происходит позже, чем
уход, прогнозируемый с помощью принципа
Э. Чарнова.

Рис. 3. В точке M1 происходит уход по принципу
Э. Чарнова, в точке M2 – уход, основанный на по-
нятии пищевой привлекательности
Fig. 3. At point M1 there is a leaving based on the
Charnov’s principle, at point M2 there is a leaving
based on the concept of food attractiveness

Таким образом, где бы ни находилась точ-
ка M0, при условии, что M0 ∈ {(x1, x2) : x1 −
λx2 > 0}, прямая, соответствующая принципу
Э. Чарнова, лежит ниже модельной x1−λx2 =
0. Следовательно, уход по принципу Э. Чарно-
ва происходит раньше, чем уход, основанный
на понятии пищевой привлекательности.

Заключение

Предложен подход к оцениванию момен-
та времени ухода популяции с участка, со-
держащего питательный ресурс. В отличие от
подхода Э. Чарнова, учитывается состояние
участка, динамически изменяющееся во вре-
мени. Показано, что время пребывания попу-
ляции мигрирующего хищника на участке пре-
вышает величину, найденную на основе под-
хода Э. Чарнова. Следовательно, момент ухо-
да популяции с участка, получаемый с помо-
щью предложенного подхода, более согласует-
ся с реальными наблюдениями [11].
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Рассматриваются конфигурационные графы, степени вершин которых имеют
дискретное степенное распределение с фиксированным параметром. Посред-
ством имитационного моделирования оценивается среднее расстояние (среднее
арифметическое всех расстояний между всеми парами вершин графа) и рас-
сматриваются две характеристики: минимальное среднее расстояние в графе и
максимальное. В работе строятся зависимости этих характеристик от объема
графа и параметра распределения степеней вершин и строится эмпирический
доверительный интервал среднего расстояния в степенном конфигурационном
графе.
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Сложные сети коммуникаций продолжают
оставаться одним из объектов, вызывающих
стойкий интерес исследователей (см., напри-
мер, [4, 6, 8]). Очевидно, что топология таких
сетей влияет на их функционирование, а так-
же на сохранение работоспособности в усло-
виях внешних воздействий. В качестве мате-
матических моделей для описания сложных
сетей нашли широкое применение случайные
графы [4–7], разнообразие которых состоит в
выборе способа определения степеней вершин
и задании связей между этими вершинами.
Например, для моделирования таких объек-
тов, как телекоммуникационные сети, одной
из которых является глобальная сеть Интер-
нет, применяют случайные графы с независи-
мыми одинаково распределенными степенями
вершин с общим дискретным законом распре-
деления [4, 5, 10].
В работе рассматриваются конфигурацион-

ные графы [1], состоящие из N вершин, сте-
пени ξ1, ξ2, . . . , ξN которых представляют со-
бой независимые одинаково распределенные
случайные величины с дискретным степенным
распределением [10]:

P{ξ = k} = k−τ −(k+1)−τ , k = 1, 2, . . . , (1)

где параметр τ > 1 является фиксированным
для всех вершин графа. При построении кон-
фигурационной модели сначала определяют-
ся степени каждой из N вершин в соответ-
ствии с распределением (1) с заранее задан-
ным параметром τ . Степень вершины задает
число различимых полуребер [10]. Все полуре-
бра графа нумеруются в произвольном поряд-
ке. В настоящей работе сумма степеней вер-
шин конфигурационного графа является слу-
чайной величиной. Если она нечетна, то одно
полуребро добавляется к равновероятно вы-
бранной вершине. Далее ребра графа строятся
посредством попарного, равновероятного со-
единения всех полуребер между собой. Оче-
видно, что построенный таким образом граф
может иметь петли, кратные ребра и циклы.

Также о конфигурационных графах известно
(см., например, [4, 6, 10]), что при τ > 1 число
компонент связности такого графа асимптоти-
чески почти наверное больше 1.
Изучение структурных характеристик

сложных сетей представляет определенный
интерес в силу их значимости как при мо-
делировании сетевой топологии, так и при
изучении процессов, происходящих в таких
сетях [4, 6]. Одной из важных числовых ха-
рактеристик сети является расстояние между
ее узлами, чему в случайном графе, как сете-
вой модели, соответствует расстояние между
вершинами графа (см., например, [2, 7]).
В настоящей работе рассматривались две

структурные характеристики: минимальное
среднее расстояние в графе и максимальное
среднее расстояние в графе. Под расстоянием
d(v, u) между двумя произвольно выбранными
вершинами v и u графа (v �= u) будем пони-
мать длину цепи (число ребер, соединяющих
вершины v и u) от вершины v до вершины u
наименьшей длины. Если вершины v и u при-
надлежат разным компонентам связности, то
расстояние между ними полагают равным ∞.
Среднее расстояние вычисляется как среднее
арифметическое всех расстояний графа:

dist =

∑
v �=u d(v, u)

k
, (2)

где k – число расстояний d(v, u) �= ∞ меж-
ду всеми парами вершин графа. Исследова-
ние проводилось с помощью методов имита-
ционного моделирования и рассматривались
конфигурационные графы, число вершин ко-
торых принимало следующие значения: 10 �
N � 100 с шагом 10, 100 � N � 1000 с шагом
50, 1000 � N � 7000 с шагом 500. Значения
параметра τ изменялись от 1, 1 до 3, 0 с шагом
0, 1. Для каждой пары значений (N, τ) гене-
рировалось по 100 графов. Расстояния d(v, u)
между всеми парами вершин каждого графа
находились посредством алгоритма Дейкстры
[3]. Затем для каждого графа рассчитывалось
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среднее расстояние dist по формуле (2), по-
сле чего для каждой пары значений (N, τ)
вычислялось минимальное среднее расстояние
distmin как минимум из 100 средних расстоя-
ний, полученных в 100 экспериментах, и мак-
симальное среднее расстояние distmax – макси-
мум по 100 имитационным графам. Цель рабо-
ты состояла в нахождении зависимостей этих
характеристик от числа вершин графа N и па-
раметра распределения степеней вершин τ и
построении эмпирического доверительного ин-
тервала среднего расстояния в степенном кон-
фигурационном графе.
Для наглядности на рис. 1 графически по-

казана зависимость экспериментальных значе-
ний среднего расстояния dist в графе от числа
его вершин N и параметра распределения (1)
степеней вершин τ .

Рис. 1. Зависимость экспериментальных значений
от N и τ
Fig. 1. Dependence of experimental values of dist on
N and τ

Были получены следующие регрессионные
уравнения зависимостей среднего расстояния
dist, а также минимума distmin и максимума
distmax среднего расстояния в графе от N и τ :

dist = −0, 361

−(0, 075− 0, 658τ2 + 0, 205τ3) lnN,
(3)

distmin = −0, 226

−(0, 567− 1, 091τ + 0, 277τ2) lnN,
(4)

distmax = 0, 432

−(0, 547− 1, 103τ2 + 0, 323τ3) lnN
(5)

с коэффициентами детерминации R2 этих
уравнений, равными 0, 82, 0, 71 и 0, 74 соот-
ветственно. Здесь и далее все коэффициенты
регрессионных уравнений значимы на уровне
значимости 0, 05, а гипотеза H0 : R2 = 0 от-
вергается на 5%-м уровне значимости.
В работе [7] показано, что «типичное рас-

стояние» (математическое ожидание расстоя-
ния) в конфигурационном графе при N → ∞
растет как ln lnN при 1 < τ < 2 и как lnN
при τ > 2. В настоящей работе рассматрива-
ется среднее расстояние в графах в доасимп-
тотической области (N � 7000) на интерва-
ле изменения параметра τ ∈ (1, 3], и заметим,
что согласно (3)–(5) все три рассматриваемые
характеристики растут логарифмически с ро-
стом числа вершин графа N .
На рис. 2 графически представлены зави-

симости (3)–(5) при четырех объемах графа:
10, 100, 1000 и 7000. Сплошные линии на гра-
фиках соответствуют зависимости dist от τ , а
точечная и пунктирная – зависимостям distmin

и distmax соответственно.
Минимальное и максимальное средние рас-

стояния в графе можно рассматривать в ка-
честве граничных значений эмпирического до-
верительного интервала для среднего расстоя-
ния dist. Отметим (см. рис. 2), что этот интер-
вал расширяется примерно к середине отрезка
1, 1 � τ � 3, сужаясь к его границам.
Исследование показало, что все три харак-

теристики: среднее расстояние, минимальное
и максимальное среднее расстояние в конфи-
гурационном графе имеют максимумы на рас-
смотренном интервале изменения параметра
τ ∈ (1, 3].
Введем следующие обозначения:

Mmean = max distmean – максимум сред-
него расстояния в графе;

Mmin = max distmin – максимум мини-
мального среднего расстояния;

Mmax = max distmax – максимум макси-
мального среднего расстояния.

По экспериментальным данным для каждо-
го значения N были вычислены Mmean, Mmin,
Mmax и соответствующие им значения τ , при
которых эти максимумы достигаются:

τ̂mean = τ(max distmean),

τ̂min = τ(max distmin),

τ̂max = τ(max distmax).

Полученные результаты представлены в таб-
лице.
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Рис. 2. Регрессионные зависимости dist, distmin и distmax от τ при: (a) N = 10, (b) N = 100, (c) N = 1000
и (d) N = 7000
Fig. 2. Regression dependencies of dist, distmin and distmax on τ for (a) N = 10, (b) N = 100, (c) N = 1000
and (d) N = 7000

Максимум среднего расстояния Mmean и соответ-
ствующие значения τ̂mean, максимум минимально-
го среднего расстояния Mmin с соответствующими
значениями τ̂min и максимум максимального сред-
него расстояния Mmax с соответствующими значе-
ниями τ̂max для некоторых объемов графа N

Maximum of the average distance Mmean and
corresponding values of τ̂mean, maximum of minimal
average distance Mmin with corresponding values
of τ̂min and maximum of maximal average distance
Mmax with corresponding values of τ̂max for some
graph sizes N

N Mmean τ̂mean Mmin τ̂min Mmax τ̂max

10 1, 97 1, 3 3, 51 1, 3 1, 25 1, 1
100 3, 81 1, 8 7, 53 2, 1 2, 41 1, 3
500 5, 76 2, 0 9, 15 2, 3 3, 35 1, 7
1000 6, 65 2, 3 11, 81 2, 3 3, 45 1, 9
2000 8, 20 2, 3 14, 08 2, 2 4, 78 2, 1
3000 8, 70 2, 4 13, 61 2, 4 5, 01 2, 2
4000 9, 49 2, 3 18, 06 2, 3 6, 03 2, 3
5000 9, 81 2, 3 16, 59 2, 6 6, 03 2, 1
6000 10, 44 2, 4 17, 72 2, 5 6, 61 2, 4
7000 10, 57 2, 4 16, 91 2, 4 7, 06 2, 3

Построены регрессионные зависимости
максимумов среднего расстояния, минималь-
ного среднего расстояния и максимального

среднего расстояния от объема графа N :

Mmean = 1, 405 lnN − 2, 519 (R2 = 0, 96); (6)

Mmin = 0, 807 lnN − 1, 231 (R2 = 0, 91); (7)

Mmax = 2, 394 lnN − 3, 806 (R2 = 0, 91). (8)

Рис. 3. Регрессионная зависимость Mmean от N
Fig. 3. Regression dependence of Mmean on N

На рис. 3, 4 и 5 сплошными линиями по-
казаны регрессионные зависимости (6), (7) и
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(8), точечными – доверительные интервалы
этих зависимостей, серыми точками обозначе-
ны выборочные значения Mmean,Mmin иMmax

соответственно.

Рис. 4. Регрессионная зависимость Mmin от N
Fig. 4. Regression dependence of Mmin on N

Рис. 5. Регрессионная зависимость Mmax от N
Fig. 5. Regression dependence of Mmax on N

С увеличением размера графа максимум
среднего расстояния Mmean, а также макси-
мумы минимального Mmin и максимального
Mmax среднего расстояния растут логарифми-
чески. Что касается соответствующих значе-
ний параметра τ , при которых эти максимумы
достигаются τ̂mean, τ̂min и τ̂max, то при малых
объемах графа они возрастают с ростом N , од-
нако уже начиная с N > 1000 τ̂mean, τ̂min и τ̂max

варьируются в пределах 2 � τ � 2, 5. По урав-
нениям (3)–(5) можно вычислить τ̂mean = 2, 14,
τ̂min = 1, 97 и τ̂max = 2, 28, что также уклады-
вается в данные пределы.
Исследование показало, что в степенных

конфигурационных графах среднее расстоя-

ние принимает наименьшие значения на кон-
цах интервала изменения параметра распре-
деления степеней вершин τ ∈ (1, 3], то есть
чем ближе значение параметра τ к 1 или к 3,
тем меньше среднее расстояние. Этот вывод
также относится и к минимальному и макси-
мальному среднему расстоянию в графе, при-
чем разница между минимальным и макси-
мальным средним расстоянием на концах ин-
тервала τ ∈ (1, 3] меньше, чем в его сере-
дине, т. е. эмпирический доверительный ин-
тервал среднего расстояния dist в конфигу-
рационном графе расширяется примерно в се-
редине отрезка 1 < τ � 3 и сужается к его
граничным значениям. Полученные результа-
ты также показывают, что при τ < 1, 5 мак-
симальное среднее расстояние (верхняя гра-
ница эмпирического доверительного интерва-
ла) не превышает 6 ребер, что соответствует
так называемой «теории шести рукопожатий»
(см., например, [4]). Чем ближе значение па-
раметра τ к 2, 4, тем больше будет среднее
расстояние в конфигурационном графе. Так,
наибольших значений среднее расстояние до-
стигает при 2, 3 � τ � 2, 4, не превышая при
этом 10–11 ребер, минимальное среднее рас-
стояние достигает максимума при τ ≈ 2 и не
превышает 7–8 ребер, а максимальное – при
2, 3 � τ � 2, 5 (для графов с числом вершин
N > 1000), достигая длины в 18–19 ребер.
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Рассматривается конфигурационный граф с N вершинами, степени которых
независимы и одинаково распределены по степенному закону, зависящему от
медленно меняющейся функции. Они равны числу исходящих из вершин зану-
мерованных полуребер. Граф строится путем попарного равновероятного со-
единения полуребер друг с другом для образования ребер. Такие модели мож-
но использовать для адекватного описания различных сетей коммуникаций и
топологии сети Интернет. В статье исследуются условия, при выполнении кото-
рых случайный конфигурационный граф асимптотически связен при N → ∞.
Найдены также оценки скорости сходимости к нулю вероятности того, что граф
не связен.

Ключ е вы е c л о в а: конфигурационный граф; степень вершины; медленно
меняющаяся функция; связность графа

Для ци т и р о в а н и я: Павлов Ю. Л. Условия связности Интернет-графов
// Труды Карельского научного центра РАН. 2022. № 4. С. 51–56.
doi: 10.17076/mat1560

Фин а н с и р о в а н и е. Финансовое обеспечение исследований осуществлялось
из средств федерального бюджета на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных математических исследований КарНЦ
РАН).

Yu. L. Pavlov. CONNECTIVITY CONDITIONS OF INTERNET
GRAPHS
Institute of Applied Mathematical Research, Karelian Research Centre, Russian
Academy of Sciences (11 Pushkinskaya St., 185910 Petrozavodsk, Karelia, Russia)

We consider a configuration graph with N vertices whose degrees are independent
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Введение

В настоящее время случайные графы ши-
роко используются для моделирования слож-
ных сетей коммуникаций, таких как Интер-
нет, социальные, транспортные сети, системы
мобильной связи. Наиболее полный обзор со-
ответствующих результатов можно найти, на-
пример, в [8]. Многочисленные наблюдения за
реальными сетями показали, что в моделях се-
тей степени вершин можно считать независи-
мыми одинаково распределенными случайны-
ми величинами. Обнаружено, что число узлов
сети, степени которых не меньше, чем k, при
достаточно больших k пропорционально k−τ ,
где τ > 0. Поэтому возникла идея считать, что
распределение случайной величины ξ, равной
степени любой вершины моделирующего сеть
графа, задается равенством

P{ξ � k} =
h(k)

kτ
, k = 1, 2, . . . , τ > 0, (1)

где h(x) – медленно меняющаяся на бесконеч-
ности функция. Одним из наиболее часто ис-
пользуемых для моделирования сложных се-
тей видов случайных графов является кон-
фигурационный граф, конструкция которого
предложена Б. Боллобашем в [7]. Обозначим
N число вершин графа. Степень каждой вер-
шины задается случайной величиной ξ и рав-
на числу полуребер, т. е. ребер, инцидентных
этой вершине, но для которых смежные вер-
шины еще не определены. Все полуребра раз-
личимы (занумерованы в произвольном по-
рядке). Граф строится путем попарного равно-
вероятного соединения полуребер друг с дру-
гом для образования ребер. Сумма степеней
вершин любого графа должна быть четной, а
в случае нечетной суммы в граф добавляет-
ся вспомогательная вершина единичной сте-
пени или вспомогательное полуребро добав-
ляется к равновероятно выбранной вершине.
В работе [11] отмечалось, что такие вспомо-
гательные элементы, в случае их появления,
не влияют на асимптотическое поведение ос-
новных числовых характеристик графов при
N → ∞, поэтому далее мы будем учитывать
только основные полуребра. Заметим также,
что в таких графах возможно появление пе-

тель и кратных ребер. Поскольку с помощью
конфигурационных моделей нередко описыва-
ют топологию сети Интернет, эти графы ино-
гда называют Интернет-графами (см., напри-
мер, [10]).
Обозначим

pk = P{ξ = k}, k = 1, 2, . . . (2)

В теореме 3.15 из [9] рассматривались условия,
при выполнении которых конфигурационный
граф является асимптотически связным. До-
казано, что если p1 = p2 = 0, то с вероятно-
стью, стремящейся к единице, т. е. асимптоти-
чески достоверно, граф состоит из единствен-
ной компоненты связности, содержащей все N
вершин. Дана также оценка скорости сходимо-
сти вероятности связности к единице. Обозна-
чим AN событие, состоящее в том, что граф
не связен. Справедливо равенство

P{AN} = O(1/N).

В [8] показано, что если параметр τ рас-
пределения (1) принадлежит интервалу (1, 2),
то граф содержит единственную компонен-
ту связности, объем которой пропорционален
числу вершин графа при N → ∞, а объемы
других компонент бесконечно малы по сравне-
нию с наибольшей компонентой. Такая макси-
мальная компонента связности получила на-
звание гигантской.
В статье [6] получены результаты об асимп-

тотической связности конфигурационных гра-
фов, в которых распределение (2) степеней
вершин обладает свойством:

pk ∼ d

kg(ln k)v
, (3)

где d > 0, g > 1, v � 0. Найдены условия
асимптотической связности в случае p2 > 0,
включая и случай p1 > 0, и даны оценки ско-
рости сходимости P{AN} к нулю. В частности,
показано, что граф асимптотически связен, ес-
ли p1 > 0, p2 > 0 и 1 < g < 3/2.
Недавно появились работы, в которых об-

суждаются сети с распределением (1), но не
с фиксированным τ , а в случае τ = τ(N).
В [5] рассматривалась модель, предложенная
в [11], но с изменяющимся параметром. В этой
модели
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pk =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . (4)

Из (4) следует, что при k → ∞
pk ∼ τ

kτ+1
,

поэтому (4) обладает свойством (3), если d =
τ , g = τ − 1, v = 0. В [5] найдены усло-
вия асимптотической связности графа в слу-
чае τ ↑ 1/2.
В последнее время разворачиваются иссле-

дования предельного поведения конфигураци-
онных графов с наиболее общим степенным
распределением степеней вершин:

pk =
h(k)

kτ
, k = 1, 2, . . . , τ > 1 (5)

и с неизвестной медленно меняющейся на бес-
конечности функцией h(x). Впервые степен-
ная структура моделей с распределением (5)
рассматривалась в [4].
В настоящей статье будут найдены усло-

вия асимптотической связности конфигураци-
онного графа с распределением (5) степеней
вершин. При этом будем считать, что h(x) яв-
ляется медленно меняющейся на бесконечно-
сти функцией с остаточным членом. Приведем
определение такой функции, следуя работе [1].

Определение 1. Пусть положительная воз-
растающая функция f(x) задана на полуоси
[0,∞) и обладает следующими свойствами:
1) f(x) → ∞, если x → ∞;
2) для некоторого положительного числа

θ и некоторого положительного X функция
x−θf(x) не возрастает на полуоси [X,∞).

Положительная измеримая функция h(x),
определенная на [0,∞), называется медленно
меняющейся с остаточным членом, если для
каждого λ > 0 при x → ∞

h(λx)

h(x)
= 1 +O

(
1

f(x)

)
. (6)

Примером медленно меняющейся функции
с остаточным членом может служить лю-
бая положительная степень функции 1/ lnx.
Будем также считать для простоты, что
максимальный шаг распределения (5) равен
единице.

Результаты
Ниже доказана теорема, в которой найде-

ны условия асимптотической связности рас-
сматриваемого случайного конфигурационно-
го графа. Далее термин медленно меняющей-
ся функции с остаточным членом будем по-
нимать чуть шире, чем в приведенном выше

определении, допуская, что при x ∈ [0, 1] воз-
можно равенство h(x) = 0. Нетрудно убедить-
ся, что результаты статьи [5] являются част-
ными случаями доказанных ниже утвержде-
ний.
Введем стремящуюся к бесконечности по-

следовательность BN , N = 1, 2, . . ., которая
при N → ∞ удовлетворяет соотношению

BN ∼ (Nh(BN ))1/(τ−1). (7)

Теорема. Пусть N → ∞ и h(2) > 0. Тогда
справедливы следующие утверждения.

1. Если h(1) = 0 и 1 < τ < 2, то
P{AN} = O(1/(N2−τh(BN ))1/(τ−1)).

2. Если h(1) = 0, τ = 2, то
P{AN} = O(1/(h(BN ) lnN)).

3. Если h(1) > 0, 1 < τ < 3/2, то
P{AN} = O(1/(N3−2τh(BN ))1/(τ−1)).

Доказательство. Будем следовать доказа-
тельству теоремы из статьи [6] и использо-
вать ту же систему обозначений. Предполо-
жим, что рассматриваемый граф не связен.
Разобьем множество вершин на два непустых
непересекающихся подмножества Ω и Ω̃ таких,
что не существует ребер, соединяющих верши-
ны из Ω с вершинами из Ω̃. Мы можем считать,
что число вершин в множестве Ω не превос-
ходит N/2. Обозначим Λ множество всех та-
ких возможных разбиений множества вершин
графа на два подмножества. Пусть случайные
величины ξ1, . . . , ξN независимы и равны сте-
пеням вершин 1, . . . , N соответственно и пусть
ζN равно сумме этих случайных величин:

ζN = ξ1 + . . .+ ξN . (8)

Обозначим

ζN (Ω) =
∑
i∈Ω

ξi, ζN (Ω̃) =
∑
i∈Ω̃

ξi. (9)

Легко видеть, что общее число различных
графов с суммой степеней вершин ζN равно
(ζN − 1)!! Поскольку полуребра соединяются
равновероятно,

P{AN} �
∑
Ω∈Λ

(ζN (Ω)− 1)!!(ζN (Ω̃)− 1)!!

(ζN − 1)!!
.

Отсюда

P{AN} �
∑
Ω∈Λ

ζN (Ω)/2∏
j=1

ζN (Ω)− 2j + 1

ζN − 2j + 1
. (10)
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Пусть F (x) означает функцию распределе-
ния случайной величины ξ. Очевидно, что при
x < 0

F (x) = 0. (11)

Из (5) следует, что при x > 0

F (x) = 1−
∑
k�x

h(k)

kτ
. (12)

Функция h(x) обладает свойством (6), поэто-
му из первого утверждения леммы А.1.1 ста-
тьи [1] вытекает, что существуют не зависящие
от λ и x числаM и Z такие, что для всех x � Z
и λ ∈ [1,∞) ∣∣∣∣h(λx)h(x)

− 1

∣∣∣∣ � Mλ

f(x)
.

Отсюда и из (12) нетрудно получить, что при
x → ∞

F (x) = 1− h(x)(1 + o(1))
∑
k�x

1

kτ
.

Заменяя суммирование интегрированием, ви-
дим, что

F (x) = 1− h(x)(1 + o(1))

(τ − 1)xτ−1
.

Отсюда и из (11) следует, что F (x) удовлетво-
ряет условиям теоремы 2.6.1 из [2] и, значит,
принадлежит области притяжения устойчиво-
го закона G(x) с показателем τ−1. Поэтому из
теоремы 2.2.2 [2] вытекает, что логарифм ха-
рактеристической функции ϕG(t) устойчивого
закона G(x) при 1 < τ < 2 представим в виде:

lnϕG(x)= iγt−c|t|τ−1
(
1−i

t

|t| tg
π(τ−1)

2

)
, (13)

где γ – некоторая константа, при этом в дока-
зательстве теоремы 2.2.2 [2] показано, что

c = −Γ(1− τ) cos
π(τ − 1)

2
, (14)

Γ(x) – гамма-функция. Если τ = 2, то для на-
хождения lnϕG(x) используем теорему 5.7.3 из
[3], откуда

lnϕG(x) = iγt− π

2
|t|
(
1 + i

t

|t|
2

π
ln |t|

)
. (15)

Нетрудно проверить, что константу γ в (13)
и (15) можно сделать равной нулю, выбирая
соответствующим образом нормирующие по-
стоянные из определения области притяжения
закона распределения.

Теперь из (13), (15) и теоремы 2.6.5 [2] сле-
дует, что в окрестности нуля характеристиче-
ская функция ϕ(t) случайной величины ξ име-
ет вид:

ϕ(t)=exp

{
−c|t|τ−1h̃(t)

(
1−i

t

|t|w(t,τ)
)}

, (16)

где c определено в (14) при 1 < τ < 2 и c = π/2,
если τ = 2,

w(t, τ) =

{
tg π(τ−1)

2 , 1 < τ < 2;
− 2

π ln |t|, τ = 2,

а h̃(t) – медленно меняющаяся функция. В хо-
де доказательства теоремы 2.6.5 [2] показано,
что

h̃(t) = h(1/|t|). (17)
Пусть 1 < τ < 2. Тогда из (7), (16), (17)

следует, что при любом фиксированном t �= 0

ϕN

(
t

BN

)
→

exp

{
−c|t|τ−1

(
1− i

t

|t| tg
π(τ − 1)

2

)}
. (18)

Согласно (8) и теореме 4.2.1 из [2], соотноше-
ние (18) означает, что имеет место локальное
сближение распределений сумм ζN с устой-
чивым законом с показателем τ − 1. Отсюда
следует, что для любого сколь угодно малого
ε > 0 и достаточно большого A

P{1/A � ζN/BN � A} > 1− ε. (19)

Положим,

u(x) =

x∏
j=1

2x−2j+1

ζN−2j+1
=

x−1∏
j=0

2j + 1

ζN−2j−1
. (20)

Пусть h(1) = 0. Поскольку максимальный
шаг распределения (5) равен единице, из (9) и
(19) вытекает, что

ζN (Ω) > 2|Ω|, (21)

где |Ω| – число вершин в множестве Ω. По-
скольку

u(s+ 1)

u(s)
=

2s+ 1

ζN − 2s− 1
, (22)

эта величина растет вместе с s. Кроме того,
при s � ζN/4− 1

2s+ 1

ζN − 2s− 1
< 1. (23)

Нетрудно видеть, что это неравенство остает-
ся в силе и при ζN/4 − 1 < s < ζN (Ω)/2. Дей-
ствительно, из (19) следует, что в этом случае
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|Ω| → ∞ и оценка вида (19) сохраняет силу
при замене N на Ω в (7), а также BN на B|Ω|
и ζN на ζN (Ω) в (19).
Случай τ = 2 рассмотрим аналогично. Из

(16), (17) прямыми вычислениями получаем,
что при любом фиксированном t �= 0

ϕN

(
t

BN

)
exp{−it lnBN} →

exp

{
−π

2
|t|
(
1− i

t

|t|
2

π
ln |t|

)}
.

Отсюда и из теоремы 4.2.1 [2] следует, что

ζN ∼ BN lnBN , (24)

и, как и выше, приходим к (23). Из (22),
(23) видим, что при достаточно больших N и
s < ζN (Ω)/2 функция u(s) убывает. Тогда из
(10), (20), (21) находим, что

P{AN} �
∑
Ω∈Λ

u(|Ω|) =
	N/2
∑
s=1

RN (s), (25)

где

RN (s) =

(
N

s

)
u(s). (26)

Отсюда и из (22) следует, что

RN (s+ 1)

RN (s)
=

(N − s)(2s+ 1)

(s+ 1)(ζN − 2s− 1)
. (27)

Используя (7), (19) и (24), из (27) нетрудно по-
лучить, что существует такое положительное
число q < 1, что

RN (s+ 1)

RN (s)
� q. (28)

Если 2 � s � �N/2� − 1, то из (28)

RN (s+ 1) = RN (2)

s∏
j=2

RN (j + 1)

RN (j)
� RN (2)qs−1

и, согласно (25),

P{AN} � RN (1) +RN (2)(1− q)−1. (29)

Если 1 < τ < 2, то из (19), (20), (26) видим,
что

RN (1) = O(N/BN ),

RN (2) = O((N/BN )2),
(30)

а если τ = 2, то (7), (20), (24), (26) дают нам

RN (1) = O(1/(h(BN ) lnN)),

RN (2) = O(1/(h(BN ) lnN)2).
(31)

Теперь первое и второе утверждения теоремы
очевидным образом следуют из (29)–(31).
Осталось рассмотреть случай h(1) > 0,

1 < τ < 3/2. В этом случае ζN (Ω) > |Ω|. Обо-
значим

R
(1)
N (s) =

(
N

s

)
u
(⌈s

2

⌉)
. (32)

Рассуждая как и выше, находим, что

P{AN} �
	N/2
∑
s=1

R
(1)
N (s). (33)

Проводя элементарные вычисления (см. так-
же доказательство теоремы в [6]) отдельно для
четных и нечетных s, получаем, что при доста-
точно больших N

R
(1)
N (s+ 2)

R
(1)
N (s)

< q, (34)

где q – сколь угодно малое положительное чис-
ло. Тогда из (33) и (34) видим, что

P{AN} � R
(1)
N (1) +R

(1)
N (2) +R

(1)
N (3)

+R
(1)
N (2)

∏
j�1

R
(1)
N (2j + 2)

R
(1)
N (2j)

+R
(1)
N (3)

∏
j�2

R
(1)
N (2j + 1)

R
(1)
N (2j − 1)

� R
(1)
N (1) + (R

(1)
N (2) +R

(1)
N (3))(1− q)−1.

Для завершения доказательства третьего
утверждения теоремы осталось только заме-
тить с помощью (19), (20), (32) и элементар-
ных свойств медленно меняющихся функций,
что

R
(1)
N (1) = O(1/(N2−τh(BN ))1/(τ−1)),

R
(1)
N (2) = O(1/(N3−2τh(BN ))1/(τ−1)),

R
(1)
N (3) = O(1/(N5−3τh(BN ))1/(τ−1)).
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Введение

В начале XX века Й. Шумпетер предложил
концепцию эндогенного экономического роста,
в основе которого лежат два процесса: созда-
ние новых технологий – инновации и их заим-
ствование – имитации. Математическая фор-
мализация теории эндогенного экономическо-
го роста предложена в работах [2, 4–6].
В статье А.А.Шананина и Г.М.Хенкина [6]

описана модель динамики мощностей следую-
щего вида:

Ṁi = (1− ϕi)λiMi + ϕi−1λi−1Mi−1, (1)

где i = 1, 2, . . . с граничными и начальными
условиями

M0(t) ≡ 0,Mi(0) � 0,

N∑
i=1

Mi(0) > 0,

Mi(0) = 0 при i > N.

(2)

Здесь Mi(t) – объем мощностей предприятий
на уровне i, ϕi – доля средств, которую пред-
приятия на уровне i тратят на развитие произ-
водства на уровне i+1, λi – удельная прибыль,
получаемая на уровне i (прибыль от единицы
товара в единицу времени), i = 1, . . . , N . При

этом ϕi(t) = α + β(1 −
i∑

k=0

Mk

∞∑
k=0

Mk

), α > 0, β > 0 –

константы, обозначающие интенсивность ин-
новаций и имитаций соответственно.
В представленной модели уровни различа-

ются прибылью, получаемой за единицу вре-
мени от единичной мощности. Переход пред-
приятий с уровня i возможен только на следу-
ющий более высокий уровень i + 1. При этом
число предприятий, переходящих за единицу
времени с уровня i на уровень i + 1, пропор-
ционально количеству предприятий на уровне
i в данный момент времени. Первое слагае-
мое (1−ϕi)λiMi характеризует экономический

рост на уровне i за счет производства на дан-
ном уровне, а второе ϕi−1λi−1Mi−1 характери-
зует вклад с предыдущего уровня i− 1. В ра-
боте [6] был получен вид предельного распре-
деления мощностей.
В настоящей статье предлагается опти-

мальная в некотором смысле модель шумпе-
теровской динамики. При этом стимулом для
построения предлагаемой модели послужила
работа С. М. Асеева и А. В. Кряжимского [1],
в которой предложена модель оптимального
инвестирования в основные производственные
фонды вида

ẋ = u−δx, u(t)∈U={u∈R
1, 0�u�umax}, (3)

x(0) = x0, (4)

J(x, u)=

+∞∫
0

e−ρt[ax(t)−bx2(t)−cu(t)]dt→max,

(5)
где x – основные производственные фонды
(капитал), управление u(t) – количество еди-
ниц оборудования, приобретаемого в едини-
цу времени, следующую за моментом време-
ни t (инвестиционная политика), постоянные
δ > 0 – удельная скорость износа оборудова-
ния, ρ > 0 – коэффициент дисконтирования,
a = π − ζ > 0, где π > 0 – максимальная цена,
по которой товар может быть продан на рын-
ке, ζ > 0 – стоимость производства единицы
продукта, величина b > 0 такая, что π

b – макси-
мальный доступный объем рынка, c > 0 – сто-
имость единицы капитала, x0 > 0 – начальное
состояние, umax > 0 – максимально возмож-
ный объем инвестиций.
В работе [1] на основе принципа максиму-

ма Понтрягина было построено оптимальное
управление в задаче (3)–(5).
В настоящей работе представлено развитие

модели (3)–(5) с шумпетеровской динамикой
вида (1). Рассматривается экономическая си-
стема из двух уровней эффективности такая,




Труды Карельского научного центра Российской академии наук. 2022. № 4

что часть средств на каждом уровне исполь-
зуется для производства на текущем уровне, а
другая часть – для развития производства на
следующем уровне. При этом предполагается,
что часть средств на втором уровне эффек-
тивности, используемая для развития произ-
водства на следующем уровне, накапливается
для создания нового уровня эффективности.
Эти средства могут вкладываться в научные
разработки или накапливаться для формиро-
вания начального капитала на новом уровне
эффективности.

Модель оптимального инвестиро-
вания в основные производствен-
ные фонды предприятия с шумпете-
ровской динамикой

Рассмотрим следующую задачу оптималь-
ного управления инвестиционной политикой с
шумпетеровской динамикой следующего вида:{

ẋ1 = u1 − δ1x1 + (1− ϕ1)x1,

ẋ2 = u2 − δ2x2 + (1− ϕ2)x2 + ϕ1x1,
(6)

xi(0) = x0i , i = 1, 2, (7)

u(t) = (u1(t), u2(t)) ∈ U = {(y1, y2) ∈ R
2,

yi � 0, y1 + y2 � umax, i = 1, 2}, (8)

0 � ϕi � 1, i = 1, 2, (9)

J(x, u) =

+∞∫
0

e−ρt
[

2∑
i=1

ai(1− ϕi)xi(t)

− bi(1− ϕi)
2x2i (t)− ciui(t)

]
dt → max.

(10)

Здесь xi – основные производственные фон-
ды (капитал) на уровне i; управления ui(t) –
количество единиц оборудования, приобрета-
емого в единицу времени, следующую за мо-
ментом времени t на уровне i (инвестиционная
политика). Функции ui измеримы (по Лебе-
гу). Заданные постоянные: δi > 0 – удель-
ная скорость износа оборудования на уровне
i; ρ > 0 – коэффициент дисконтирования;
ai = πi − ζ > 0, где πi > 0 – максимальная
цена, по которой товар может быть продан
на рынке, для уровня i; ζi > 0 – стоимость
производства единицы продукта на уровне
i; величины bi > 0 такие, что πi

b – макси-
мальный доступный объем рынка для уровня
i; ϕi – доля средств на уровне i, использу-
емая для развития производства на следую-
щем уровне i + 1; ci > 0 – стоимость едини-
цы капитала на уровне i; x0i > 0 – началь-
ный объем фондов на уровне i; umax > 0 –

максимально возможный объем инвестиций.
Обозначим f(x, u) = (f1(x, u), f2(x, u)) век-
тор правых частей системы (6), g(x, u) =
2∑

i=1
(ai(1− ϕi)xi(t)− bi(1− ϕi)

2x2i (t)− ciui(t)),

где x = (x1, x2), u = (u1, u2).

Замечание 1. В отличие от модели (1)–(2) в
данной работе величины ϕi, i = 1, 2, полага-
ются постоянными.

Замечание 2. Величины ϕi, δi в модели (6)–
(10) в данной работе полагаются такими, что
δi > 1−ϕi, поскольку в случае δi < 1−ϕi име-
ем xi(t) → ∞ при t → ∞, что противоречит
экономической интерпретации xi(t), а случай
δi = 1 − ϕi не имеет смысла рассматривать
по причине его аналитической очевидности. С
экономической точки зрения это означает, что
скорость износа оборудования δi на каждом
уровне превышает скорость роста фондов за
счет внутренних резервов 1−ϕi. В рассматри-
ваемой задаче это ограничение экономически
обосновано, поскольку инвестиции из внешних
источников, ui, необходимы в том случае, ко-
гда собственные средства не покрывают из-
нос. В противном случае экономический рост
обеспечивается за счет внутренних резервов,
и вследствие этого привлечение дополнитель-
ных внешних вложений требуется только для
значительного расширения производства. За-
частую привлечение внешних вложений может
быть убыточно для развития предприятия, ес-
ли, например, речь идет о банковском кредите,
который требует выплаты процентов. В дан-
ной статье задача расширения производства
не рассматривается.

Для решения поставленной задачи (6)–(10)
используется принцип максимума Понтря-
гина.
Проверим выполнение достаточных усло-

вий существования оптимального управления,
полученных в [1].

Условие 1 (A1). Существует такое C0 > 0,
что скалярное произведение

(x, f(x, u)) � C0(1 + ||x||2)

для любых x, u.

Покажем, что это верно. Рассмотрим ска-
лярное произведение

(x, f(x, u)) = x1u1 − δ1x
2
1 + (1− ϕ1)x

2
1 + x2u2

− δ2x
2
2 + (1− ϕ2)x

2
2 + ϕ1x1x2.
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Поскольку u1 + u2 � umax, имеем следую-
щую верхнюю оценку для скалярного произ-
ведения (x, f):

(x, f(x, u)) � umaxx1 + x21 + (1− δ1 − ϕ1)x
2
1

+umaxx2 + (1− δ2 − ϕ2)x
2
2 + ϕ1x1x2.

Рассмотрим евклидову метрику ||x||2=x21+x22.
Вычтем из C0(1 + ||x||2) полученную верхнюю
оценку для (x, f).

C0(1 + ||x||2)− umaxx1x
2
1 + (1− δ1 − ϕ1)x

2
1

+umaxx2 + (1− δ2 − ϕ2)x
2
2 + ϕ1x1x2

= (C0 + δ1 + ϕ1 − 1)x21 − umaxx1

+(C0 + δ2 + ϕ2 − 1)x22 − umaxx2
+C0 − ϕ1x1x2.

Выделим полные квадраты

(ϕ1

2
x1 − x2

)2
+

(
x1

√
C0 + ϕ1 + δ1 − ϕ2

1

4
− 1

− umax

2
√

C0 + ϕ1 + δ1 − ϕ2
1

4 − 1

)2

+

(
x2
√

C0+ϕ2+δ2−2− umax

2
√
C0+ϕ2+δ2−2

)2

+C0 −
(

u2max

4(C0 + ϕ1 + δ1 − ϕ2
1

4 − 1)

)

−
(

u2max

4(C0 + ϕ2 + δ2 − 2)

)
.

Отсюда получаем, что при

C0 �
(

u2
max

4(C0+
ϕ2
1
4
+δ1−1)

)
+
(

u2
max

4(C0+ϕ2+δ2−2)
)

условие (A1) выполняется. Очевидно, что ес-
ли C0 достаточно большое, то данное нера-
венство и, следовательно, условие (А1) вы-
полнено. Рассмотрим в качестве примера
C0 = u2max+2. Ясно, что u2max+2 > 1

2 . Подста-
вим C0 = u2max+2 в правую часть неравенства.
Учитывая ϕ1 < 1, имеем(

u2max

4(u2max + ϕ1 + δ1 + 1− ϕ2
1

4 )

)

+

(
u2max

4(u2max + ϕ2 + δ2)

)
� 1

2
.

Таким образом, показано, что при C0=u2max+2
условие (А1) выполнено.

Условие 2 (A2). Для любого x множество

Q(x) = {(z0, z) ∈ R
3 : z0 � g(x, u),

z = f(x, u), u ∈ U}
выпукло.

Согласно (1.7) из [1, с. 12] условие (А2)
в рассматриваемой задаче выполнено автома-
тически, поскольку управляемая система аф-
финна по управлению.

Условие 3 (A3). Существуют такие положи-
тельные функции ω и μ, заданные на [0,∞),
что ω(t) → +0, μ(t) → +0 при t → ∞, и
для любой допустимой пары (x, u) выполня-
ются неравенства

e−ρtmax
u∈U

|g(x(t), u(t))| � μ(t), t � 0,∫ ∞

T
e−ρt|g(x(t), u(t))|dt � ω(T ), T � 0. (11)

При этом, если функция μ(t) суммируемая,
(11) выполняется автоматически. В этом слу-
чае функцию ω можно определить как

ω(T ) =

∫ ∞

T
μ(t)dt, T � 0.

Проверим выполнение условия (А3). Пока-
жем, что xi(t) ограничены. Решив систему (6),
имеем

x1(t) = e−(δ1+ϕ1−1)t

×
⎛⎝x01 +

t∫
0

u1(τ)e
(δ1+ϕ1−1)τdτ

⎞⎠ ,

x2(t) = e−(δ2+ϕ2−1)t
(
x02 +

t∫
0

(
u2(τ1)

+ϕ1e
−(δ1+ϕ1−1)τ1

(
x01

+

τ1∫
0

u1(τ2)e
(δ1+ϕ1−1)τ2dτ2

))
e(δ2+ϕ2−1)τ1dτ1

)
.

Поскольку ui � umax, получим

x1(t) � e−(δ1+ϕ1−1)tx01 +
umax

δ1 + ϕ1 − 1
, (12)

x2(t) � e−(δ2+ϕ2−1)tx02 +
umax

δ2 + ϕ2 − 1

+ e−(δ1+ϕ1−1) ϕ1x
0
1

δ2 + ϕ2 − δ1 − ϕ1

+
ϕ1umax

(δ1 + ϕ1 − 1)(δ2 + ϕ2 − 1)
.

(13)
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Из (12) и (13) очевидно, что xi(t) огра-
ничены. Следовательно, функция g(x, u) =

a1(1 − ϕ1)x1(t) − b1(1− ϕ1)
2x21(t) − c1u1(t) +

a2(1−ϕ2)x2(t)−b2(1− ϕ2)
2x22(t)−c2u2(t) также

ограничена.
Очевидно, max

u∈U
|g(x, u)| � |a1(1 − ϕ1)x1(t)

− b1(1− ϕ1)
2x21(t) + a2(1 − ϕ2)x2(t) − b2(1−

ϕ2)
2x22(t)+(c1+c2)umax|. Рассмотрим функцию

μ(t) = e−ρt|(a1(1−ϕ1)x1(t)− b1(1− ϕ1)
2x21(t)+

a2(1 − ϕ2)x2(t) − b2(1− ϕ2)
2x22(t)) + (c1 +

c2)umax| + k, где константа k > 0. Ясно, что
e−ρtmax

u∈U
|g(x(t), u(t))| < μ(t). Поскольку μ(t)

суммируемая, то условие (А3) выполнено.
Таким образом, по теореме 2.1 из [1] в рас-

сматриваемой задаче существует оптимальное
допустимое управление.
Гамильтониан имеет вид

H = (ψ1− c1e
−ρt)u1+(ψ2− c2e

−ρt)u2+h(x, ψ),

где ψ = (ψ1, ψ2) – вектор сопряженных пе-
ременных, а слагаемое h(x, ψ) не содержит
управления u. Уравнения для сопряженных
переменных имеют вид⎧⎨⎩
ψ̇1 = −δ1ψ1+u1ψ1−u1ψ2+e−ρta1u1−
− 2b1u

2
1x1

ψ̇2 = −δ2ψ2+u2ψ2+e−ρta2u2−2b2u
2
2x2.

(14)

Система (6), (14) – линейная неоднородная, ее
решение (x1(t), x2(t), ψ1(t), ψ2(t)) удовлетворя-
ет условию асимптотической стационарности,
представленному в [1]:

H = lim
t→∞H(x∗1, x

∗
2, t, ψ1(t), ψ2(t)) = 0.

Обозначим qi = ψi − cie
−ρt, i = 1, 2. Согласно

принципу максимума Понтрягина оптималь-
ное управление u∗ имеет вид

u∗ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(0, 0), если q1 < 0, q2 < 0,

(0, umax), если q1 < 0, q2 > 0,

(umax, 0), если q1 > 0, q2 < 0,

(û1, û2), если q1 > 0, q2 > 0,

(15)

где

(û1, û2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(umax, 0),

q1
q2

> 1,

(0, umax),
q1
q2

< 1,

(û∗1, û∗2), û∗1 + û∗2 = umax,
q1
q2

= 1.

Очевидно, с экономической точки зрения, ес-
ли некоторое qi < 0, то это означает, что ин-
вестирование в фонды на данном уровне эф-
фективности i нецелесообразно. В случае, ко-
гда qi > 0, i = 1, 2, распределение инвести-
ций определяется соотношением q1

q2
, которое

показывает, вложения в какой уровень обес-
печат большую прибыль. В такой доминиру-
ющий уровень оптимально инвестировать все
доступные средства. Если q1 = q2, т. е. уров-
ни равнозначны, то конкретное распределение
(u∗1, u∗2), где u∗1+u∗2 = umax, не имеет значения,
поскольку прибыль будет одинакова. Следует
заметить, что на практике случаи равенства
q1 = q2, q1 = 0 и q2 = 0 невозможны хотя
бы потому, что в экономике все величины вы-
числяются приближенно. Таким образом, при
дальнейшем анализе откажемся от рассмотре-
ния этих случаев. Вид решения (6), (14) не
позволяет использовать его для дальнейшего
уточнения оптимального управления.
Исследуем динамику системы при u, при-

нимающем одно из значений, которое дает-
ся принципом максимума Понтрягина, т. е.
определяемое по формуле (15). Для этого рас-
смотрим системы, получаемые при возмож-
ных значениях оптимального управления u∗ =
(u∗1, u∗2). Рассмотрим первый случай u∗ =
(0, 0). Имеем{

ẋ1 = −δ1x1 + (1− ϕ1)x1,

ẋ2 = −δ2x2 + (1− ϕ2)x2 + ϕ1x1.
(16)

При u∗ = (0, umax) получаем следующую си-
стему уравнений:{

ẋ1 = −δ1x1 + (1− ϕ1)x1
ẋ2 = umax − δ2x2+(1−ϕ2)x2+ϕ1x1.

(17)

Если u∗ = (umax, 0), то система имеет вид{
ẋ1 = umax − δ1x1 + (1− ϕ1)x1
ẋ2 = −δ2x2 + (1− ϕ2)x2 + ϕ1x1.

(18)

Таким образом, для каждого возможно-
го значения оптимального управления u∗ =
(u∗1, u∗2) получаем положение равновесия соот-
ветствующей системы

(x∗1, x
∗
2) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
(0, 0), (u∗1, u∗2) = (0, 0),

(0, umax

δ2+ϕ2−1), (u∗1, u∗2) = (0, umax),

( umax

δ1+ϕ1−1 ,
umaxϕ1

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)),
(u∗1, u∗2) = (umax, 0).

Исследуем полученные равновесия на предмет
глобальной устойчивости. Для этого исполь-
зуем теорему об асимптотической устойчиво-
сти по первому приближению. Поскольку u∗i –
константы во всех случаях, то матрица Якоби
f ′ для каждого оптимального управления u∗
имеет вид

f ′ =
(−δ1 − ϕ1 + 1 0

ϕ1 −δ2 − ϕ2 + 1

)
.
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Ее собственные числа: λ1 = −δ1 − ϕ1 + 1 < 0,
λ2 = −δ2 − ϕ2 + 1 < 0. Следовательно, по-
скольку системы (16)–(18) линейны, каждое
из равновесий (x∗1, x∗2), соответствующее сво-
им значениям оптимального управления u∗ =
(u∗1, u∗2), глобально асимптотически устойчиво.
Исходя из вышесказанного, имеем динами-

ку системы следующего вида: при каждом оп-
тимальном u∗ = (u∗1, u∗2) траектория будет
приближаться к своему глобально устойчиво-
му равновесию (x∗1(u∗), x∗2(u∗)), положение ко-
торого будет изменяться при переключении
управления согласно формуле (15).
Рассмотрим систему с переменной структу-

рой при условии (15) следующего вида:⎧⎨⎩
ẋ1 = u∗1j − δ1x1 + (1− ϕ1)x1
ẋ2 = u∗2j − δ2x2 + (1− ϕ2)x2 + ϕ1x1,

j = 1, 2, 3.

(19)

⎧⎨⎩
(u∗11, u∗21) = (0, 0)

(u∗12, u∗22) = (0, umax)

(u∗13, u∗23) = (umax, 0).

(20)

Теорема 1 (об инвариантном множестве).
Система (19) при любом из условий (20) име-
ет инвариантное множество Π = {(x1, x2) ∈
R
2 : 0 � x1 � umax

δ1+ϕ1−1 , 0 � x2 � umax

δ2+ϕ2−1 +
ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)}.
Замечание 3. Смысл теоремы 1 состоит в
том, что хотя мы не знаем моменты пере-
ключения системы, мы можем определить,
где сосредоточено движение системы (мно-
жество Π). Таким образом, мы локализо-
вали движение, т. е. оптимальную траекто-
рию. На практике крайне затруднительно ре-
ализовать конкретные моменты переключе-
ния в экономических системах, следовательно,
невозможно реализовать оптимальную траек-
торию, и тем самым мы получаем неоптималь-
ное движение. Однако, согласно теореме 1,
при любых моментах переключения движение
находится в Π.

Доказательство. Поскольку ẋ1 < 0 при x1 =
umax

δ1+ϕ1−1 для любого управления u∗, траекто-
рии пересекают прямую x1 = umax

δ1+ϕ1−1 справа
налево (в направлении убывания x1). Значит,
все траектории входят в полосу x1 � umax

δ1+ϕ1−1
и не выходят из нее. Кроме того, поскольку
ẋ1 < 0 при x1 = R1 для любой постоянной
R1 � umax

δ1+ϕ1−1 , траектории входят в любую по-
лосу x1 � R и не выходят из нее. Следователь-
но, полоса x1 � umax

δ1+ϕ1−1 является притягиваю-
щим множеством.

Рассмотрим поведение траекторий внутри
данной полосы. Найдем точки пересечения
прямой x1 = umax

δ1+ϕ1−1 с изоклиной ẋ2 = 0 при
различном оптимальном управлении:

• при (u∗1, u∗2) = (0, 0):

Q1 = ( umax

δ1+ϕ1−1 ,
ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1));

• при (u∗1, u∗2) = (0, umax):

Q2 = ( umax

δ1+ϕ1−1 ,
umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1));

• при (u∗1, u∗2) = (umax, 0):

Q3 = ( umax

δ1+ϕ1−1 ,
ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)) = Q1.

Значит, наивысшая точка пересечения
(с наибольшим x2) – это точка Q2 =
( umax

δ1+ϕ1−1 ,
umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)). Рас-
смотрим поведение траекторий на прямой
x2 = umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1) . Очевидно,
данная прямая находится выше всех возмож-
ных изоклин ẋ2 = 0, за исключением един-
ственной точки Q2 ее пересечения с изоклиной
x2 = umax+ϕ1x1

δ2+ϕ2−1 (при (u∗1, u∗2) = (0, umax)). Сле-
довательно, при x1 ∈ [0, umax

δ1+ϕ1−1 ] имеем ẋ2 < 0

при x2 = umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1) , что
означает, что все траектории пересекают пря-
мую x2 = umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1) сверху
вниз (в направлении убывания x2). Рассмот-
рим отдельно точку Q2. Имеем ẋ1(Q2) < 0,
ẋ2(Q2) = 0, следовательно, получаем движе-
ние по прямой x2 = umax

δ2+ϕ2−1+
ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)
в направлении убывания x1. Кроме того,
ẋ2 < 0 при x2 = R2 для любой постоянной
R2 � umax

δ2+ϕ2−1 + ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1) . Следова-
тельно, траектории входят в любое множество
Π(R1, R2) = {(x1, x2) ∈ R

2 : 0 � x1 � R1, 0 �
x2 � R2} и не выходят из него.
Таким образом, множество

Π =

{
(x1, x2) ∈ R

2 : 0 � x1 �
umax

δ1 + ϕ1 − 1
,

0 � x2 �
umax

δ2+ϕ2−1
+

ϕ1umax

(δ1+ϕ1−1)(δ2+ϕ2−1)

}
является инвариантным и притягивающим.

Естественно, модель (6)–(10) функциони-
рует на конечном промежутке времени. Это
связано с тем, что коэффициенты δi, ϕi, ai,
bi, ci определяются конкретными экономиче-
скими условиями и технологиями. Но беско-
нечный промежуток времени управления поз-
воляет управлять так, что к концу промежут-
ка существования модели (6)–(10) экономиче-
ская система имеет некоторый объем ресурсов
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для дальнейшего развития и реструктуриза-
ции, которая приводит к изменению указан-
ных коэффициентов. Получим оценку прибы-
ли начиная с достаточно большого момента
времени, которую можно использовать при ре-
шении вопроса о реструктуризации.
Покажем, что функционал J � ε для лю-

бого ε > 0 начиная с некоторого момента T .
Представим J в виде J = J1 + J2, где

Ji =

+∞∫
T

e−ρt[ai(1− ϕi)xi(t)

− bi(1− ϕi)
2x2i (t)− ciui(t)]dt,

i = 1, 2. Слагаемые J1, J2 относятся к перво-
му и второму уровням эффективности соот-
ветственно.

Замечание 4. В данной работе исследуется
случай, когда получаемая прибыль положи-
тельна (J > 0). Случай убыточного производ-
ства (J < 0) не рассматривается.

Обозначим ki = δi + ϕi − 1 > 0. Напомним,

x1(t) = e−k1t(x01 +

t∫
0

(u1(τ)e
k1τdτ)),

x2(t) = e−k2t(x02+

t∫
0

(u2(τ1)+ϕ1e
−k1τ1

×
⎛⎝x01 +

τ1∫
0

u1(τ2)e
k1τ2dτ2))e

k2τ1dτ1

⎞⎠ .

Таким образом, имеем

J1 =

+∞∫
T

e−ρt

⎡⎢⎣e−k1ta1(1−ϕ1)

⎛⎝x01+ t∫
0

u1e
k1τdτ

⎞⎠− c1u1 − e−2k1tb1(1−ϕ1)
2

⎛⎝x01 + t∫
0

u1e
k1τdτ

⎞⎠2
⎤⎥⎦ dt

�
+∞∫
T

e−ρte−k1ta1(1−ϕ1)

⎛⎝x01+

t∫
0

u1e
k1τdτ

⎞⎠dt �
+∞∫
T

e−(ρ+k1)ta1(1−ϕ1)

⎛⎝x01+umax

t∫
0

ek1τdτ

⎞⎠dt

=

+∞∫
T

e−(ρ+k1)ta1(1−ϕ1)

(
x01+umax

(
ek1t − 1

k1

))
dt

= a1(1− ϕ1)

(
x01

ρ+ k1
e−(ρ+k1)T +

umax

ρk1
e−ρT − umax

k1(ρ+ k1)
e−(ρ+k1)T

)

= a1(1− ϕ1)e
−ρt

(
k1x

0
1 − umax

k1(ρ+ k1)
e−k1T +

umax

ρk1

)
� a1(1− ϕ1)e

−ρt
(
k1x

0
1 − umax

k1(ρ+ k1)
+

umax

ρk1

)
� ε

для любого ε > 0.
Имеем J1 � ε для любого ε > 0 при T � T1 = −1

ρ ln
ε

a1(1−ϕ1)

(
k1x0

1
−umax

k1(ρ+k1)
+umax

ρk1

) .

J2 �
+∞∫
T

e−ρte−k2ta2(1− ϕ2)

⎡⎣x02 + t∫
0

⎛⎝u2 + ϕ1e
−k1τ1

⎛⎝x01 +

τ1∫
0

u1e
k1τ2dτ2

⎞⎠ ek2τ1

⎞⎠ dτ1

⎤⎦ dt

� a2(1− ϕ2)

+∞∫
T

e−(ρ+k2)t

⎛⎝x02 +

t∫
0

⎛⎝umax + ϕ1e
−k1τ1(x01 + umax

τ1∫
0

(ek1τ2dτ2)e
k2τ1)dτ1

⎞⎠⎞⎠ dt

= a2(1− ϕ2)

(
x02

ρ+ k2
e−(ρ+k2)T+

umax

ρk2
e−ρT − umax

k2(ρ+ k2)
e−(ρ+k2)T+

ϕ1x
0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)
e−(ρ+k1)T

− ϕ1x
0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)
e−(ρ+k2)T +

ϕ1umax

k1k2ρ
e−ρT − ϕ1umax

k1(k2 − k1)(ρ+ k1)e−(ρ+k1)T

)
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= a2(1− ϕ2)e
−ρT

(
e−k2T

(
x02

ρ+ k2
− umax

k2(ρ+ k2)
− ϕ1x

0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)

)

+ e−k1T

(
ϕ1x

0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)
− ϕ1umax

k1(k2 − k1)(ρ+ k1)

)
+

umax

ρk2
+

ϕ1umax

k1k2ρ

)

� a2(1− ϕ2)e
−ρT

(
x02

ρ+ k2
− umax

k2(ρ+ k2)
− ϕ1x

0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)
+

ϕ1x
0
1

(k2 − k1)(ρ+ k2)

− ϕ1umax

k1(k2 − k1)(ρ+ k1)
+

umax

ρk2
+

ϕ1umax

k1k2ρ

)
� ε

для любого ε > 0.
Имеем J2 � ε для любого ε > 0 при

T � T2 = −1

ρ
ln

ε

a2(1− ϕ2)
(
k2x0

2−umax

k2(ρ+k2)
+ (k1+ϕ1)umax

ρk1k2
− k1ϕ1x0

1+ϕ1umax

k1(k2−k1)(ρ+k1)
− ϕ1x0

1

(k2−k1)(ρ+k2)

) .

Получаем J � ε для любого ε > 0 при
T � max(T1, T2).

Задача о выживаемости экономи-
ческой системы

Поставим задачу о выживаемости двух-
уровневой экономической системы. Выживае-
мость экономической системы означает, что ни
один из уровней эффективности не исчезает,
т. е. объем фондов на каждом уровне должен
быть отделен от нуля в любой момент времени.
Таким образом, на управление накладывается
дополнительное ограничение, обеспечивающее
выживаемость системы.
Обозначим x̃i = const > 0 минимально до-

пустимый объем производственных фондов на
i-м уровне. Тогда получаем задачу о выжива-
емости следующего вида:⎧⎨⎩
ẋ1 = u1−δ1x1+(1−ϕ1)x1 = f1(x1, x2, u1, u2),

ẋ2 = u2−δ2x2+(1−ϕ2)x2 + ϕ1x1
= f2(x1, x2, u1, u2),

xi(t) � x̃i, t � 0, i = 1, 2,

xi(0) = x0i � x̃i, i = 1, 2,

u = (u1(t), u2(t)) ∈ U = {(y1, y2) ∈ R
2,

y1 + y2 � umax, yi � 0, i = 1, 2}, (21)

0 � ϕi � 1, i = 1, 2.

Таким образом, цель состоит в том, чтобы
найти такое управление u = (u1, u2), при ко-
тором траектория не выходит из множества
X = {(x1, x2) ∈ R

2 : xi(t) � x̃i, t � 0, i = 1, 2},
т. е. множество X должно быть инвари-
антным. Для этого необходимо, чтобы все

траектории пересекали границу ∂X снаружи
внутрь. Это означает, что вектор скорости f
должен составлять острый угол с каждой нор-
малью ni на границе ∂X, т. е. скалярное про-
изведение каждой нормали на вектор правых
частей (ni, f) > 0, i = 1, 2.

(n1, f) = f1(x1, x2, u1, u2) = u1 − δ1x̃1
+(1− ϕ1)x̃1 > 0.

Получаем u1 > x̃1(δ1 + ϕ1 − 1) = ũ1.

(n2, f) = f2(x1, x2, u1, u2) = u2 − δ2x2
+(1− ϕ2)x2 + ϕ1x1 > 0.

Получаем u2 > x̃2(δ2+ϕ2−1)−ϕ1x1. Посколь-
ку ϕ1x1 > 0, можно рассматривать условие
u2 > x̃2(δ2 + ϕ2 − 1) = ũ2. Учитывая ограни-
чение (21), имеем следующую область допу-
стимых управлений, обеспечивающих выжи-
ваемость Uv = {(u1, u2) ∈ R

2
+ : ũ1 � u1 �

umax − ũ2, ũ2 � u2 � umax − ũ1}.
Обобщим задачу о выживаемости, рассмот-

рев систему из n уровней эффективности вида⎧⎨⎩
ẋ1 = u1 − δ1x1 + (1− ϕ1)x1 = f1(x, u),

ẋi = ui − δixi + (1− ϕi)xi + ϕi−1xi−1
= fi(x, u),

x = (x1, . . . , xn), u = (u1, . . . , un),

xi(t) � x̃i, t � 0, i = 1, . . . , n,

xi(0) = x0i � x̃i, i = 1, . . . , n,

u = (u1(t), . . . , un(t)) ∈ U=

{
(y1, . . . , yn)∈R

n,

n∑
i=1

yi � umax, yi � 0, i = 1, . . . , n

}
, (22)
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0 � ϕi � 1, i = 1, . . . , n.

Требуется найти такое управление u =
(u1, . . . , un), при котором траектория не выхо-
дит из множества X = {(x1, . . . , xn) ∈ R

n :
xi(t) � x̃i, t � 0, i = 1, . . . , n}, т. е. мно-
жество X должно быть инвариантным. Для
этого необходимо, чтобы все траектории пе-
ресекали ∂X снаружи внутрь. Это означает,
что вектор скорости f должен составлять ост-
рый угол с каждой нормалью ni на грани-
це ∂X, т. е. скалярное произведение каждой
нормали на вектор правых частей (ni, f) > 0,
i = 1, . . . , n.

(n1, f) = f1(x, u) = u1 − δ1x̃1 + (1− ϕ1)x̃1 > 0.

Получаем u1 > x̃1(δ1 + ϕ1 − 1) = ũ1.

(ni, f) = fi(x, u) = ui − δixi + (1− ϕi)xi
+ϕi−1xi−1 > 0.

Получаем ui > x̃i(δi + ϕi − 1) − ϕi−1xi−1. По-
скольку ϕi−1xi−1 > 0, можно рассматривать
условие ui > x̃i(δi + ϕi − 1) = ũi. Учитывая
ограничение (22), имеем следующую область
допустимых управлений, обеспечивающих вы-
живаемость:

Uv =

{
(u1, . . . , un) ∈ R

n
+ :

ũ1 � u1 � umax −
n∑

j=2

ũi, ũi � ui

� umax −
n∑

j=1,j �=i

ũi, i = 1, . . . , n

}
.

Заключение

В работе рассмотрена задача оптимального
управления инвестиционной политикой с шум-
петеровской динамикой фондов с двумя уров-
нями эффективности на бесконечном времени.
Для решения поставленной задачи использу-
ется принцип максимума Понтрягина. Показа-
но существование оптимального управления.
Получены и проанализированы необходимые
условия оптимальности управления. Прове-
ден качественный анализ динамической систе-
мы с произвольным переключением управле-
ния, принимающего значения (20). Для каж-
дого значения оптимального управления пока-
зана глобальная устойчивость соответствую-
щего положения равновесия. Найдено инвари-
антное множество для исследуемой системы с
переменной структурой. Получена оценка мо-
мента времени, начиная с которого прибыль

будет сколь угодно мала. Поставлена задача
о выживаемости экономической системы для
двух и произвольного числа уровней эффек-
тивности. Найдены допустимые управления,
обеспечивающие выживаемость.
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Обобщение классической схемы размещения частиц комплектами по ячейкам
означает расширение ее условий на возможность разных размеров комплек-
тов. Отдельно рассматривается эта схема размещения без пустых ячеек и по
выделенным ячейкам. Исследование производится перечислительным методом
на основе построения и анализа итерационного случайного процесса прямого
бесповторного нумерованного перечисления его исходов в доасимптотической
области изменения параметров по следующим направлениям: решения зада-
чи нумерации в прямой и обратной постановках, состоящих в установлении
взаимно-однозначного соответствия между номерами и видами исходов схемы,
определения вероятностного распределения числа пустых ячеек и на множестве
исходов схемы по введенным вероятностям итерационных переходов процесса
их перечисления и разработки процедуры их моделирования.

Ключ е вы е c л о в а: размещение частиц комплектами; размеры комплектов;
выделенные ячейки
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Generalization of the classical scheme of allocating particles into cells by sets implies
extending its conditions to allow different sizes of sets. This allocation scheme is
studied separately for cases without empty cells and by selected cells. The study
is carried out by the enumeration method based on the construction and analysis
of an iterative random process of direct non-repetitive numbered enumeration of
its outcomes in the pre-asymptotic region of parameter change in the following
directions: solving the numbering problem in direct and inverse formulations
which consist in finding one-to-one correspondence between the numbers and
types of outcomes of the scheme, determining the probabilistic distribution of the
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number of empty cells and on the set of outcomes of the scheme according to the
introduced probabilities of iterative transitions of the process of their enumeration
and developing a procedure for their modeling.

K e ywo r d s: allocation of particles by sets; set sizes; selected cells
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the classical scheme of particle allocation by sets with conditions. Trudy Karel ′skogo
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Введение

Классическая схема размещения частиц
комплектами [1] описывает размещения по n
различимым ячейкам неразличимых частицm
различимыми комплектами по r частиц в каж-
дом. Частицы каждого комплекта размещают-
ся независимо и равновероятно по n различи-
мым ячейкам так, что все частицы каждого
комплекта попадают в разные ячейки.
Для этой схемы в [1] представлен ее асимп-

тотический анализ и получены точные фор-
мулы для распределения и моментов (мате-
матического ожидания и дисперсии) числа
μ0(rm, n) пустых ячеек в исходах схемы, вид
которых записывается уровнями заполнений
ячеек в порядке роста их нумерации. Приве-
дем здесь из [1] точные формулы для распре-
деления числа μ0(rm, n):

P (μ0(rm, n) = k)

= Ck
n(C

r
n−k/C

r
n)

mP (μ0(rm, n− k) = 0);
(1)

P (μ0(rm, n) = 0)

= (1/Cr
n)

m
n∑

t=0

Ct
n(−1)t(Cr

n−t)
m,

(2)

где r � n− k � min(rm, n), откуда

l = max(0, n−mr) � k � n− r = L (3)

есть диапазон для числа пустых ячеек в исхо-
дах схемы.
Пространство элементарных исходов схемы

представляют все наборы номеров комплектов
частиц, попавших в каждую ячейку в порядке
нумерации ячеек.
Цели доасимптотического анализа изучае-

мых здесь схем определены в аннотации, а их
результаты дополняют ранее полученные для
классической схемы с заменой r частиц в каж-
дом комплекте на вектор r̄ = (r1, . . . , rm) раз-
меров комплектов в условиях изучаемых здесь
ограничений.
Для краткости далее будем называть обоб-

щение классической схемы размещения частиц

комплектами разных размеров без ограниче-
ний схема А, без пустых ячеек – схема В, а
по выделенным M ячейкам – схема С.

1. Вспомогательные результаты

1.1. Перечислительный метод (ПМ)
В основе доасимптотического анализа рас-

сматриваемых схем лежит ПМ [3], суть кото-
рого состоит в организации получения каче-
ственной информации об исходах схемы и пе-
реводе ее в количественную – результатов ее
анализа в доасимптотической области измене-
ния ее параметров. Эта качественная инфор-
мация представляет собой исходы итерацион-
ного случайного процесса реализации комби-
наторной схемы путем последовательного по-
единичного добавления элементов схемы до
заданного значения или этапов перечисления
составляющих схему более простых ранее изу-
ченных схем. Инструментами перевода каче-
ственной информации о видах всех исходов
схемы являются метод графов (МГ) [3], состо-
ящий в графическом представлении процеду-
ры итерационного процесса перечисления ис-
ходов схемы, задача нумерации (ЗН), устанав-
ливающая взаимно-однозначное соответствие
между видами исходов и их номерами, и уни-
версальное моделирование (УМ) исходов по
[3], дающее его единый прием, состоящий в
разыгрывании номеров исходов, виды которых
определяются по решению ЗН, учитывающему
специфику схемы. (В более ранних публикаци-
ях УМ также называлось БМ – быстрое моде-
лирование). Целью применения ПМ является
изучение схемы по указанным в аннотации на-
правлениям.
Перечислим используемые здесь результа-

ты (со своими обозначениями) ранее изучен-
ных схем по решению ЗН.

1.2. Схема сочетаний
В [2] приводятся результаты комбинатор-

ного анализа схемы сочетаний из n элемен-
тов по r с числом исходов Cr

n. Номера элемен-
тов в каждом исходе схемы R = (n1n2 . . . nr)
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упорядочены по возрастанию, и значение nm

(m = 1, r) определяет величина lm – порядко-
вый номер nm по возрастанию среди значений
от (nm−1 + 1) до n.

Теорема 1. Прямая ЗН. Дан номер N ис-
хода схемы сочетаний. Тогда в его искомом
виде R = (n1n2 . . . nr) значение lm (m = 1, r)
при j0 = 1, n0 = 0, C0

0 = 1 есть

lm = min jm :⎧⎨⎩N�
m−1∑
i=1

lm−1∑
si=ni−1+J(i−1)

Cr−i
n−si+

jm∑
sm=nm−1

Cr−m
n−sm

⎫⎬⎭ ,

где J(Z) = 1 при Z = 0 и J(Z) = 0 при Z > 0.

Теорема 2. Обратная ЗН. Дан исход R =
(n1n2 . . . nr). Тогда его номер N находится
(при n0 = 0) по формуле

N =

r∑
i=1

ni−1∑
si=ni−1+1

Cr−i
n−si + 1.

1.3. Схема последовательных действий
(ПД)
Схема k ПД с результатом анализа в [2] воз-

никает, когда каждому следующему действию
подвергаются исходы предыдущего действия,
и числа исходов на каждом следующем ша-
ге (действии) одинаковы, т. е. зависят толь-
ко от характера действия. Если i-е действие
(i = 1, k) совершается di числом способов, то
число исходов схемы N =

∏k
i=1 di.

Вид исхода после совершения i действий
будет формироваться из принятых видов исхо-
дов последовательных действий, которые со-
ответственно обозначаются через Riji , где i –
номер действия, а ji – номер исхода в резуль-
тате его совершения, а конкретный вид Riji
определяется характером действия. Исход со-
вершения r действий (r � k) обозначен в ви-
де R(r) = {R1j1 , R2,j2 , . . . , Rrjr}. Тогда оконча-
тельный исход схемы получен при r = k.

Теорема 3. Прямая ЗН. Пусть в схеме с
параметрами d1, . . . , dk дан номер N (k) ее ис-
хода. Тогда вид исхода R(k) = {R1j1 , . . . , Rkjk},
определяемый номерами (j1, . . . jk) исходов его
компонент в пучках графа перечисления исхо-
дов схемы, при i = 1, k находится по формуле

ji = ti + I(ti)di,

где ti = N (i)moddi; I(Z) = 0 при Z �= 0 и
I(Z) = 1 при Z = 0;

N (i−1) =
[
N (i) + di − 1

di

]
,

где [Z] – целая часть числа Z и i = k, k − 1,

. . . , 1; N (0) = 1.

Теорема 4. Обратная ЗН. Пусть в схеме
с параметрами d1, . . . , dk дан вид ее исхода
R(k) = {R1j1 , . . . , Rkjk}, определяющий номера
(j1, . . . jk) исходов его компонент в пучках гра-
фа перечисления исходов схемы, при i = 1, k.
Тогда его номер вычисляется по формуле

N (k) =

k−1∑
l=1

(jl − 1)

k∏
i=l+1

di + jk.

1.4. Обобщенная схема последователь-
ных действий (ОПД)

Схема ОПД с результатом анализа [2] воз-
никает, когда каждому следующему действию
подвергаются исходы предыдущего действия
и числа исходов на каждом следующем шаге
(действии) неодинаковы, т. е. зависят от ха-
рактера действия и вида предыдущего исхода.
Результатом этого являются разные размеры
пучков внутри итерации в графе перечисления
исходов схемы при переходе от исходов преды-
дущего действия к последующему, т. е. числа
исходов из каждого состояния на следующей
итерации.
Анализ схемы ОПД приводит к конкрет-

ным результатам только по результатам по-
добных исследований комбинаторных схем
действий.
В схеме проводится k последовательных

действий, i-е из которых (i = 1, k) на i-м шаге
совершается N (i) способами. Тогда число ис-
ходов этих k действий складывается из N (k−1)

пучков размерами d̄(i) = (d
(i)
1 , d

(i)
2 , . . . , d

(k)
N (k−1)),

т. е. общее число N = N (k) исходов схемы по-
лучается из рекуррентного соотношения при
i = k и N = N (0) = 1

N (i) =

N (i−1)∑
l=1

d
(i)
l .

Вид исхода после совершения i действий
будет формироваться из принятых видов исхо-
дов последовательных действий, которые бу-
дем соответственно обозначать через Riji , где
i – номер действия, а ji – номер исхода в ре-
зультате его совершения.
Задача нумерации решается для нашей схе-

мы при решенной ЗН для каждого из k дей-
ствий и известной пучковой структуре графа
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перечисления исходов нашей схемы, т. е. с из-
вестными числами исходов (размерами пуч-
ков) при каждом действии на каждой итера-
ции. Под траекторией T исхода схемы пони-
мается последовательность исходов, ведущая
в графе их перечисления от начала к исследу-
емому исходу.

Прямая и обратная задачи нумерации
решены следующими теоремами.

Теорема 5. Пусть совершается k действий
и задан номер исхода N (k)

∗ . Тогда его вид, опре-
деляемый номерами исходов траектории T в
содержащих их пучках {ji} от первой до k-й
итераций, вычисляется по рекуррентной
формуле для ji (i = 1, k):

ji = N
(i)
∗ −

N
(i−1)
∗ −1∑
l=1

d
(i)
l ,

где все пучковые структуры действий d̄(i) за-
даны и

N
(k−1)
∗ = δ +max t :

(
t∑

l=1

d
(k)
l = Ak � N

(k)
∗

)
,

где δ = 0 при Ak = N
(k)
∗ и δ = 1 при Ak < N

(k)
∗ ;

заменяя k на i, доходим по рекурренте до пер-
вого шага.

По решенной ЗН для всех действий нахо-
дим из {ji} виды их исходов, из которых по-
лучаем искомый вид исхода R

(k)
∗ .

Теорема 6. Пусть совершается k действий
и задан вид исхода R

(k)
∗ = {j1, . . . , jk}. Тогда

его номер N
(k)
∗ определяется по рекуррентной

формуле при i = k, i = 1, k:

N
(i)
∗ =

N
(i−1)
∗ −1∑
l=1

d
(i)
l + ji

начиная с i = 1 при N
(1)
∗ = j1.

2. Анализ схемы А

2.1. Вид, число исходов и структура гра-
фа перечисления исходов схемы в исходе
схемы
Прямое бесповторное перечисление N =∏m

i=1C
ri
n исходов схемы будем производить по

п. 1.3 итерационным случайным процессом
для схемы ПД, где действиями – итерациями
будут последовательные поединичные добав-
ления независимых равновероятных размеще-
ний следующих комплектов частиц по ячей-
кам в соответствии с условиями схемы – по

схеме сочетаний до последнего m-го комплек-
та. Получение результатов анализа схемы тре-
бует определения пучковой структуры графа
данного процесса перечисления ее исходов при
решении ЗН по п. 1.3 и вероятностного распре-
деления на множестве ее исходов при проведе-
нии их моделирования по УМ.
Тогда пучковая структура графа данно-

го перечисления исходов схемы определяется
пучковой структурой итераций, где на i-й ите-
рации (i = 1,m) все размеры пучков по Cri

n .
При этом бесповторность исходов каждой

(а значит, и итоговой) итерации такого пере-
числения обеспечивается неизменяемыми да-
лее, заложенными в процессе перечисления ис-
ходов, отличиями: по пучкам – в разных до-
бавленных исходах схемы сочетаний послед-
ней размещенной на выполняемой итерации
частицы, а в пучках одной итерации – в раз-
ных наборах заполнений ячеек при размеще-
нии предшествующих комплектов.
Исходы итераций будем записывать в виде

составов номеров комплектов принадлежащих
им частиц в ячейках в порядке ячеек, заклю-
чая в круглые скобки составы ячеек, содержа-
щие более одной частицы, и перечисляя их че-
рез запятую в ячейке в порядке размещения
комплектов. Пустые ячейки в исходе обозна-
чаем нулями.
Диапазон возможных значений k – числа

пустых ячеек в исходе схемы определяются по
аналогии с формулой (3) из [1]:

l=max

(
0, n−

m∑
i=1

ri

)
�k�(n−maxmi=1ri)=L.

Для отражения различимости комплектов
частиц при неразличимости частиц внутри
каждого комплекта для описания результа-
та исхода любой итерации перечислительного
процесса исходов схемы будем далее обозна-
чать все частицы i-го комплекта через i, где
i = 1,m.
Приведем числовой пример наглядного

графического представления и записи беспо-
вторного формирования с итогом перечисле-
ния всех разных исходов схемы.

Пример 1. Пусть n = 4, r̄ = (2, 3), m = 2.
Тогда число размещений первого комплекта
C2
4 = 6, а второго – C3

4 = 4, что дает чис-
ло исходов схемы N = 6 · 4 = 24. Граф пе-
речисления последовательных исходов итера-
ций схемы размещения частиц комплектами с
заданными параметрами с учетом их сумми-
рования по результатам размещения со всеми
предшествующими комплектами представлен
на рисунке.
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Граф перечисления исходов схемы A в примере 1
The graph of outcomes enumeration of scheme A in
example 1

Здесь число N исходов схемы по рисун-
ку совпадает с его теоретическим значением
N = (C3

4 )
2 = 24.

2.2. Решение ЗН для исходов схемы
По предложенной в п. 2.1 процедуре бес-

повторного перечисления исходов схемы она
соответствует схеме ПД с действиями – ите-
рациями последовательного поединичного до-
бавления результатов размещения по схеме со-
четаний комплектов частиц по ячейкам с изу-
ченной пучковой структурой графа перечис-
ления исходов схемы – и в общем виде решена
в п. 1.3.
Приведем численный пример решения ЗН

в прямой и обратной постановках в услови-
ях примера 1 с наглядной проверкой по ри-
сунку, считая решенной ЗН для действий –
схем сочетания размещения каждого комплек-
та (см. п. 1.2).
Пример 2.
Прямая ЗН. Пусть дан номер исхода схемы
N∗ = N (2) = 14. Найти его вид R∗ = R(2).
По рисунку R∗ = (2, (1, 2), 1, 2). Найдем R∗ по
формулам п. 1.4.
Шаги решения:
1) по данному N (2) = 14 находим по п. 1.4

номер предшествующего ему исхода схемы на

1-й итерации N (1) = 4, т. к. t = 3, δ = 1, че-
му соответствует добавляемый результат раз-
мещения первого комплекта по ячейкам вида
(0, 1, 1, 0);
2) по данному N (2) = 14 по п. 1.4 в 4-м пуч-

ке второй итерации находим номер искомого
исхода j2 = 14− 12 = 2, что соответствует до-
бавлению второго комплекта (2, 2, 0, 2);
3) тогда, суммируя результаты независи-

мых размещений двух комплектов, получаем
итоговый искомый вид исхода схемы R∗ =
(2, (1, 2), 1, 2), что совпадает с результатом по
рисунку.

Обратная ЗН. Пусть дан вид исхода схемы
R∗ = R(2) = (2, (1, 2), 1, 2)). Найти его номер
N∗ = N (2). По рисунку N∗ = 14. Найдем N∗
по формулам п. 1.4.
Шаги решения:
1) по данному R(2) = (2, (1, 2), 1, 2) находим

виды первого комплекта (0, 1, 1, 0), а второго
комплекта – (2, 2, 0, 2), откуда j1 = 4, j2 = 2;
2) по п. 1.4 получаем N∗ = N (2) = (4−1)4+

2 = 14, что совпадает с результатом по ри-
сунку.

2.3. Распределение вероятностей на мно-
жестве исходов схемы и числа пустых
ячеек
В силу заданных равновероятных итераци-

онных переходов при симметричной структуре
графа перечисления исходов итоговые исходы
схемы также равновероятны с вероятностью
каждого по 1/

∏m
i=1C

ri
n .

Замечание 1. Расчет распределения итого-
вых исходов схемы в более общих условиях
заданных, отличных от равновероятного неза-
висимого размещения частиц комплектами по
ячейкам, производится по тому же графу ите-
рационного перечисления при формировании
исходов схемы путем произведений их вероят-
ностей по последовательным переходам в гра-
фе по итерациям в траекториях, ведущих к
каждому итоговому исходу схемы.
Вероятностное распределение числа k пу-

стых ячеек в исходе схемы выводится по ана-
логии с формулами (1) и (2) из [1]:

P

(
μ0

(
m∑
i=1

ri, n

)
= k

)

= Ck
n

m∏
i=1

(
Cri
n−k/C

ri
n

)
P

(
μ0

(
m∑
i=1

ri, n−k

)
=0

)
;

P

(
μ0

(
m∑
i=1

ri, n

)
= 0

)
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=

(
1/

m∏
i=1

Cri
n

)
n∑

t=0

Ct
n(−1)t

m∏
i=1

Cri
n−t.

Диапазон возможных значений k указан в
п. 2.1.
2.4. Моделирование исхода схемы
Его предлагается проводить приемом

УМ [3] путем разыгрывания его номера одним
случайным числом с равновероятным вероят-
ностным распределением в схеме (или по по-
лученному по замечанию в более общей схеме)
и по нему по результату решения ЗН находить
вид смоделированного исхода схемы.

3. Анализ схемы В

Схема В существует при
∑m

i=1 ri � n.

3.1. Вид, число исходов и структура гра-
фа перечисления исходов схемы
Вид исхода схемы записывается как в схе-

ме А. Бесповторное перечисление исходов по-
лучаем отбраковкой из их перечисления исхо-
дов схемы А с хотя бы одной нулевой компо-
нентой. В результате в общем случае получа-
ем граф перечисления исходов схемы В дру-
гой пучковой структуры и в общем случае с
неодинаковыми размерами пучков в итераци-
ях. А это значит, что схема В представляет
собой ОПД с действиями итераций. Тогда ЗН
в прямой и обратной постановках здесь будем
решать по формулам п. 1.4, а число исходов
схемы получается сложением размеров пучков
предпоследней итерации.
Приведем численный пример описанных

расчетов результатов перечисления исходов
схемы В.

Пример 3. Пусть, как и в примере 1,
n = 4, r̄ = (2, 3), m = 2. Тогда
при перечислении по рисунку исходов схе-
мы В после отбраковки из исходов схе-
мы А в первом пучке итоговых исходов
остаются 2 исхода: ((1,2),1,2,2), (1,(1,2),2,2),
во втором – 2 исхода: ((1,2),2,1,2), (1,2,(1,2),2),
в третьем – 2 исхода: ((1,2),2,2,1), (1,2,2,1), в
четвертом – 2 исхода: (2,(1,2),1,2), (2,1,(1,2),2),
в пятом – 2 исхода: (2,(1,2),2,1), (2,1,2,(1,2)),
в шестом – 2 исхода: (2,2,(1,2),1), (2,2,1,(1,2))
– всего 12 исходов, как сумма размеров
пучков итерации после этой отбраковки.
Их последовательные номера в схеме А
S̄ = (3, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17, 19, 21, 22).

3.2. Решение ЗН для исходов схемы
ЗН решаем по АЛГОРИТМУ 1 пересчетом

результатов ЗН в схеме А путем установле-
ния номеров ее последовательных исходов без

пустых ячеек S̄ в качестве исходов исследу-
емой схемы В. Пусть эти номера фиксируют-
ся в процессе проведенной отбраковки исходов
схемы А для схемы В с пустыми ячейками.
Прямая ЗН. Пусть дан номер исхода схемы В
N∗ = N (2). Найти его вид R∗ = R(2).
Шаги решения:
1) среди номеров исходов схемы А S̄ нахо-

дим по порядку N∗-й номер;
2) по найденному в 1) номеру по резуль-

тату решения прямой ЗН в схеме А получаем
его вид в схеме А, совпадающий с искомым в
схеме В.
Обратная ЗН. Пусть дан вид исхода схемы В
R∗ = R(2). Найти его номер N∗ = N (2).
Шаги решения:
1) сравниваем данный вид исхода схемы В с

подряд идущими исходами схемы А, с номера-
ми из S̄, считая число сравнений до их совпа-
дения включительно, которое и дает искомый
номер исхода схемы В.

3.3. Вероятностное распределение на
множестве исходов схемы

Вероятностное распределение исходов схе-
мы будем получать по вероятностям траек-
торий, оставшихся после отбраковки исходов
схемы А, вычисляемых произведением веро-
ятностей составляющих их итерационных пе-
реходов, которые получаются пропорциональ-
ным пересчетом оставшихся в пучках перехо-
дов каждой итерации с сохранением суммар-
ной единицы.

3.4. Моделирование исходов схемы

Теперь, имея вероятностное распределение
исходов схемы и решенную прямую ЗН, бу-
дем моделировать ее исходы по УМ [3], т. е.
по разыгранному с известным распределением
номеру исхода будем получать смоделирован-
ный исход по результату прямой ЗН.
Приведем числовой пример решения ЗН в

прямой и обратной постановках в условиях
примера 1 для исходов схемы В и перерасчет
вероятностей ее исходов.

Пример 4. Пусть снова n = 4, r̄ = (2, 3),
m = 2.
Предварительное перечисление видов и но-

меров оставшихся из исходов схемы А в каче-
стве исходов схемы В см. в примере 3.
Прямая ЗН. Пусть дан номер исхода схемы В
N∗ = N (2) = 8. Найти его вид R∗ = R(2). По
примеру 3 R∗ = (2, (1, 2), 1, 2). Найдем R∗ по
АЛГОРИТМУ 1.
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Шаги решения:
1) среди номеров исходов схемы А (см. при-

мер 3) S̄ = (3, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17, 19, 21, 22)
8-м порядковым номером стоит номер 15;
2) по результату решения прямой ЗН в

схеме А ей соответствует исход (2, 1, (1, 2), 2),
который совпадает с искомым видом исхода
R∗ = R(2) схемы В, что совпадает с резуль-
татом по примеру 3.
Обратная ЗН. Пусть дан вид исхода схемы
R∗ = R(2) = (2, 1, (1, 2), 2)). Найти его номер
N∗ = N (2). По примеру 3 N∗ = 8. Найдем N∗
по АЛГОРИТМУ 1.
Шаги решения:
1) находим 8-й по порядку из ви-

дов исходов схемы А с номерами S̄ =
(3, 4, 6, 8, 9, 12, 14, 15, 17, 19, 21, 22), совпада-
ющий с данным видом схемы В R(2) =
(2, 1, (1, 2), 2), равный 15-му номеру исхода в
схеме А, который соответствует 8-му номеру
данного вида схемы В, что совпадает с резуль-
татом по примеру 3.

Произведем перерасчет вероятностного
распределения на множестве исходов схемы
В из равновероятного распределения исходов
схемы А по рисунку.
В примере 3 показано, что после отбраков-

ки исходов схемы А по ограничению в схеме В
в пучках итоговых исходов остается по два ис-
хода из четырех, откуда получаем число всех
исходов равное 12, а их вероятности – по 1/12.

4. Анализ схемы С

4.1. Вид, число исходов и структура гра-
фа перечисления исходов схемы
Не нарушая общности, считаем выделен-

ные M ячеек первыми.
Вид исхода схемы записывается первыми

M компонентами исхода схемы А.
Бесповторное перечисление исходов схе-

мы С получаем отбраковкой повторов в ре-
зультате их получения из перечисления исхо-
дов схемы А. В результате в общем случае по-
лучаем граф перечисления исходов схемы С
другой пучковой структуры и в общем случае
с неодинаковыми размерами пучков в итера-
циях. А это значит, что схема С представляет
собой ОПД с действиями итераций. Тогда ЗН
в прямой и обратной постановках здесь будем
решать по формулам п. 1.4, а число исходов
схемы получается сложением размеров пучков
предпоследней итерации.
Приведем численный пример описанных

расчетов результатов перечисления исходов
схемы С.

Пример 5. Пусть, как и в примере 1, n = 4,
r̄ = (2, 3), m = 2. Тогда при перечислении по
рисунку разных исходов схемы С после отбра-
ковки из исходов схемы А: ((1, 2), (1, 2)) 2 ра-
за, ((1, 2), 1) 1 раз, (1, (1, 2)) 1 раз, ((1, 2), 2)
4 раза, ((1, 2), 0) 2 раза, (1, 2) 2 раза, (2, (1, 2))
2 раза, (0, (1, 2)) 2 раза, (2, 2) 2 раза, (2, 0)
1 раз, (0, 2) 1 раз – всего 12 разных исходов.
Количество повторов разных исходов приведе-
но для перерасчета вероятностей исходов схе-
мы С. Их последовательные номера в схеме А
T̄ = (1, 3, 4, 5, 7, 8, 12, 13, 15, 21, 23, 24).

4.2. Решение ЗН для исходов схемы
Вводим и решаем ЗН по АЛГОРИТМУ 2

пересчетом результатов ЗН в схеме А для исхо-
дов схемы С путем установления соответствия
первых номеров исходов схемы А T̄ , порожда-
ющих разные последовательные исходы схемы
С. Пусть эти номера фиксируются в процессе
проведенной отбраковки исходов схемы А для
схемы С.
Прямая ЗН. Пусть дан номер исхода схемы В
N∗ = N (2). Найти его вид R∗ = R(2).
Шаги решения:
1) среди номеров исходов схемы А S̄ нахо-

дим по порядку N∗-й номер;
2) по найденному в 1) номеру по результа-

ту решения прямой ЗН в схеме А получаем его
вид в схеме А, первые две компоненты которо-
го дают искомый вид исхода в схеме С.
Обратная ЗН. Пусть дан вид исхода схемы В
R∗ = R(2). Найти его номер N∗ = N (2).
Шаги решения:
1) сравниваем данный вид исхода схемы С

с подряд идущими исходами схемы А, с но-
мерами из S̄, считая число сравнений до их
совпадения включительно, которое и дает ис-
комый номер исхода схемы С.

4.3. Вероятностное распределение на
множестве исходов схемы
Вероятностное распределение разных исхо-

дов схемы С получаем кратное числу повторов
исходов схемы С при их получении из исходов
схемы А увеличением вероятности равноверо-
ятных исходов схемы А.

4.4. Моделирование исходов схемы
Теперь, имея вероятностное распределение

исходов схемы и решенную прямую ЗН, бу-
дем моделировать ее исходы по УМ [3], т. е.
по разыгранному с известным распределением
номеру исхода будем получать смоделирован-
ный исход по результату прямой ЗН.
Приведем числовой пример решения ЗН в

прямой и обратной постановках в условиях
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примера 1 для исходов схемы В и перерасчет
вероятностей ее исходов.

Пример 6. Пусть снова n = 4, r̄ = (2, 3),
m = 2.
Предварительное перечисление видов и но-

меров оставшихся из исходов схемы А в каче-
стве исходов схемы С см. в примере 5.
Прямая ЗН. Пусть дан номер исхода схемы В
N∗ = N (2) = 8. Найти его вид R∗ = R(2). По
примеру 5 R∗ = (1, 2). Найдем R∗ по АЛГО-
РИТМУ 2.
Шаги решения:
1) среди номеров исходов схемы А (см. при-

мер 5) T̄ = (1, 3, 4, 5, 7, 8, 12, 13, 15, 21, 23, 24)
8-м порядковым номером стоит номер 13;
2) по результату решения прямой ЗН в схе-

ме А ей соответствует исход (1,2), который
совпадает с искомым видом исхода R∗ = R(2)

схемы C, что совпадает с результатом по при-
меру 5.
Обратная ЗН. Пусть дан вид исхода схемы
R∗ = R(2) = (1, 2). Найти его номер N∗ = N (2).
По примеру 5 N∗ = 8. Найдем N∗ по АЛГО-
РИТМУ 2.
Шаги решения:
1) находим 8-й по порядку из ви-

дов исходов схемы А с номерами T̄ =
(1, 3, 4, 5, 7, 8, 12, 13, 15, 21, 23, 24), совпадаю-
щий с данным видом схемы В R(2) = (2, (1, 2)),
равный 13-му номеру исхода в схеме А, кото-
рый соответствует 8-му номеру данного вида
схемы С, что совпадает с результатом по при-
меру 5.

Произведем перерасчет вероятностного
распределения на множестве исходов схемы В

из равновероятного распределения исходов
схемы А по рисунку.
В примере 5 получены кратности увеличе-

ния вероятностей исходов схемы С по срав-
нению с вероятностями исходов схемы А, что
приводит к результатам следующих вероятно-
стей исходов схемы С в порядке их перечисле-
ния: (2/24, 1/24, 1/24, 4/24, 2/24, 2/24, 3/24,
3/24, 3/24, 2/24, 1/24, 1/24) с суммарной еди-
ницей.
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Введение

В наглядной интерпретации размещения
частиц по ячейкам к схеме сочетаний со слу-
чайным параметром приводит размещение r
неразличимых частиц по n различимым ячей-
кам, вмещающим каждая не более одной ча-
стицы, при рассмотрении исходов заполнения
выделенных m из n ячеек, число частиц в ко-

торых X – случайно. Далее эту схему будем
называть схемой А.
Не нарушая общности анализа схемы, бу-

дем считать выделенными первые m ячеек.
1. Вспомогательные результаты
Приведем кратко результаты анализа для

отдельных комбинаторных схем по перечис-
ленным в аннотации направлениям (для каж-
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дой схемы в своих обозначениях), используе-
мые здесь далее.

1.1. Схема сочетаний
В [1] и [2] приводятся результаты комбина-

торного анализа схемы сочетаний из n элемен-
тов по r с общим числом исходов Cr

n.
Бесповторное перечисление всех Cr

n разли-
чимых исходов схемы производится случай-
ным процессом размещения частиц, начиная
с нуля частиц с добавлением на каждом шаге
еще одной частицы до заданного числа частиц
r, независимо по всем ячейкам, правее послед-
ней занятой, с нумерацией исходов подряд, пе-
речисляемых группами по возрастанию номе-
ров первых занятых ячеек, а в каждой груп-
пе – по возрастанию номеров последних заня-
тых ячеек. Номера элементов в каждом исходе
схемы R = (n1n2 . . . nr) упорядочены по воз-
растанию, и значение nm, (m = 1, r) опреде-
ляет величина lm – порядковый номер nm по
возрастанию среди значений от (nm−1+1) до n.
Прямая задача нумерации (ЗН) реша-

ется теоремой:
Теорема 1. Дан номер N исхода схемы со-
четаний. Тогда в его искомом виде R =
(n1n2 . . . nr) значение lm, (m = 1, r) вычисля-
ется при l0 = 1, n0 = 0, C0

0 = 1 по формуле

lm = min jm :⎧⎨⎩N�
m−1∑
i=1

lm−1−1∑
si=ni−1+I(i−1)

Cr−i
n−si+

jm∑
sm=nm−1

Cr−m
n−sm

⎫⎬⎭ ,

где I(Z) = 0 при Z > 0 и I(Z) = 1 при Z = 0.

Обратная ЗН решается теоремой:
Теорема 2. Дан исход R = (n1n2 . . . nr). То-
гда его номер N находится по формуле

N =

r∑
i=1

ni−1∑
si=ni−1+1

Cr−i
n−si + 1,

где n0 = 0.

1.2. Обобщенная схема последователь-
ных действий (ОПД)
В [1] приводятся результаты комбинаторно-

го анализа схемы ОПД.
В схеме проводится k последовательных

действий, i-е из которых (i = 1, k) на i-м шаге
совершается N (i) способами. Тогда число ис-
ходов этих k действий складывается из N (k−1)

пучков размерами d̄(i) = (d
(i)
1 , d

(i)
2 , . . . , d

(k)
N (k−1)),

т. е. общее число N = N (k) исходов схемы по-
лучается из рекуррентного соотношения при

i = k и N = N (0) = 1

N (i) =

N (i−1)∑
l=1

d
(i)
l .

Вид исхода после совершения i действий
будет формироваться из принятых видов исхо-
дов последовательных действий, которые бу-
дем соответственно обозначать через Riji , где
i – номер действия, а ji – номер исхода в ре-
зультате его совершения.
Задача нумерации решается для нашей схе-

мы при решенной ЗН для каждого из k дей-
ствий и известной пучковой структуре графа
перечисления исходов нашей схемы, т. е. с из-
вестными числами исходов (размерами пуч-
ков) при каждом действии на каждой итера-
ции. Под траекторией T исхода схемы пони-
мается последовательность исходов, ведущая
в графе их перечисления от начала к исследу-
емому на последней итерации.
Прямая и обратная ЗН решены следую-

щими теоремами:
Теорема 3. Пусть совершается k действий
и задан номер исхода N

(k)
∗ . Тогда его вид,

определяемый номерами исходов траектории
T в содержащих их пучках {ji} от первой до
k-й итераций, вычисляется по рекуррентной
формуле для ji (i = 1, k)

ji = N
(i)
∗ −

N
(i−1)
∗ −1∑
l=1

d
(i)
l ,

где все пучковые структуры действий d̄(i) за-
даны и

N
(k−1)
∗ = δ+max t :

(
t∑

l=1

d
(k)
l = Ak � N

(k)
∗

)
,

где δ = 0 при Ak = N
(k)
∗ и δ = 1 при Ak < N

(k)
∗ ;

заменяя k на i, доходим по рекурренте до пер-
вого шага.

По решенной ЗН для всех действий нахо-
дим из {ji} виды их исходов, из которых по-
лучаем искомый вид исхода R

(k)
∗ .

Теорема 4. Пусть совершается k действий
и задан вид исхода R

(k)
∗ = {j1, . . . , jk}. Тогда

его номер N
(k)
∗ определяется по рекуррентной

формуле при i = k, i = 1, k

N
(i)
∗ =

N
(i−1)
∗ −1∑
l=1

d
(i)
l + ji,

начиная с i = 1 при N
(1)
∗ = j1.
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2. Вид исходов схемы А, их пере-
числение и число

В условиях схемы каждый ее исход будет
иметь вид 1) возрастающего набора номеров
непустых ячеек среди выделенных m или 2)
m-размерной последовательности нулей и еди-
ниц, где нули стоят на местах пустых, а еди-
ницы – непустых ячеек среди первых m ячеек.
Процедуру прямого нумерованного пере-

числения исходов схемы представим в виде
двух этапов – итераций: перебора всех возмож-
ных растущих количеств X попавших в пер-
вые m ячеек частиц и перечисления исходов
ранее изученной (см. [1, 2]) при каждом исходе
первого этапа схемы сочетаний в порядке уста-
новленного там перечисления. Наглядно этот
процесс перечисления представляется графом
по методу графов (МГ, см. [3]). Структура гра-
фа представляет собой реализацию двух опи-
санных итераций, состоящих соответственно
на первой итерации из одного пучка разме-
ром диапазона возможных значений случай-
ного числа X частиц в выделенных ячейках,
а на второй (итоговой) – из каждого исхода
пучка первой итерации образуется пучок раз-
мера числа исходов схемы сочетаний с фикси-
рованным значением случайного числа X, от
которого зависит размер пучка. Таким обра-
зом, наша схема представляет собой обобщен-
ную схему двух последовательных действий,
приведенную в п. 1.2 по результатам, исполь-
зуемым далее.
Теорема 5. Число N разных исходов схемы А
определяется по формуле

N =

T∑
k=t

Ck
m, (1)

где для возможных значений числа k частиц,
попадающих в выделенные ячейки, выполня-
ется соотношение t = max(0, r − n + m) �
k � min(r,m) = T .

Доказательство. Доказательство формулы
(1) для числа N следует из вышеописанной
структуры графа перечисления исходов схе-
мы А как сумма размеров пучков ее итоговой
итерации в диапазоне k ∈ (t, T ) возможных
значений с. в. X, а бесповторность перечисле-
ния исходов схемы А обеспечивается разны-
ми количествами размещаемых в выделенных
ячейках частиц.

3. Решение ЗН

Будем решать ЗН для схемы А в прямой
и обратной постановках, определяя соответ-
ственно вид ее исхода R∗ по ее номеру при

перечислении N∗, и наоборот. В общем виде
ЗН в обеих постановках решена в схеме ОПД
(см. в п. 1.1 или в [1]). Выпишем в форме по-
шаговых АЛГОРИТМОВ решения ЗН при за-
данных параметрах схемы (n,m, r), откуда из
п. 2 известны крайние значения (t, T ) диапа-
зона изменения целочисленной с. в. X.
Прямая ЗН. Дан номер исхода схемы N∗,

требуется найти его вид R∗.
Шаги решения:
1) определяем номер j пучка итоговой ите-

рации, содержащий искомый исход схемы по
формуле теоремы 3

j = δ +max s :

{
s∑

k=t

Ck
m = As � N∗

}
, (2)

где δ = 0 при As = N∗ и δ = 1 при As < N∗;
2) находим номер h искомого исхода в пуч-

ках итоговой итерации по формуле

h = N∗ −As; (3)

3) по результату теоремы 1 решения пря-
мой ЗН для схемы сочетаний (см. в п. 1.1 или
[1] и [2]), с соответствующим номером h и зна-
чением числа k частиц X, в пучке с номером,
равным j = k − t+ 1, откуда при k = j + t− 1
получаем искомый вид исхода схемы R∗.
Обратная ЗН. Дан вид исхода схемы R∗,

требуется найти его номер N∗.
Шаги решения:
1) из данного вида исхода R∗ определяем

число k непустых ячеек среди выделенных в
схеме и номер пучка j = k− t+1, содержаще-
го искомый исход;
2) по результату решения обратной ЗН для

схемы сочетаний п. 1.1 с параметрами чисел
ячеек m и частиц k по виду R∗ находим его
номер h, совпадающий с номером искомого ис-
хода в итоговом пучке;
3) по теореме 2 из п. 1.1 получаем

N∗ =
j−1∑
k=t

Ck
m + h. (4)

Приведем численный пример перечисления
исходов схемы с решением ЗН в прямой и об-
ратной постановках в п. 1.2 по теоремам 3 и
4 для схемы ОПД или по полученным выше в
этом пункте формулам в более удобных обо-
значениях.

Пример 1. Пусть n = 10, m = 5, r = 7. Тогда
t = 2 � k � 5 = T . Построим граф итерацион-
ного перечисления исходов схемы на рисунке
с итоговыми исходами вида 1).
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Граф перечисления исходов схемы в примере 1
The graph of outcomes enumeration of the scheme in
example 1

Вычислим по формуле (1) число N исходов
схемы:

N = C2
5 + C3

5 + C4
5 + C5

5 = 26,

что совпадает с визуально полученным по гра-
фу на рисунке.
Решим ЗН по полученным формулам

ее приведенных в АЛГОРИТМАХ решений,
сравнивая с визуальными результатами по
графу на рисунке.
Прямая ЗН. Пусть номер исхода схемы

N∗ = 13, требуется найти его вид R∗.
Решение (по шагам):
1) из (2) As = C2

5 = 10; δ = 1; j = 2 – номер
пучка итогового исхода схемы;
2) из (3) h = 13− 10 = 3;
3) из перечисления исходов из C3

5 схемы со-
четаний при j = 2 – второго пучка итоговой
итерации с k = 3 находим искомый вид исхо-
да нашей схемы R∗ = (1, 2, 5), что совпадает с
визуальным результатом на рисунке.
Обратная ЗН. Пусть вид исхода схемы

R∗ = (1, 2, 5), требуется найти его номер N∗.

Решение (по шагам):
1) из данного вида исхода R∗ = (1, 2, 5) сле-

дует, что k = 3, и находим номер пучка иско-
мого исхода j = 2;
2) из результата решения обратной ЗН

для схемы сочетаний по данному виду исхода
R∗ = (1, 2, 5) из результата решения обратной
ЗН для схемы сочетаний с параметрами m = 5
ячеек, k = 3 частиц получаем его номер h = 3
в пучке;
3) из (4) N∗ =

∑j−1
k=t C

k
m + h = C3

5 + 3 = 13,
что совпадает с визуальным результатом на
рисунке.

4. Вероятностное распределение ис-
ходов схемы

Теорема 6. Пусть процесс бесповторного пе-
речисления исходов схемы сочетаний приво-
дит к равновероятным исходам. Тогда pi(k) –
вероятность i-го исхода (i = 1, N) нашей схе-
мы – в этом случае определяется формулой

pi(k) =
Cr−k
n−m
Cr
n

, (5)

где k = t, T , (k−t+1) – номер пучка этого i-го
итогового исхода перечисления всех исходов
схемы с совпадающими внутри каждого пуч-
ка вероятностями, а их номера в общем спис-
ке исходов, обозначенные индексом i, меняют
значения в пределах пучка размером Ck

m.

Доказательство. В условиях теоремы веро-
ятностное распределение случайной величины
X имеет гипергеометрическое распределение
P (X=k)=Ck

mCr−k
n−m/Cr

n, где t=max(0, r−n+m)
� k � min(r,m) = T , которое по описанной
выше структуре графа перечисления исходов
нашей схемы является распределением исхо-
дов единственного пучка первой итерации. На
второй итоговой итерации мы имеем (T−t+1)
пучков исходов соответствующих схем сочета-
ний с параметром k – числа частиц от t до
T включительно, каждый со своими совпада-
ющими в пучке вероятностями итерационных
переходов, обратными размеру пучка Ck

m.
Отсюда следует, что вероятностное распре-

деление на множестве исходов нашей схемы
представляет собой группы совпадающих ве-
роятностей в пределах исходов каждого итого-
вого пучка, вычисляемых по траекториям ис-
ходов схемы как произведения соответствую-
щей гипергеометрической вероятности исхода
первой итерации с k = t, T частицами в выде-
ленных m ячейках и вероятности 1/Ck

m исхода
схемы сочетаний с параметром числа частиц
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равным k. Тогда

pi(k) =
Ck
mCr−k

n−m
Cr
n

1

Ck
m

=
Cr−k
n−m
Cr
n

,

где k = t, T , (k − t + 1) – номер пучка этого
i-го итогового исхода перечисления всех ис-
ходов схемы с совпадающими внутри каждо-
го пучка вероятностями, а их номера в об-
щем списке исходов, обозначенные индексом i,
меняют значения в пределах пучка размером
Ck
m, что и утверждалось.

Замечание. При неравновероятном распре-
делении исходов схемы сочетаний, определя-
ющем вероятностное распределение исходов
первой итерации, вероятность каждого исхо-
да нашей схемы вычисляется как вероятность
ведущей к нему траектории.

Покажем на примере расчет вероятностей
на множестве исходов нашей схемы в случае
равновероятных исходов схемы сочетаний.

Пример 2. Будем находить вероятностное
распределение исходов схемы в условиях при-
мера 1, т. е. при n = 10, m = 5, r = 7. Тогда
t = 2 � k � 5 = T .
Общее число исходов схемы N = 26, по-

лученное в примере 1, в порядке их нумера-
ции разделим на группы исходов совпадаю-
щих итоговых вероятностей в соответствии с
размерами пучков второй итерации их пере-
числения, т. е. размерами: C2

5 = 10; C3
5 = 10;

C4
5 = 5; C5

5 = 1, соответствующие значениям
k = 2, 5 с. в. X. Тогда при каждом значении k
по формуле (5) будем получать подряд совпа-
дающие итоговые вероятности исходов нашей
схемы в количестве Ck

5 :
p1(2) = . . . = p10(2) = 1/120;
p11(3) = . . . = p20(3) = 5/120;
p21(4) = . . . = p25(4) = 10/120;
p26(5) = 10/120.

Проверка на распределение

10 · 1

120
+ 10 · 5

120
+ 5 · 10

120
+ 1 · 10

120
= 1.

5. Моделирование исходов схемы

При изученном вероятностном распределе-
нии на множестве исходов схемы будем мето-
дом маркировки (см. [4]) разыгрывать его слу-
чайный номер от 1 до N . Тогда по результа-
ту прямой ЗН по разыгранному номеру исхо-
да будем определять его вид, который считаем
смоделированным исходом нашей схемы.
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ЮБИЛЕИ И ДАТЫ
Dates and Anniversaries

ЕВСЕЙ ВИКТОРОВИЧ МОРОЗОВ
(к 75-летию со дня рождения)

Евсей Викторович Морозов родился 3 ок-
тября 1947 г. в Ленинграде. В 1971 г. окон-
чил физико-математический факультет Пет-
розаводского государственного университета.
C 1971 по 1985 г. работал в НИИ экономики
и экономико-математических методов плани-
рования Госплана БССР (г. Минск), в 1977 г.
окончил заочную аспирантуру при НИИ, а в
1979 г. защитил кандидатскую диссертацию в
Институте кибернетики АН УССР (г. Киев)
по специальности «математическая киберне-
тика». С 1986 г. работает в Петрозаводском го-
сударственном университете, сначала в долж-
ности старшего преподавателя, затем – доцен-
та (с 1992 г.) и профессора (с 1996 г.). До
1996 г. являлся заместителем декана матема-

тического факультета по научной работе, при-
нимал активное участие в открытии магистра-
туры на факультете. В 1996 г. защитил док-
торскую диссертацию в Институте проблем
управления РАН по специальности «управле-
ние в технических системах». С 2000 г. работа-
ет в должности ведущего научного сотрудни-
ка лаборатории математической кибернетики
Института прикладных математических ис-
следований КарНЦ РАН, с 2019 г. – в долж-
ности главного научного сотрудника.

Е. В. Морозов является признанным спе-
циалистом в области теории вероятностей и
теории массового обслуживания. Его основной
сферой научных интересов является исследо-
вание условий стационарности систем массо-
вого обслуживания. Им был разработан уни-
версальный метод, основанный на теории ре-
генеративных процессов, позволяющий прово-
дить такого рода анализ при достаточно об-
щих ограничениях на распределения входного
потока и времена обслуживания. С помощью
данного метода получены условия стационар-
ности для широкого класса систем обслужива-
ния, включая системы с повторными вызова-
ми, системы, зависящие от состояния, системы
с оптическими буферами. Помимо этого, ис-
следования Е. В. Морозова затрагивают сле-
дующие важные направления: развитие мето-
дов слабой и квазирегенерации, свойства мо-
нотонности процессов обслуживания, асимп-
тотические методы анализа систем массового
обслуживания, ускоренное оценивание харак-
теристик систем массового обслуживания.

Е. В. Морозов был руководителем гран-
тов Российского фонда фундаментальных
исследований (2001–2003, 2004–2006, 2007–
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2009, 2010–2012, 2015–2017 гг.), Междуна-
родного научного фонда ИНТАС, Сове-
та министров Северных стран и Швед-
ского института. Под руководством и при
участии Е. В. Морозова проведены та-
кие значимые научные мероприятия, как
семинар «Queuieng Theory» (Петрозаводск,
1987), Международный семинар «Coupling and
regeneration» (Петрозаводск, 1992), Междуна-
родная конференция RAREEVENTS’99 (Ри-
га, Латвия, 1999), Международный семинар
«Applied Stochastic Models and Information
Processes», посвященный 60-летию профес-
сора Владимира Вячеславовича Калашнико-
ва (Петрозаводск, 2002), 5th Saint-Petersburg
Workshop on Simulation (Санкт-Петербург,
2005), Российско-скандинавский симпозиум
«Probability Theory and Applied Probability»
(Петрозаводск, 2006), Международная кон-
ференция VALUETOOLS в 2006–2009 годах,
Международный семинар «Networking Games
and Management» (Петрозаводск, 2013), се-
рия семинаров SMARTY (с 2018 г.). Евсей
Викторович являлся членом оргкомитета и
председателем секций на многих международ-

ных конференциях и семинарах по пробле-
мам теории массового обслуживания, телеком-
муникационных сетей, стохастического моде-
лирования, прикладной теории вероятностей.
Е. В. Морозов состоит в редколлегии журна-
ла «Проблемы анализа», а также был при-
глашенным редактором специального выпус-
ка журнала «Queueing Systems: Theory and
Applications», Vol. 46 (2004), посвященного па-
мяти В. В. Калашникова. Под руководством
Евсея Викторовича в ИПМИКарНЦ РАН про-
ходит еженедельный семинар «Вероятностные
модели коммуникационных систем».

Научную работу Е. В. Морозов успеш-
но сочетает с преподавательской деятельно-
стью: читает лекции в Петрозаводском госу-
дарственном университете, руководит выпуск-
ными квалификационными работами бакалав-
ров и магистрантов, осуществляет научное ру-
ководство аспирантами. Особая манера препо-
давания уже много лет делает Евсея Викторо-
вича одним из наиболее любимых студентами
лекторов Института математики и информа-
ционных технологий ПетрГУ.

Евсей Викторович Морозов со своими учениками

Под руководством Е. В. Морозова защище-
ны следующие кандидатские диссертации:

1. Аминова И. В. «Моделирование сетей
обслуживания методом слабой регенера-
ции» (2003).

2. Бородина А. В. «Регенеративная моди-
фикация метода расщепления для оцени-
вания вероятности перегрузки в системах
обслуживания» (2008).

3. Лукашенко О. В. «Асимптотический ана-
лиз и оценивание качества обслуживания

систем с гауссовским входным потоком»
(2012).

4. Некрасова Р. С. «Регенеративное оцени-
вание и его применение к системам с ко-
нечным буфером» (2012).

5. Румянцев А. С. «Вероятностный анализ
процесса нагрузки вычислительного кла-
стера» (2012).

6. Потахина Л. В. «Анализ стационарности
стохастических моделей телекоммуника-
ционных систем методами теории восста-
новления» (2015).
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7. Жукова К. А. «Оценивание качества об-
служивания коммуникационных систем с
использованием теории больших уклоне-
ний и регенеративного анализа» (2018).

Студенты и аспиранты, обучавшиеся под
руководством Евсея Викторовича, поощря-
лись стипендиями Республики Карелия, по-
вышенными стипендиями за особые успехи в
учебно-исследовательской деятельности, как
молодые ученые были отмечены грантами
РФФИ, Президента России. Е. В. Морозов яв-
ляется членом Ученого совета ИПМИ КарНЦ
РАН, членом диссертационных советов по за-
щите кандидатских и докторских диссертаций
в ПетрГУ.
Ученый с мировым именем, Евсей Вик-

торович Морозов неоднократно выступал с
приглашенными докладами и интенсивными
курсами лекций, а также посещал с иссле-
довательским визитом ведущие научные цен-
тры (Айзу, Япония; Лилль, Марне-ла-Валле,
Антиб, София-Антиполис, Франция; Навар-
ра, Сарагоса, Барселона, Памплона, Мала-
га, Мадрид, Испания; Куопио, Оулу, Хель-
синки, Финляндия; Гент, Бельгия; Тель-Авив,
Хайфа, Израиль; Уорик, Великобритания; Пи-
за, Италия; Ольборг, Дания; Чалмерс, Лунд,
Уппсала, Умео, Стокгольм, Швеция; Гли-
вице, Краков, Польша; Эйндховен, Нидер-
ланды). В частности, Е. В. Морозов высту-
пал с докладами на следующих международ-
ных научных мероприятиях: Symposium on
stochastic modelling in communication networks
(Лунд, Швеция, 1998); 2nd Nordic-Russian
symposium on stochastic analysis (Бейтостолен,
Норвегия, 1999); Modern Problems in Applied
Probability (Новосибирск, 2000); 4th Saint-
Petersburg Workshop on Simulation (Санкт-
Петербург, 2001); A mathematical perspective
on queueing and teletraffic modeling (Сток-
гольм, Швеция, 2004); Euro-FGI Workshop
on New Trends in Modelling, Quantative
Methods and Measurements (Гент, Бельгия,
2007); Mathematical methods for analysis and
optimization of information telecommunication
networks (Минск, Белоруссия, 2009); между-
народная конференция «Теория вероятностей
и ее приложения», посвященная 100-летию
со дня рождения Б. В. Гнеденко (Москва,
2012); Conference on Man-Machine Interactions
(Гливице, Польша, 2013); 1st European
Conference on Queueing Theory (Бельгия,
Гент, 2014); 14th International Conference on
Queueing Theory and Network Applications
(Бельгия, Гент, 2019); Conference on
Information Technology and Data Science (Вен-
грия, Дебрецен, 2022).

Выступление на семинаре «Вероятностные
модели коммуникационных систем»

Результаты исследований Е. В. Морозова
представлены в более чем 150 печатных ра-
ботах. Евсей Викторович является автором и
соавтором 6 монографий.
За успешную научную, научно-организа-

ционную и педагогическую деятельность
Е. В. Морозов награжден:

• Почетной грамотой Министерства обра-
зования и науки Российской Федерации
(2000),

• Почетной грамотой г. Петрозаводска
(2008),

• Почетной грамотой ПетрГУ (2015),

• званием «Заслуженный деятель науки
Республики Карелия» (2018).

Коллеги знают Евсея Викторовича как че-
ловека незаурядного и творческого, цените-
ля живописи, художественного слова, челове-
ка неиссякаемого трудолюбия. Ученики ценят
его за отеческую заботу и отзывчивость, вни-
мательное отношение и душевную теплоту об-
щения. Е. В. Морозов ведет активный образ
жизни, любит лыжный спорт и бег, с удоволь-
ствием путешествует. Благодаря легкости ха-
рактера, доброжелательности и общительно-
сти Евсея Викторовича его рабочие отношения
с многими коллегами переросли в дружеские
и сохраняются на протяжении многих лет.
Коллектив сотрудников ИПМИ КарНЦ

РАН сердечно поздравляет юбиляра и жела-
ет ему крепкого здоровья, творческих успехов
в научной деятельности, интересных путеше-
ствий и встреч с коллегами.

Ученики Евсея Викторовича Морозова –
О. В. Лукашенко, Т. Е. Морозова,
Р. С. Некрасова, И. В. Пешкова,

А. С. Румянцев
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ЮБИЛЕИ И ДАТЫ
Dates and Anniversaries

АНДРЕЙ АНАТОЛЬЕВИЧ ПЕЧНИКОВ
(к 70-летию со дня рождения)

Андрей Анатольевич Печников родился
10 сентября 1952 г. в Петрозаводске. По-
сле окончания средней школы №10 в 1969 г.
он поступил на физико-математический фа-
культет Петрозаводского госуниверситета
(ПетрГУ), а в 1972 г. был переведен на 4 курс в
Ленинградский госуниверситет (ЛГУ) на фа-
культет прикладной математики – процессов
управления. После окончания учебы год от-
служил рядовым в Cоветской Армии. В 1975–
1976 гг. проходил стажировку на факультете
прикладной математики – процессов управле-
ния ЛГУ, затем в 1976–1979 гг. учился там же
в очной аспирантуре. После окончания аспи-
рантуры вернулся в ПетрГУ, где начал рабо-
тать в должности преподавателя на кафедре
математического анализа. В 1981 г. защитил
кандидатскую диссертацию, в 1982 г. переве-
ден на должность доцента кафедры приклад-
ной математики и кибернетики, в 1985 г. ему
было присвоено звание доцента. С 1987 по
1991 г. работал деканом математического фа-

культета ПетрГУ, с 1991 по 1996 г. – первым
проректором ПетрГУ. Был одним из организа-
торов Университетского лицея в Петрозавод-
ске и Кольского филиала ПетрГУ (Апатиты),
а также Инновационно-технологического пар-
ка ПетрГУ. С 1996 по 2000 г. работал доцентом
кафедры информатики и математического
обеспечения и директором Центра дистанци-
онного образования по Европейскому Северу.
Работая в ПетрГУ, участвовал в разработке
первой концепции информатизации Республи-
ки Карелия, руководил проектом «Организа-
ция учебно-научного центра дистанционного
образования ПетрГУ и Кольского филиала
ПетрГУ» по федеральной программе «Инте-
грация».

Андрей Анатольевич внес значительный
вклад в развитие и информатизацию муни-
ципального самоуправления. В 2000–2002 гг.
работал начальником информационно-анали-
тического управления Администрации мест-
ного самоуправления Петрозаводска. С июля
2002 по декабрь 2005 г. – исполнительный
директор Карельского регионального обще-
ственного фонда развития общественного са-
моуправления «Инициатива». Работая в Ад-
министрации г. Петрозаводска, участвовал в
создании ее официального сайта и виртуаль-
ной приемной. В 2003–2004 гг. был руково-
дителем проекта «Создание информационно-
коммуникационной среды поддержки обще-
ственного участия и межмуниципальной ко-
операции» (грант Фонда «Евразия», соиспол-
нитель – ИПМИ КарНЦ РАН), являлся ответ-
ственным исполнителем проекта «Повышение
уровня общественного участия в разработке
приоритетов развития экологического туриз-
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ма в Лахденпохском районе Республики Каре-
лия» (грант Посольства Королевства Нидер-
ланды).
В январе 2006 г. избран по конкурсу

на должность старшего научного сотрудника
лаборатории телекоммуникационных систем
ИПМИ КарНЦ РАН, в 2012 г. по конкурсу
был переведен на должность ведущего научно-
го сотрудника, а в 2015 г. стал главным науч-
ным сотрудником; c 2014 г. руководит лабора-
торией телекоммуникационных систем ИПМИ
КарНЦ РАН.
Сфера научных интересов А. А. Печни-

кова – базы данных, дискретная математи-
ка, теория графов, сложные системы, систе-
мы автоматизации производства, исследова-
ния глобальной сети Интернет. Начиная с
2006 г. научные исследования А. А. Печни-
кова сконцентрированы в области разработ-
ки методических подходов и математических
методов, обеспечивающих доступность и удоб-
ство использования информационных науч-
ных ресурсов. В течение 2006–2007 гг. руково-
дил проектом Яндекса «Интернет-математика
2007» (математические модели согласованно-
го поведения малых Интернет-сообществ), а
также госконтрактом с Минэкономразвития
РК «Модернизация и пополнение интернет-
коллекции минерально-сырьевой базы Респуб-
лики Карелия для инвестора», являлся ис-
полнителем по госконтракту с Минобрнау-
ки РФ «Разработка комплекса математиче-
ских моделей, методов и программного обес-
печения для управления сложными производ-
ственными процессами» в ПетрГУ (2008 г.).
В 2008–2010 гг. руководил проектом по гран-
ту РФФИ «Вебометрические исследования
научных интернет-ресурсов российского Ин-
тернета». В 2011 г. защитил диссертацию
на соискание ученой степени доктора тех-
нических наук по теме «Разработка матема-
тических моделей, методов и программных
средств для исследования взаимосвязей ре-
гламентируемых веб-сайтов». Являлся руко-
водителем ряда тем НИР и научных про-
ектов: «Информационная система вебометри-
ческого ранжирования веб-ресурсов научных
учреждений России» (проект РГНФ 12-03-
12001, 2012–2014 гг.), «Исследование, разра-
ботка и развитие перспективных моделей, ме-
тодов и технологий построения и применения
информационно-вычислительных систем для
поддержки научной деятельности» (тема НИР
№ 0219-2014-0005 (№ 7.1), 2014–2016 гг., сорук.
Крижановский А. А.), «Разработка вебомет-
рических и эргономических моделей и мето-
дов анализа эффективности присутствия в Ве-

бе информационных веб-пространств крупных
организаций» (проект РФФИ № 15-01-06105,
2015–2017 гг., совместный проект с СПбГУ,
сорук. Сергеев С. Л.), «Перспективные мо-
дели, методы и технологии применения и
построения информационно-вычислительных
систем» (тема НИР № 0219-2017-0007, 2017–
2019 гг.), «Cross Border Business Opportunities
Creation Empowered by Modern IT and IoT
Technologies» (проект приграничного сотруд-
ничества CBC Karelia KA4033, 2018–2022 гг.).
В 2012 г. награжден Почетной грамотой

КарНЦ РАН за значительный вклад в раз-
витие фундаментальных и прикладных иссле-
дований, активную научно-организаторскую и
педагогическую деятельность, а в 2018 г. – ве-
домственной наградой ФАНО, почетной гра-
мотой за безупречный труд и высокие дости-
жения в профессиональной деятельности.
А. А. Печников является автором более

140 научных трудов, в том числе книги по
центральным процессорам ЭВМ. В настоя-
щее время ведет исследовательскую работу
в ИПМИ КарНЦ РАН, педагогическую рабо-
ту в ПетрГУ и Санкт-Петербургском государ-
ственном университете.
Андрей Анатольевич общительный и кон-

тактный человек, хороший педагог и настав-
ник, заядлый рыбак, заботливый муж, отец и
дедушка. Для сотрудников возглавляемой им
лаборатории А. А. Печников – не только опыт-
ный руководитель и коллега, но и старший то-
варищ, внимательно и бережно относящийся к
вверенному ему коллективу.
Коллеги сердечно поздравляют юбиляра и

желают ему отличного здоровья, творческого
долголетия и успехов!

Коллектив лаборатории ТКС
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Программы-архиваторы для вычисления

колмогоровской сложности // Международ-

ный журнал прикладных и фундаментальных
исследований. № 7. C. 118–123. (Совместно с
Д. А. Прусским.)
2020. Properties of Communication Graph

of Academic Web. Proceedings of the 21st
Conference on Scientific Services & Internet (SSI-
2019). CEUR Workshop Proceedings. Vol. 2543.
P. 414–421.
A Task Scheduling Strategy for a Parallel

Distributed Crawler // International Journal
of Information Security, Privacy and Digital
Forensics. Vol. 3, no. 2. P. 46–60. (Совместно
с D. I. Chernobrovkin, A. M. Nwohiri.)
2021. Сравнительный анализ наукометри-

ческих показателей журналов Math-Net.ru и
eLibrary.ru // Вестник Томского государствен-
ного университета. Управление, вычислитель-
ная техника и информатика. № 56. C. 112–121.
О некоторых свойствах графов сотрудни-

чества ученых в Math-Net.Ru // Электронные
библиотеки. Т. 24, № 1. C. 184–196. (Совместно
с Д. Е. Чебуковым.)
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ЮБИЛЕИ И ДАТЫ
Dates and Anniversaries

АНДРЕЙ ВЛАДИМИРОВИЧ СОКОЛОВ
(к 70-летию со дня рождения)

Андрей Владимирович Соколов родился
29 мая 1952 г. в Петрозаводске. После окон-
чания средней школы № 30 в 1969 г. по-
ступил в Петрозаводский госуниверситет на
физико-математический факультет, а в 1972 г.
был направлен для продолжения обучения на
факультет прикладной математики – процес-
сов управления Ленинградского госуниверси-
тета, который окончил в 1974 г. После военной
службы в рядах Советской Армии в 1975 г.
стажировался в Ленинградском госуниверси-

тете, затем учился там же в аспирантуре в
1976–1979 гг. С 1979 г. преподает в Петроза-
водском государственном университете.
В 1982 г. защитил кандидатскую дис-

сертацию, а в 2006 г. – докторскую
диссертацию в диссертационном сове-
те математико-механического факультета
Санкт-Петербургского государственного уни-
верситета по теме: «Математические мо-
дели и алгоритмы оптимального управле-
ния динамическими структурами данных».
В 2000 г. А. В. Соколов был избран по конкур-
су старшим научным сотрудником Институ-
та прикладных математических исследований
(ИПМИ) КарНЦ РАН, а с 2007 г. – ведущим
научным сотрудником.
А. В. Соколов является высококвалифици-

рованным специалистом в области теоретиче-
ской информатики. Сфера его научных ин-
тересов – математические модели и алгорит-
мы оптимального управления динамическими
структурами данных. А. В. Соколов – автор
и соавтор более 90 научных работ, в которых
содержатся результаты, представляющие тео-
ретический и практический интерес для раз-
работки программных и аппаратных комплек-
сов, требующих динамического распределения
памяти.
А. В. Соколов является членом Ученого со-

вета ИПМИ КарНЦ РАН, членом редакцион-
ной коллегии научного периодического изда-
ния «Стохастическая оптимизация в инфор-
матике», издающегося в Санкт-Петербургском
университете, членом редакционной коллегии
серии «Математическое моделирование и ин-
формационные технологии» журнала «Труды
Карельского научного центра РАН», экспер-
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том РФФИ по направлению «Математика, ме-
ханика, информатика». Работал в составе спе-
циализированного совета по защите кандидат-
ских диссертаций при ИПМИ КарНЦ РАН.
Выступал в качестве рецензента ряда науч-
ных работ, был оппонентом на защите канди-
датских и докторских диссертаций. Руководил
рядом госбюджетных тем ИПМИ КарНЦ РАН
и грантами РФФИ.

Доцент по кафедре информатики и мате-
матического обеспечения ПетрГУ с 1992 г.,
доцент по специальности «Дискретная ма-
тематика и математическая кибернетика» с
2005 г., профессор по кафедре информати-
ки и математического обеспечения ПетрГУ
с 2009 г. Стаж педагогической работы в
Петрозаводском университете составил более
30 лет. А. В. Соколов читал лекционные кур-
сы по дисциплинам: «Информатика. Струк-
туры данных»; «Языки и методы програм-
мирования (С++)»; «Введение в параллель-
ные вычисления»; «Методы и алгоритмы па-
раллельных вычислений». Являлся инициато-
ром введения в учебный процесс ПетрГУ кур-
сов по языкам программирования Паскаль,
С++, Java и по технологиям параллельно-
го программирования. Руководил курсовыми,
дипломными работами и магистерскими дис-
сертациями студентов математического фа-
культета ПетрГУ. По совместительству рабо-
тал профессором кафедры прикладной инфор-
матики Петрозаводского филиала Московско-

го Института международного права и эконо-
мики им. А. С. Грибоедова.
Избирался членом профкома ПетрГУ и

членом Объединенного комитета профсоюза
КарНЦ РАН.
В разные годы Андрей Владимирович ра-

ботал председателем Государственной экзаме-
национной комиссии в Карельском педагоги-
ческом институте и в Петрозаводском уни-
верситете. В 1991 г. он председатель жю-
ри городской и республиканской школьных
олимпиад по программированию и предсе-
датель предметной комиссии по математике
и информатике на вступительных экзаменах
в ПетрГУ. Прошел научные стажировки в
Ленинградском, Московском и Люблинском
(Польша) университетах.
А. В. Соколов – высококвалифицирован-

ный специалист в области теоретической ин-
форматики, опытный педагог, ведущий уче-
ный. Под его руководством защищено две кан-
дидатские диссертации.
Андрей Владимирович Соколов руководит

научным семинаром «Теоретическая инфор-
матика» для студентов, аспирантов и на-
учных работников. Возглавляемый им кол-
лектив успешно работает по его научной
тематике.
Сотрудники ИПМИ КарНЦ РАН сердечно

поздравляют юбиляра и желают ему крепко-
го здоровья и творческих успехов в научной
деятельности.

А. А. Крижановский, Е. А. Аксенова

Андрей Владимирович Соколов и его ученики
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2001. Mathematical Models and Optimal

Algorithms of Dynamic Data Structure Control.
Fundamental of Computation Theory // 13th
International Symposium. Lecture Notes in
Computer Science. Vol. 2138. Springer-Verlag.
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2002. Математические модели и алгорит-
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two parallel FIFO-queues // Proceedings of the
International Conference on Numerical Analysis
and Applied Mathematics 2014 (ICNAAM-
2014). AIP Conf. Proc. Vol. 1648. (Совместно
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с A. V. Drac.)

The Mathematical Model and The Problem
of Optimal Partitioning of Shared Memory
for Work-Stealing Deques // Lecture Notes in
Computer Science: 13th International Conference
on Parallel Computing Technologies, PaCT
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// Информационно-управляющие системы.
№ 1(80). C. 65–73. (Совместно с Е. А. Бар-
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на C++. Петрозаводск: Изд-во ПетрГУ. 53 с.
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ПРАВИЛА ДЛЯ АВТОРОВ

(требования к работам, представляемым к публикации 
в «Трудах Карельского научного центра Российской академии наук»)

«Труды Карельского научного центра Российской академии наук» (далее – Труды КарНЦ РАН) публикуют 
результаты завершенных оригинальных исследований в различных областях современной науки: теорети-
ческие и обзорные статьи, сообщения, материалы о научных мероприятиях (симпозиумах, конференциях и 
др.), персоналии (юбилеи и даты, утраты науки), статьи по истории науки. Представляемые работы должны 
содержать новые, ранее не публиковавшиеся данные. 

С т а т ь и  п р о х о д я т  о б я з а т е л ь н о е  р е ц е н з и р о в а н и е . Решение о публикации принимается 
редакционной коллегией серии или тематического выпуска Трудов КарНЦ РАН после рецензирования, с уче-
том научной значимости и актуальности представленных материалов. Редколлегии серий и отдельных выпу-
сков  Трудов КарНЦ РАН оставляют за собой право возвращать без регистрации рукописи, не отвечающие 
настоящим правилам. 

При получении редакцией рукопись регистрируется (в случае выполнения авторами основных правил ее 
оформления) и направляется на отзыв рецензентам. Отзыв состоит из ответов на типовые вопросы анкеты 
и может содержать дополнительные расширенные комментарии. Кроме того, рецензент может вносить за-
мечания и правки в текст рукописи. Авторам высылается электронная версия анкеты и комментарии рецен-
зентов. Доработанный экземпляр автор должен вернуть в редакцию вместе с первоначальным экземпляром 
и ответом на все вопросы рецензента не позднее чем через месяц после получения рецензии. Перед опубли-
кованием авторам высылается электронная версия статьи, которую авторы вычитывают и заверяют. 

Журнал имеет систему электронной редакции на базе Open Journal System (OJS), позволяющую вести 
представление и редактирование рукописи, общение автора с редколлегиями серий и рецензентами в элек-
тронном формате и обеспечивающую прозрачность процесса рецензирования при сохранении анонимности 
рецензентов (http://journals.krc.karelia.ru/).

Содержание выпусков Трудов КарНЦ РАН, аннотации и полнотекстовые электронные версии статей, 
а также другая полезная информация, включая настоящие Правила, доступны на сайтах – http://transactions.
krc.karelia.ru; http://journals.krc.karelia.ru

Почтовый адрес редакции: 185910, г. Петрозаводск, ул. Пушкинская, 11, КарНЦ РАН, редакция Трудов КарНЦ 
РАН. Телефон: (8142) 762018.

ПРАВИЛА ОФОРМЛЕНИЯ РУКОПИСИ

Статьи публикуются на русском или английском языке. Рукописи должны быть тщательно выверены и от-
редактированы авторами. 

Объем рукописи (включая таблицы, список литературы, подписи к рисункам, рисунки) не должен превы-
шать: для обзорных статей – 30 страниц, для оригинальных – 25, для сообщений – 15, для хроники и рецензий – 
5–6. Объем рисунков не должен превышать 1/4 объема статьи. Рукописи большего объема (в исключительных 
случаях) принимаются при достаточном обосновании по согласованию с ответственным редактором.

При оформлении рукописи применяется полуторный межстрочный интервал, шрифт Times New Roman, 
кегль 12, выравнивание по обоим краям. Размер полей страницы – 2,5 см со всех сторон. Все страницы, вклю-
чая список литературы и подписи к рисункам, должны иметь сплошную нумерацию в правом нижнем углу. 
Страницы с рисунками не нумеруются.

Рукописи подаются в электронном виде в систему электронной редакции на сайте http://journals.krc.
karelia.ru, либо высылаются на e-mail: trudy@krc.karelia.ru, или же представляются в редакцию лично (г. Петро-
заводск, ул. Пушкинская, 11, каб. 502).

Для публикации в выпусках серии «Математическое моделирование и информационные техно-

логии» рукописи принимаются в формате .tex (LaTex 2є) с использованием стилевого файла, ко-

торый находится по адресу: http://transactions.krc.karelia.ru/section.php?id=755. Статья в файле с 
расширением .pdf загружается на сайт журнала http://journals.krc.karelia.ru. Исходный файл с расширени-
ем .tex и необходимые рисунки загружаются на 4-м шаге «Загрузка дополнительных файлов». 
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Обязательные элементы рукописи располагаются в следующем порядке:

У Д К  курсивом в левом верхнем углу первой страницы; з а г л а в и е  с т а т ь и  на русском языке полужир-
ным шрифтом; и н и ц и а л ы  и  ф а м и л и и  а в т о р о в  на русском языке полужирным шрифтом; п о л н о е 
н а з в а н и е  и  п о л н ы й  п о ч т о в ы й  а д р е с  о р г а н и з а ц и и  – места работы каждого автора в имени-
тельном падеже на русском языке курсивом (если авторов несколько и работают они в разных учреждениях, 
следует отметить арабскими цифрами соответствие фамилий авторов аффилированным организациям; ав-
тора, ответственного за переписку, следует отметить звездочкой и указать в аффилиации его электронный 
адрес); а н н о т а ц и я  н а  р у с с к о м  я з ы к е; ключевые слова на русском языке; указание и с т о ч н и к о в 
ф и н а н с и р о в а н и я  выполненных исследований на русском языке.ыке.

Далее располагаются все вышеуказанные элементы н а  а н гл и й с к о м  я з ы к е .
Т е к с т  с т а т ь и  (статьи экспериментального характера, как правило, должны иметь разделы: Введе-

ние. Материалы и методы. Результаты и обсуждение. Выводы либо Заключение); б л а г о д а р н о с т и ; 
с п и с к и  л и т е р а т у р ы  на языке оригинала (Литература) и на английском языке (References); таблицы 
на русском и английском языках (на отдельных листах); рисунки (на отдельных листах); подписи к рисункам на 
русском и английском языках (на отдельном листе).

На отдельном  листе д о п о л н и т е л ь н ы е  с в е д е н и я  о б  а в т о р а х: фамилии, имена, отчества всех 
авторов полностью на русском и английском языке; должности, ученые звания, ученые степени авторов; 
адрес электронной почты каждого автора; можно указать телефон для контакта редакции с авторами статьи.

3АГЛАВИЕ СТАТЬИ должно точно отражать ее содержание и состоять из 8–10 значащих слов. 
АННОТАЦИЯ должна быть лишена вводных фраз, создавать возможно полное представление о содержа-

нии статьи и иметь объем не менее 200 слов. Рукопись с недостаточно раскрывающей содержание аннотаци-
ей может быть отклонена.

Отдельной строкой приводится перечень КЛЮЧЕВЫХ СЛОВ (как правило, не менее пяти). Ключевые слова 
или словосочетания отделяются друг от друга точкой с запятой, в конце точка не ставится. 

Раздел «Материалы и методы» должен содержать сведения об объекте исследования с обязательным ука-
занием латинских названий и сводок, по которым они приводятся, авторов классификаций и пр. Транскрип-
ция географических названий должна соответствовать атласу последнего года издания. Единицы физических 
величин приводятся по Международной системе СИ. Желательна статистическая обработка всех количест-
венных данных. Необходимо возможно точнее обозначать местонахождения (в идеале – с точным указанием 
географических координат).

Изложение результатов должно заключаться не в пересказе содержания таблиц и графиков, а в выявле-
нии следующих из них закономерностей. Автор должен сравнить полученную им информацию с имеющейся 
в литературе и показать, в чем заключается ее новизна. На табличный и иллюстративный материал следует 
ссылаться так: на рисунки, фотографии и таблицы в тексте (рис. 1, рис. 2, табл. 1, табл. 2 и т.д.), фотографии, 
помещаемые на вклейках (рис. I, рис. II). Обсуждение завершается формулировкой в разделе «Заключение» 
основного вывода, которая должна содержать конкретный ответ на вопрос, поставленный во «Введении». 
С с ы л к и  н а  л и т е р а т у р у  в  р а б о т а х  серии «Математическое моделирование и информацион-

ные технологии» даются цифрами.
ТАБЛИЦЫ нумеруются в порядке упоминания их в тексте, каждая таблица имеет свой заголовок. Заголов-

ки таблиц, заголовки и содержание столбцов, строк, а также примечания приводятся на русском и английском 
языках. Диаграммы и графики не должны дублировать таблицы. Материал таблиц должен быть понятен без 
дополнительного обращения к тексту. Все сокращения, использованные в таблице, поясняются в Примеча-
нии, расположенном под ней. При повторении цифр в столбцах нужно их повторять, при повторении слов – в 
столбцах ставить кавычки. Таблицы могут быть книжной или альбомной ориентации. 

РИСУНКИ представляются отдельными файлами с расширением TIFF (*.TIF) или JPG. При первичной 
подаче материала в редакцию рисунки вставляются в общий текстовый файл. При сдаче материала, приня-
того в печать, все рисунки должны быть представлены в виде отдельных файлов в вышеуказанном форма-
те. Графические материалы могут быть снабжены указанием желательного размера рисунка, пожеланиями 
и требованиями к конкретным иллюстрациям. На каждый рисунок должна быть как минимум одна ссылка 
в тексте.

ПОДПИСИ К РИСУНКАМ приводятся на русском и английском языках, должны содержать достаточную ин-
формацию для того, чтобы приводимые данные могли быть понятны без обращения к тексту (если эта инфор-
мация уже не дана в другой иллюстрации). Аббревиации расшифровываются в подрисуночных подписях, де-
тали на рисунках следует обозначать цифрами или буквами, значение которых также приводится в подписях.

СОКРАЩЕНИЯ. Разрешаются лишь общепринятые сокращения – названия мер, физических, химических 
и математических величин и терминов и т. п. Все прочие сокращения должны быть расшифрованы, за исклю-
чением небольшого числа общеупотребительных.

БЛАГОДАРНОСТИ. Располагаются после основного текста статьи отдельным абзацем, в котором авторы 
выражают признательность частным лицам, сотрудникам учреждений и организациям, оказавшим содейст-
вие в проведении исследований и подготовке статьи.

ИНФОРМАЦИЯ О КОНФЛИКТЕ ИНТЕРЕСОВ. При подаче статьи авторы должны раскрыть потенциальные кон-
фликты интересов, которые могут быть восприняты как оказавшие влияние на результаты или выводы, представ-
ленные в работе. Если конфликт интересов отсутствует, следует об этом сообщить в отдельной формулировке.
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