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ЭКОЛОГО-ЭКОНОМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА
ЭКСПЛУАТАЦИИ БИОРЕСУРСОВ
С ВЕКТОРНЫМИ ПЛАТЕЖАМИ
А. Н. Реттиева
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Исследована теоретико-игровая модель эколого-экономической системы в дис-
кретном времени. В игре участвуют агенты (фирмы или рыболовецкие арте-
ли), производящие вылов биоресурсов на конечном промежутке времени. Аген-
ты эколого-экономической системы хотят добиться нескольких целей, поэтому
используются векторные функции выигрышей. Предложены концепции опре-
деления оптимального некооперативного и кооперативного поведения в мно-
гокритериальной динамической игре. Для построения некооперативного рав-
новесия использована конструкция арбитражной схемы Нэша (произведения
Нэша), а для определения кооперативного — арбитражная схема Нэша для
всего периода продолжения игры. Целью работы является определение коопе-
ративного поведения участников и применение разработанной схемы для раци-
онального использования биоресурсов водоемов Республики Карелия.

Ключ е вы е c л о в а: задача управления биоресурсами; многокритериальные
игры; динамические игры; арбитражное решение Нэша.

A. N. Rettieva. ECOLOGY-ECONOMIC SYSTEM OF
BIORESOURCE EXPLOITATION WITH VECTOR PAYOFFS
A discrete time game-theoretic model of an ecology-economic system is considered.
Agents (firms or fishermen’s artels) that exploit the fish stock on a finite planning
horizon are the participants of the game. Agents wish to achieve several goals,
hence the vector functions for players’ payoffs are considered. The approaches
to determining the optimal noncooperative and cooperative behavior in dynamic
multicriteria games are constructed. The multicriteria Nash equilibrium is obtained
via the Nash bargaining design (Nash products), and the cooperative equilibrium is
determined by the Nash bargaining procedure for the entire planning horizon. The
main goal of the paper is to define the cooperative behavior of the participants and
to apply the procedure for sane exploitation of Karelian bioresources.

K e ywo r d s: bioresource management problem; multicriteria games; dynamic
games; Nash bargaining solution.

Введение

Задачи рационального природопользова-
ния являются актуальными для Республи-
ки Карелия, обладающей большими запасами
возобновляемых ресурсов. Одной из таких за-

дач является определение оптимального по-
ведения в случае несимметричности агентов
эколого-экономической системы, т. к. возоб-
новляемые ресурсы Республики Карелия под-
вергаются совместной эксплуатации различ-
ными экономическими субъектами.
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Математические модели, учитывающие на-
личие нескольких целевых функций у участ-
ников конфликтно-управляемых процессов,
более приближены к реальности. Зачастую иг-
роки хотят достичь одновременно нескольких
целей, которые могут быть несравнимы. Такая
ситуация типична для водоемов Республики
Карелия, где хозяйствующие субъекты несут
различные затраты на эксплуатацию, что вле-
чет за собой различие в ценах для конечного
потребителя. При этом участники хотят одно-
временно и увеличить свою прибыль от про-
дажи эксплуатируемого ресурса, и уменьшить
издержки. Такая постановка задачи влечет
введение вектор-функций выигрышей участ-
ников процесса эксплуатации ресурса и иссле-
дование многокритериальных игр.

Ллойд Шепли [7] в 1959 г. ввел понятие
многокритериальной игры, т. е. игры с век-
торными функциями выигрышей участников,
и расширил для таких игр концепцию равно-
весия по Нэшу, получив, таким образом, оп-
тимальность по Парето (сильную и слабую).
В последние годы много работ посвящено иг-
рам с векторными выигрышами и концепциям
их решения. Например, в [8] предложено по-
нятие идеального равновесия по Нэшу, а в [5]
предложена концепция Е-равновесия. Класси-
ческим способом решения векторных игр яв-
ляется их скаляризация путем оптимизации
взвешенной суммы критериев, который непри-
меним для несравнимых критериев. Тем не
менее понятие равновесия по Парето являет-
ся самой распространенной концепцией реше-
ния таких игр. В кооперативных многокри-
териальных играх для распределения общего
кооперативного выигрыша используется есте-
ственное расширение вектора Шепли.

Однако все предложенные концепции реше-
ний используются только в статических мно-
гокритериальных играх. Малоисследованной
проблемой является построение равновесий в
динамических многокритериальных играх. В
работе [6] было формализовано понятие мно-
гокритериального равновесия по Нэшу с ис-
пользованием конструкции арбитражной схе-
мы Нэша и предложены три варианта постро-
ения гарантированных выигрышей.

Главной целью представленной работы яв-
ляется исследование кооперативной динами-
ческой многокритериальной игры и формали-
зация оптимального решения. Необходимость
исследования кооперации связана с тем, что
кооперативное поведение благоприятно влия-
ет на эксплуатируемый ресурс. Для опреде-
ления кооперативного поведения использует-
ся разработанный ранее подход построения ко-

оперативного равновесия в теоретико-игровых
моделях с несимметричными участниками [2].
А именно – кооперативные стратегии и вы-
игрыши участников определяются из реше-
ния арбитражной схемы Нэша для всего пе-
риода продолжения игры. При этом точками
статус-кво выступают некооперативные выиг-
рыши, полученные при использовании игрока-
ми многокритериальных равновесных по Нэ-
шу стратегий. Предложенная схема позволяет
спрогнозировать поведение агентов эколого-
экономической системы при заключении меж-
ду ними кооперативного договора. При этом
многокритериальный подход позволяет учесть
специфику хозяйствующих субъектов и их
влияние на эксплуатируемый возобновляемый
ресурс.

Предложенные концепции решения апро-
бированы для популяции сига озера Сямозе-
ро. По имеющимся данным матричным мето-
дом оценки запаса была восстановлена числен-
ность популяции и параметры функции разви-
тия [3]. Построены некооперативное и коопера-
тивное равновесия. Проведено сравнение стра-
тегий игроков и размера эксплуатируемого ре-
сурса для различных вариантов построения
гарантированных выигрышей. Показано, что
вариант определения гарантированных выиг-
рышей с помощью равновесных по Нэшу реше-
ний является наилучшим для экологической
ситуации.

Проведено сравнение состояния экологиче-
ской системы и прибыли агентов при коопера-
тивном и эгоистическом поведении. Численное
моделирование показало, что использование
арбитражной схемы для определения коопе-
ративного поведения не только выгодно аген-
там эколого-экономической системы, что поз-
волит мотивировать хозяйствующих субъек-
тов заключать кооперативные договоры, но и,
что самое главное, благотворно влияет на эко-
логическую систему.

Динамические многокритериаль-
ные игры

Формализуем понятие динамической мно-
гокритериальной игры. Рассмотрим бикрите-
риальную динамическую игру с двумя игро-
ками в дискретном времени. Игроки эксплуа-
тируют некоторый общий возобновляемый ре-
сурс и стремятся достигнуть двух различных
целей. Динамика развития возобновляемого
ресурса имеет вид

xt+1 = f(xt, u1t, u2t) , x0 = x , (1)

где xt > 0 — размер ресурса в момент време-
ни t > 0, f(xt, u1t, u2t) — функция развития
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возобновляемого ресурса, uit ∈ Ui — страте-
гия (интенсивность эксплуатации) игрока i в
момент времени t > 0, i = 1, 2.

Вектор-функции выигрышей игроков на
бесконечном промежутке планирования име-
ют вид

J1 =

 J1
1 =

∞∑
t=0

δtg11(u1t, u2t)

J2
1 =

∞∑
t=0

δtg21(u1t, u2t)

 ,

J2 =

 J1
2 =

∞∑
t=0

δtg12(u1t, u2t)

J2
2 =

∞∑
t=0

δtg22(u1t, u2t)

 , (2)

где gji (u1t, u2t) > 0 — функции «мгновенного»
выигрыша, i, j = 1, 2, δ ∈ (0, 1) — общий коэф-
фициент дисконтирования.

Многокритериальное равновесие по
Нэшу

Для построения некооперативного равнове-
сия в многокритериальной динамической иг-
ре используется подход, предложенный в [6].
А именно — применяется конструкция арбит-
ражной схемы Нэша (произведения Нэша).
Поэтому сначала определяются гарантирован-
ные выигрыши, которые играют роль точек
статус-кво. Предложены три варианта постро-
ения гарантированных выигрышей.

В первом из них все гарантированные выиг-
рыши определяются из решений антагонисти-
ческих игр. В частности, первый гарантиро-
ванный выигрыш G1

1 — это решение антагони-
стической игры, в которой первый игрок стре-
мится максимизировать свой первый крите-
рий, а второй — минимизировать его. Осталь-
ные гарантированные точки G2

1, G
1
2, G

2
2 стро-

ятся аналогично.
Во втором способе гарантированные точки

определяются из решений антагонистических
игр с суммами критериев. То есть оба гаранти-
рованных выигрыша первого игрока G1

1 и G2
1

— это решение антагонистической игры, в ко-
торой первый игрок стремится максимизиро-
вать сумму своих критериев, а второй — ми-
нимизировать его. Аналогично и для второго
игрока.

В третьем варианте гарантированные вы-
игрыши строятся как равновесия по Нэшу в
играх с первыми и вторыми критериями игро-
ков соответственно.

Для построения выигрышей игроков в ди-
намической многокритериальной игре исполь-
зуем произведения Нэша, при этом гаран-
тированные выигрыши играют роль точек

статус-кво:

H1(u1t, u2t) =

= (J1
1 (u1t, u2t)−G1

1)(J
2
1 (u1t, u2t)−G2

1) ,

H2(u1t, u2t) =

= (J1
2 (u1t, u2t)−G1

2)(J
2
2 (u1t, u2t)−G2

2) .

Следующее определение дает предложен-
ную концепцию некооперативного решения
динамической многокритериальной игры [6].

Определение 1. Профиль стратегий
(uN1t, u

N
2t) является многокритериальным рав-

новесием по Нэшу в игре (1), (2), если

H1(u
N
1t, u

N
2t) > H1(u1t, u

N
2t) ∀u1t ∈ U1 ,

H2(u
N
1t, u

N
2t) > H2(u

N
1t, u2t) ∀u2t ∈ U2 .

Следовательно, как и в классическом рав-
новесии по Нэшу, игрокам невыгодно откло-
няться от оптимальной стратегии. При этом
они максимизируют произведение отклонений
оптимальных выигрышей от гарантирован-
ных.

Многокритериальное кооперативное
равновесие

Теперь предположим, что игроки хотят
действовать кооперативно. Для определения
кооперативного поведения используется ар-
битражная схема Нэша для всего периода про-
должения игры. При этом в качестве точки
статус-кво выступают некооперативные выиг-
рыши, полученные при использовании игрока-
ми многокритериальных равновесных по Нэ-
шу стратегий. Первая точка — это сумма неко-
оперативных выигрышей по первому крите-
рию, вторая — сумма по второму критерию
обоих участников соответственно.

Выигрыши игроков в многокритериальном
равновесии по Нэшу (см. определение 1) при-
мут вид

JN1 =

 J1N
1 =

∞∑
t=0

δtg11(u
N
1t, u

N
2t)

J2N
1 =

∞∑
t=0

δtg21(u
N
1t, u

N
2t)

 ,

JN2 =

 J1N
2 =

∞∑
t=0

δtg12(u
N
1t, u

N
2t)

J2N
2 =

∞∑
t=0

δtg22(u
N
1t, u

N
2t)

 . (3)

Для определения кооперативного поведе-
ния используется арбитражная схема Нэша,
следовательно, необходимо решить следую-
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щую задачу:

(V 1c
1 + V 1c

2 − J1N
1 − J1N

2 ) ·
· (V 2c

1 + V 2c
2 − J2N

1 − J2N
2 ) =

=
( ∞∑
t=0

δt
2∑
i=1

g1i (u
c
1t, u

c
2t)− J1N

1 − J1N
2

)
·

·
( ∞∑
t=0

δt
2∑
i=1

g2i (u
c
1t, u

c
2t)− J2N

1 − J2N
2

)
→ max

uc
1t,u

c
2t

, (4)

где J jNi — некооперативные выигрыши, опре-
деленные в (3), i, j = 1, 2, i 6= j.

Определение 2. Профиль стратегий
(uc1t, u

c
2t) является многокритериальным ко-

оперативным равновесием в игре (1), (2), если
является решением задачи (4).

Многокритериальная задача управ-
ления возобновляемыми ресурсами

Исследуется динамическая многокритери-
альная модель управления биоресурсами. Два
игрока (фирмы или рыболовецкие артели) экс-
плуатируют ресурс на протяжении бесконеч-
ного промежутка времени. Динамика разви-
тия популяции имеет вид

xt+1 = εxt − u1t − u2t , x0 = x , (5)

где xt > 0 — размер популяции в момент вре-
мени t > 0, ε > 1 — коэффициент естественно-
го роста, uit > 0 — стратегия (вылов) игрока i
в момент времени t > 0, i = 1, 2.

Игроки стремятся достичь двух целей —
максимизировать доход от продажи ресурса
и минимизировать затраты на эксплуатацию.
Предполагается, что цена на рынке для участ-
ников различна, а затраты равны и зависят
от интенсивности эксплуатации обоих игроков.
Тогда вектор-функции выигрышей на беско-
нечном промежутке планирования примут вид

J1 =

 J1
1 =

∞∑
t=0

δtp1u1t

J2
1 = −

∞∑
t=0

δtcu1tu2t

 ,

J2 =

 J1
2 =

∞∑
t=0

δtp2u2t

J2
2 = −

∞∑
t=0

δtcu1tu2t

 , (6)

где pi > 0 — рыночная цена за единицу ресур-
са для игрока i, i = 1, 2 c > 0 — затраты на
эксплуатацию и δ ∈ (0, 1) — общий коэффи-
циент дисконтирования. Предполагается, что
параметры таковы, что δε > 1.

Гарантированные выигрыши и много-
критериальное равновесие по Нэшу
Первый вариант

Используя результаты [6], заключаем, что
гарантированные выигрыши для первых кри-
териев обоих игроков равны нулю: G1

1 = G1
2 =

0, а для вторых критериев принимают вид

G2
2 = G2

1 = G = −cδε
2 − 1

4δ
x20 .

Вследствие того, что первые гарантирован-
ные выигрыши равны нулю, для определения
многокритериального равновесия по Нэшу в
задаче (5), (6) необходимо решить следующую
задачу:

J1
1 (u1t, u2t)(J

2
1 (u1t, u2t)−G)→ max

u1t

,

J1
2 (u1t, u2t)(J

2
2 (u1t, u2t)−G)→ max

u2t

.

Используя принцип Беллмана и строя оп-
тимальные стратегии в линейном виде, полу-
чим многокритериальное равновесие по Нэшу

uN1t = uN2t =
(δε2 − 1)(ε− 1)

εδ2 − 1 + δε(ε− 1)
xt , (7)

и размер ресурса при некооперативном пове-
дении примет вид

xt=
[ ε2δ + ε− 2

εδ2 − 1 + δε(ε− 1)

]t
x0 . (8)

Второй вариант
Используя результаты [6], заключаем, что

гарантированные выигрыши принимают вид

G1
i =

pi(δε
2 − 1)

2δ(ε− 1)
x0 −

p2i (δε
2 − 1)

2cδ(ε− 1)2
,

G2
i = −

c(δε2 − 1)

4δ
x20 +

p2i (δε
2 − 1)

4cδ(ε− 1)2
, i = 1, 2 . (9)

Для определения многокритериального
равновесия по Нэшу в задаче (5), (6) необ-
ходимо решить задачу

( ∞∑
t=0

δtp1u1t −G1
1

)(
−
∞∑
t=0

δtcu1tu2t −G2
1

)
→ max

u1t

,

( ∞∑
t=0

δtp2u2t −G1
2

)(
−
∞∑
t=0

δtcu1tu2t −G2
2

)
→ max

u2t

.

Аналогично, используя принцип Беллмана
и строя оптимальные стратегии в линейном
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виде, получим многокритериальное равнове-
сие по Нэшу

uN1t =
(δε2 − 1)(ε− 1)

δε2 − 1 + δε(ε− 1)
xt +

+
δεp2G

1
1(ε− 1)−G1

2p1(δε
2 − 1)

2p1p2(δε2 − 1 + δε(ε− 1))
,

uN2t =
(δε2 − 1)(ε− 1)

δε2 − 1 + δε(ε− 1)
xt +

+
δεp1G

1
2(ε− 1)−G1

1p2(δε
2 − 1)

2p1p2(δε2 − 1 + δε(ε− 1))
, (10)

а размер ресурса при некооперативном пове-
дении принимает вид

xt=
[ δε2 + ε− 2

δε2 − 1 + δε(ε− 1)

]t
x0 +

p2G
1
1 + p1G

1
2

2p1p2(ε− 1)
.

(11)
Третий вариант

В третьем варианте построения гарантиро-
ванных выигрышей G1

1 и G1
2 являются равно-

весием по Нэшу в игре 〈I, II, U1, U2, J
1
1 , J

1
2 〉 и

принимают вид

G1
1 =

p1
δ
x0 , G

1
2 =

p2
δ
x0 . (12)

Аналогично, определяя равновесие по Нэ-
шу в игре со вторыми критериями J2

1 (u1t, u2t)
и J2

2 (u1t, u2t), получены вторые гарантирован-
ные выигрыши

G2
1 = G2

2 = −c
δε2 − 1

4δ
x20 . (13)

Многокритериальное равновесие по Нэшу
в данном случае имеет такой же вид, как и
во втором варианте (10),(11), но с соответ-
ствующими гарантированными выигрышами
(12),(13).

Сравнение некооперативных решений
Сравним стратегии игроков и размер по-

пуляции для различных вариантов построе-
ния гарантированных выигрышей. Оказывает-
ся, что существуют два случая в зависимости
от параметров модели: в первом их них наи-
худшим для экологии вариантом является вто-
рой (когда гарантированные выигрыши опре-
деляются из решения антагонистической игры
с суммами критериев), во втором — первый
(когда гарантированные выигрыши определя-
ются из решения антагонистических игр). При
этом в обоих случаях наилучшим для состо-
яния эксплуатируемой системы и выгодным
для участников является третий вариант по-
строения гарантированных выигрышей (рав-
новесные по Нэшу решения).

Утверждение 1. Если x0 <
min{p1, p2}
c(ε− 1)

, то

xvar2t 6 xvar1t 6 xvar3t ,

uvar2it 6 uvar1it 6 uvar3it , i = 1, 2.

Если x0 >
max{p1, p2}
c(ε− 1)

, то

xvar1t 6 xvar2t 6 xvar3t ,

uvar1it 6 uvar2it 6 uvar3it , i = 1, 2.

Доказательство. Сравним размер популяции
для всех вариантов построения гарантиро-
ванных выигрышей. Обозначим xvar1t =[ ε2δ + ε− 2

εδ2 − 1 + δε(ε− 1)

]t
x0 размер популяции при

использовании первого варианта построения
гарантированных выигрышей (8). Тогда во
втором и третьем вариантах (11) размер по-
пуляции примет вид

xt = xvar1t +
p2G

1
1 +G1

2p1
2p1p2(ε− 1)

,

с соответствующими гарантированными выиг-
рышами, определенными в (9) и (12).

Для третьего варианта рассмотрим числи-
тель дроби p2G1

1+G
1
2p1

2p1p2(ε−1) , получим

p2G
1
1 +G1

2p1 =
2p1p2
δ

x0 > 0 ,

следовательно, xvar3t > xvar1t , i = 1, 2.
Для второго варианта также рассмотрим

числитель, получим

p2G
1
1 +G1

2p1 =
p1p2(δε

2 − 1)

2δ(ε− 1)

(
2x0 −

p1 + p2
c(ε− 1)

)
,

следовательно, при x0 >
p1 + p2

2m(ε− 1)
xvar2t >

xvar1t , а при x0 6
p1 + p2
2c(ε− 1)

xvar2t 6 xvar1t .

Сравним стратегии игроков для всех ва-
риантов построения гарантированных вы-
игрышей. Обозначим uvar11t = uvar12t =
(δε2 − 1)(ε− 1)

εδ2 − 1 + δε(ε− 1)
xvar1t некооперативные

стратегии при использовании первого вариан-
та построения гарантированных выигрышей
(7). Тогда во втором и третьем вариантах (10)
стратегии примут вид

u1t = uvar11t +
(δε− 1)G1

1

2p1(δε2 − 1 + δε(ε− 1))
,

u2t = uvar12t +
(δε− 1)G1

2

2p2(δε2 − 1 + δε(ε− 1))
,
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с соответствующими гарантированными выиг-
рышами, определенными в (9) и (12).

Для третьего варианта из (12) заметим, что
числители выражений (δε−1)G1

i

2pi(δε2−1+δε(ε−1)) , i =

1, 2, положительны, следовательно, uvar3it >
uvar1it , i = 1, 2.

Для второго варианта построения гаранти-
рованных выигрышей аналогичные числите-
ли зависят от знака выражений x0 −

p1
c(ε− 1)

и x0 −
p2

c(ε− 1)
, следовательно, uvar2it > uvar1it ,

i = 1, 2, при x0 >
max{p1, p2}
c(ε− 1)

и uvar2it 6 uvar1it

при x0 6
min{p1, p2}
c(ε− 1)

.

Теперь рассмотрим случай x0 >
max{p1, p2}
c(ε− 1)

, заметим, что при этом выпол-

нено x0 >
p1 + p2
2c(ε− 1)

. Сравним стратегии и раз-
мер популяции во втором и третьем вариантах
построения гарантированных выигрышей. За-
метим, что при выполнении данных условий
гарантированные выигрыши в третьем вари-
анте (12) больше, чем во втором (9). Следова-
тельно, uvar3it > uvar2it , i = 1, 2, и xvar3t > xvar2t ,
откуда и получаем утверждение.

Многокритериальное кооперативное
равновесие

Используя первый вариант построения га-
рантированных выигрышей, определим выиг-
рыши в многокритериальном равновесии по
Нэшу

J1N
1 =

∞∑
t=0

δtp1u
N
1t = p1

δε2 − 1

δε− 1
x ,

J1N
2 =

∞∑
t=0

δtp2u
N
1t = p2

δε2 − 1

δε− 1
x ,

J2N
1 = J2N

2 = −c
∞∑
t=0

δtuN1tu
N
2t =

= −c(δε
2 − 1)2(ε− 1)

(δε− 1)2(3− ε)
x2 .

Для построения многокритериального ко-
оперативного равновесия необходимо решить
следующую задачу:

(V 1c
1 + V 1c

2 − J1N
1 − J1N

2 ) ·
· (V 2c

1 + V 2c
2 − J2N

1 − J2N
2 )→ max

uc
1t,u

c
2t

(14)

или ( ∞∑
t=0

δt(p1u
c
1t + p2u

c
2t)−G1x

)
·

·
(
−2c

∞∑
t=0

δtuc1tu
c
2t −G2x

2
)
→ max

uc
1t,u

c
2t

, (15)

где G1 =
(δε2 − 1)(p1 + p2)

δε− 1
,

G2 = −2c
(δε2 − 1)2(ε− 1)

(δε− 1)2(3− ε)
.

Используя принцип Беллмана и строя стра-
тегии как и ранее в линейном виде, получим
следующее утверждение.
Утверждение 2. Кооперативные стратегии
в многокритериальной игре (5), (6) имеют
вид

uc1t = uc2t =
2cG1 + 12δεA+K

6c(p1 + p2) + 24δA
xt , (16)

где

K = (2cG1(cG1 + 12δεA)−
− 12(cG2p

2 + δAp(3cε2 + 2G2)))
1

2 ,

а параметр A является решением следующего
уравнения:

27A(c(p1 + p2) + 4δA)2 =
K3

2
+

+4δAG1G2(108δA+ 45c(p1 + p2)) +

+18c2G1(4εδAG1 +G2(p1 + p2)
2)−

− 27εδA(c(p1 + p2)− 4δA) ·
· ((cε2 + 3)(p1 + p2) + 3cεG1) .

Динамика развития ресурса при коопера-
тивном поведении принимает вид

xt =
[3cε(p1 + p2)− 2cG1 −K

3c(p1 + p2) + 12δA

]t
x0 . (17)

Моделирование популяции сига
озера Сямозеро

Для моделирования использовались фак-
тические данные о многотычинковом сиге озе-
ра Сямозеро [4]. Для восстановления числен-
ности сига был использован матричный метод
оценки запаса [1].

Полученные оценки размера популя-
ции за длительный период позволили
оценить параметры функции ее разви-
тия. Наиболее адекватной ситуации ока-
залась степенная функция развития [3].
В данной работе будем использовать ли-
нейную аппроксимацию функции разви-
тия популяции с параметром ε = 1, 3.
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Численное моделирование было проведено
со следующими параметрами:

x0 = 100000 , δ = 0,8 ,

c = 50 , p1 = 100 , p2 = 150 .

На рисунке 1 показана динамика разви-
тия популяции, на рисунке 2 — вылов первого
игрока для различных вариантов построения
гарантированных выигрышей. Заметим, что,
как это и было получено аналитически, наи-
худшим для экологической обстановки вари-
антом является первый, он ведет к перелову
популяции. А самым лучшим вариантом по-
строения гарантированных выигрышей явля-
ется третий, когда гарантированные выигры-
ши — это равновесие по Нэшу, здесь и раз-
мер популяции, и интенсивности эксплуатации
участников больше.

50000
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150000

200000

250000

x(t)

0 10 20 30 40 50

Time t

Рис. 1. Размер популяции: темная линия –
1 вариант, пунктир – 2 вариант, светлая линия –
3 вариант
Fig. 1. Size of population: dark line shows 1st variant,
dotted line – 2nd variant, light line – 3rd variant
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Рис. 2. Вылов первого игрока: темная линия –
1 вариант, пунктир – 2 вариант, светлая линия –
3 вариант
Fig. 2. Catch of player 1: dark line shows 1st variant,
dotted line – 2nd variant, light line – 3rd variant

На рисунке 3 представлена динамика раз-
вития популяции, а на рисунке 4 — вылов пер-
вого игрока при кооперативном и некоопера-
тивном поведении. Заметим, что при коопе-
рации экологическая обстановка лучше, и при
этом интенсивность эксплуатации игрока вы-
ше.
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Рис. 3. Размер популяции: темная линия – коопе-
рация, светлая – равновесие по Нэшу
Fig. 3. Size of population: dark line shows
cooperation, light line – Nash equilibrium
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Рис. 4. Вылов первого игрока: темная линия – ко-
операция, светлая – равновесие по Нэшу
Fig. 4. Catch of player 1: dark line shows cooperation,
light line – Nash equilibrium

Заключение

В работе исследованы многокритериаль-
ные динамические игры в дискретном вре-
мени и предложены подходы к определе-
нию равновесных стратегий. Для определения
многокритериального некооперативного рав-
новесия используются произведения Нэша, а
для построения точек статус-кво предложены
три варианта. Для иллюстрации предложен-
ной концепции решения исследована динами-
ческая многокритериальная модель управле-
ния эколого-экономической системой эксплу-
атации возобновляемого ресурса. Проведено
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сравнение стратегий агентов и размера экс-
плуатируемого ресурса для различных вари-
антов построения гарантированных выигры-
шей. Представлены два случая в зависимости
от параметров модели: в первом случае наи-
худшим для экологической ситуации вариан-
том является второй (когда гарантированные
выигрыши определяются из решения антаго-
нистической игры с суммами критериев), во
втором случае наихудшим для экологии вари-
антом является первый (когда гарантирован-
ные выигрыши определяются из решения ан-
тагонистических игр).

Исследовано кооперативное поведение в
многокритериальных динамических играх.
Для определения кооперативных стратегий и
выигрышей игроков была использована арбит-
ражная схема Нэша для всего периода про-
должения игры. При этом в качестве точ-
ки статус-кво выступает многокритериальное
равновесие по Нэшу. Концепция решения при-
менена для исследования кооперативного по-
ведения в динамической многокритериальной
модели управления эколого-экономической си-
стемой эксплуатации возобновляемого ресур-
са. Предложенная схема позволяет спрогно-
зировать поведение агентов при заключении
между ними кооперативного договора. При
этом многокритериальный подход позволяет
учесть специфику хозяйствующих субъектов
и их влияние на эксплуатируемый возобнов-
ляемый ресурс.

Для численного моделирования были ис-
пользованы данные о популяции сига озера
Сямозеро. Построены некооперативное и ко-
оперативное равновесия. Показано, что при-
менение арбитражной схемы для определе-
ния кооперативного поведения выгодно обо-
им агентам и при этом благоприятно влияет
на состояние экологической системы. Иссле-
дованный многокритериальный подход позво-
ляет спрогнозировать состояние эксплуатиру-
емой популяции на длительный промежуток
времени, что позволит управляющим структу-
рам контролировать состояние экологических
систем Республики Карелия и принимать ме-

ры во избежание перелова и гибели популя-
ции.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюд-
жета на выполнение государственного зада-
ния КарНЦ РАН (Институт прикладных ма-
тематических исследований КарНЦ РАН) и
при финансовой поддержке РФФИ (проекты
16-01-00183_а, 16-41-100062 р_а).
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