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Одним из важных требований к изделиям из циркониевых сплавов активной
зоны реакторов является низкое поглощение водорода, поскольку водородное
охрупчивание может стать одной из причин разрушения циркониевой оболоч-
ки. В зависимости от уровня содержания водорода и температуры водород мо-
жет находиться в циркониевых сплавах в виде твердого раствора или в виде
гидридов. Наибольший охрупчивающий эффект оказывают гидриды, так как
они могут служить участками образования и развития трещин. Проблема со-
стоит в моделировании динамики свободной границы фазового перехода и оцен-
ке распределений концентраций в гидриде и в сплаве. В статье представлены
математическая модель гидрирования циркониевого сплава с учетом фазового
перехода (гидридообразования), итерационный вычислительный алгоритм ре-
шения нелинейной краевой задачи со свободной границей раздела фаз на основе
неявных разностных схем и результаты вычислительных экспериментов.

Ключ е вы е c л о в а: гидрирование; нелинейные краевые задачи со свободной
границей; разностные схемы; численное моделирование.

Yu. V. Zaika, N. I. Rodchenkova, K.V. Grudova. NUMERICAL
MODELLING OF DYNAMICS OF FREE BOUNDARY OF
HYDRIDE FORMATION
One of the most important requirements for the reactor’s active zone materials
(made of zirconium alloys) is low hydrogen absorptivity since hydrogen
embrittlement may cause zirconium cladding damage. Depending on the hydrogen
content and operation temperature, hydrogen may be present in zirconium alloys
as a solid solution or as hydrides. Hydrides have the greatest embrittlement
effect on alloys as they can form and enlarge cracks. The problem is to model
the dynamics of the moving boundary of phase transition and to estimate the
concentration distribution in hydride and in solution. This paper presents a
mathematical model of zirconium alloy hydrogenation taking into account phase
transition (hydride formation), the iterative computational algorithm for solving
the nonlinear boundary-value problem with free phase boundary based on implicit
difference schemes, and the results of computational experiments. The study was
carried out under state order to the Karelian Research Centre of the Russian
Academy of Sciences (Institute of Applied Mathematical Research KarRC RAS).

K e ywo r d s: hydrogenation; nonlinear boundary-value problems with free phase
boundary; difference schemes; numerical simulation.
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Введение

Интерес к взаимодействию изотопов водо-
рода с конструкционными материалами носит
многоплановый характер [1–5, 8, 9, 11]. Энту-
зиасты говорят не только об энергетике, но и
о водородной экономике [11]. Некоторые моде-
ли дегидрирования и водородопроницаемости,
связанные с тематикой данной статьи, иссле-
дованы в [7, 12–15]. Одним из важных требо-
ваний к изделиям из циркониевых сплавов ак-
тивной зоны реакторов является низкое погло-
щение водорода, поскольку водородное охруп-
чивание может стать одной из причин разру-
шения циркониевой оболочки. В зависимости
от уровня содержания водорода и температу-
ры водород может находиться в циркониевых
сплавах в виде твердого раствора или в ви-
де гидридов. Наибольший охрупчивающий эф-
фект оказывают гидриды, так как они могут
служить участками образования трещин.

При разработке математической модели
гидрирования авторы следовали работам [6,
10]. Проблема состоит в моделировании дина-
мики свободной границы фазового перехода и
оценке распределений концентраций в гидриде
и в сплаве. В статье представлены математи-
ческая модель гидрирования пластины из цир-
кониевого сплава с учетом фазового перехо-
да (гидридообразования) и итерационный вы-
числительный алгоритм решения нелинейной
краевой задачи со свободной границей раздела
фаз на основе неявных разностных схем.

Математическая модель
гидрирования

Вначале кратко опишем условия экспери-
мента (подробнее см. [10]). Пластина из спла-
ва Zr−1Nb шлифуется с одной стороны, дру-
гая сторона практически водородонепроница-
ема, торцами пренебрегаем; температура об-
разца T и давление газообразного водорода p
поддерживаются постоянными (предпринима-
ются специальные меры охлаждения).

Выделим тонкий объемный слой, в кото-
ром при относительно большом давлении на-
пуска (p ≈ 2 атм) распределение H мож-
но считать равномерным. Только с некото-
рой начальной глубины `0 начинает ощущать-
ся диффузионное сопротивление. Когда кон-
центрация растворенного атомарного водоро-
да достигает определенного предела, начина-
ется образование зародышей гидридной фа-
зы, и этот слой относительно быстро преобра-
зуется в начальную корку гидрида. Этот пе-
реходный процесс «от зародышей к корке» в
приповерхностном объеме считаем практиче-
ски мгновенным в масштабе времени последу-

ющего медленного движения фронта гидриро-
вания на заметную глубину. Дальнейший пе-
ренос водорода в образец уже осуществляется
сквозь растущий слой гидрида со значительно
меньшей скоростью.

Обозначим: L — толщина пластины; `0 —
толщина слоя, в который водород абсорбиру-
ется относительно легко и еще не ощущает-
ся диффузионное сопротивление (будущая на-
чальная корка гидрида); u(t) — концентрация
H в `0-слое (1H/см3); Q — концентрация, по
достижении которой локально решетка пере-
страивается и возникают зародыши гидрид-
ной фазы; Qh — концентрация атомов водо-
рода в гидридной фазе (химически связан-
ный водород, образующий гидрид как веще-
ство); c(t, x) — концентрация растворенного H
в (L−`0)-слое; µ — газокинетическая констан-
та. Температура пластины и давление напуска
водорода постоянны (T = const, p = const).

Согласно кинетической теории газов плот-
ность Jp падающего на поверхность потока ча-
стиц (в данном случае молекул H2) связана
с давлением p по формуле Герца – Кнудсе-
на: Jp = p/

√
2πmkT (k — постоянная Больц-

мана, m — масса молекулы H2). В контексте
эксперимента удобно в качестве единиц изме-
рения выбрать [x, `, L] = см, [p] = торр. То-
гда численно получаем зависимость Jp = µp,
µ(T ) ≈ 2, 474 · 1022/

√
T
(
[µ] = 1H2

/(торр см2 с),
[T ] = К, под корнем безразмерное численное
значение

)
. Поскольку диффундирует атомар-

ный водород, то для единообразия подсчет бу-
дем вести в атомах H: Jp = 2µp. Только малая
часть H окажется в абсорбированном состоя-
нии: Jabs = 2µsp (s � 1). Множитель s име-
ет смысл доли налетающих H, которые оказа-
лись в приповерхностном объеме. Объединя-
ем более элементарные стадии физадсорбции,
диссоциации и растворения в одну: s— эффек-
тивный коэффициент абсорбции.

Этап I: растворение H в Zr−1Nb

Для диффузионного слоя толщины (L−`0)
имеем стандартную краевую задачу:

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, x ∈ (`0, L), t > 0, (1)

c(0, x) = 0, x ∈ [`0, L],

c(t, `0) = u(t), ∂xc(t, L) = 0. (2)

Граничное условие c(t, `0) = u(t) отражает
непрерывность распределения H в сплаве, а
∂xc|L = 0 — непроницаемость стороны пла-
стины x = L. Здесь и в дальнейшем счита-
ем, что коэффициенты подчиняются закону
Аррениуса по температуре, в частности D =
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D0 exp
{
−ED/[RT ]

}
. В течение одного экспе-

римента поддерживается T = const.
Для концентрации u(t) запишем ОДУ, ис-

ходя из баланса потоков:

u̇(t)`0 = 2µsp− bu2 +D∂xc
∣∣
`0
, u(0) = 0. (3)

Содержательный смысл: за 1 с через 1 см2

абсорбировалось за счет давления 2µsp ато-
мов H, но есть встречный поток десорбции
bu2 (b — эффективный коэффициент рекомби-
нации) и диффузионный отток. Рассогласова-
ние плотностей этих потоков идет на накопле-
ние атомов водорода в `0-слое (u̇`0). Уравне-
ние (3) нужно рассматривать совместно с (1)–
(2), поскольку u(t) определяет граничную кон-
центрацию в (2). При небольшом p (без обра-
зования гидрида) в равновесии (когда произ-
водные равны нулю) имеем

2µsp− bū2 = 0⇒ ū = Γ
√
p, Γ ≡

√
2µsb−1.

Следовательно, динамика (3) в статике согла-
суется с законом Сивертса ū ∝ √p, Γ — ко-
эффициент растворимости. Подчеркнем, что
речь — о растворенном атомарном диффу-
зионно подвижном водороде. В эксперимен-
те «насыщение-дегазация» учитывается общее
поглощение водорода, включая обратимый за-
хват и гидридные фазы — коэффициент Γ мо-
жет иметь другой смысл и численное значе-
ние. Технически нетрудно учесть обратимый
захватH в (L−`0)-слое дефектами материала,
но в рассматриваемой задаче считаем ловуш-
ки второстепенным фактором.

Этап II: гидридообразование и движение
границы фазового перехода

По достижении концентрации u(t) порого-
вого уровня Q = Q(T ) происходит образова-
ние зародышей гидрида (δ-фазы). Дальнейшее
поступление абсорбированного атомарного во-
дорода расходуется на рост зародышей до об-
разования сплошной корки гидрида (с концен-
трацией Qh > Q химически связанного водо-
рода) и поддержание уровня c(t, `0) = Q в α-
фазе раствора. При этом с входной стороны
зародыши растут и смыкаются быстрее, общая
концентрация водорода уже начинает превы-
шать уровень Qh за счет дополнительного рас-
творения в гидриде. Когда приток к границе
гидридного микрослоя x = `0 начинает пре-
вышать отток в сплав Zr− 1Nb, появляется
«движущая сила», и граница фазового перехо-
да начинает смещаться, слой гидрида растет.

Считаем, что этот переходный процесс от-
носительно быстрый. Разумеется, речь не о

строгой последовательности описанных про-
цессов, а о преимущественных стадиях. Де-
тальное уточнение представляет самостоя-
тельный интерес. Но для задачи моделиро-
вания динамики границы фазового перехо-
да описание начальных данных имеет ско-
рее смысл технической процедуры организа-
ции начальных вычислений, поскольку на дли-
тельных временах проявляется эффект сгла-
живания, характерный для диффузионных
дифференциальных уравнений.

За новый отсчет времени (t = 0) удоб-
но принять момент, когда в `0-слое достига-
ется концентрация u(t) = Q. Быстро обра-
зуется корка гидрида с концентрацией Qh.
К этому моменту c(0, x) = ϕ(x) (распределе-
ние растворенного водорода в α-фазе с преды-
дущего этапа), ϕ(`0) = Q, `0-слой уже гид-
ридный и сквозь него диффундирует раство-
ренный H. Речь о диффузионно подвижном
атомарном водороде в отличие от химически
связанного (гидрид является новым «самосто-
ятельным» материалом). Обозначим концен-
трацию диффундирующих атомов H в гид-
риде через v(t, x). Общая концентрация равна
Qh + v(t, x).

В плане второстепенного уточнения мож-
но для диффузионного уравнения (1) незначи-
тельное время продолжить вычисления с гра-
ничными условиями c(t, `0) = Q, ∂xc(t, L) = 0
(пока зерна срастаются в корку), чтобы «под-
править» распределение ϕ(x). Далее подобные
переходные процессы не учитываем.

В пластине с растущей коркой гидрида
(x = `(t) — граница раздела фаз, `(0) = `0)
запишем диффузионные уравнения:

∂v

∂t
= D∗

∂2v

∂x2
, x ∈

(
0, `(t)

)
, (4)

v(0, x) = 0, x ∈ [0, `0],

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
, x ∈

(
`(t), L

)
, (5)

c(0, x) = ϕ(x), x ∈ [`0, L].

Здесь D∗ — коэффициент диффузии H в но-
вом материале (гидриде). Граничные условия
на «входе-выходе» запишем аналогично I:

2µs∗p− b∗v2(t, 0) = −D∗
∂v

∂x

∣∣∣
x=0

,
∂c

∂x

∣∣∣
L

= 0.

В гидриде градиент концентрации возникает
практически сразу, поскольку диффундиро-
вать сквозь δ-фазу значительно труднее. Нет
«накопительного» слоя (аналога `0-слоя на
этапе I). Когда баланс «приток-отток» станет
положительным, граница раздела фаз x = `(t)
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станет подвижной и для «склейки» диффузи-
онных уравнений потребуются дополнитель-
ные условия на стыке x = `(t).

Начнем с уравнения типа уравнения Сте-
фана, описывающего динамику движения сво-
бодной границы раздела фаз:[

v
(
t, `(t)

)
+Qh − c

(
t, `(t)

)]
˙̀(t) =

= −D∗
∂v

∂x

∣∣∣
`(t)

+D
∂c

∂x

∣∣∣
`(t)
.

Появляется разрыв концентраций:

v(t, `) +Qh > Qh > c(t, `), ` = `(t).

При этом концентрация v(t, `) должна быть
пренебрежимо малой (нет существенного «со-
противления» со стороны Zr-сплава). Прини-
маем v(t, `(t)) = 0. Поступающий поток из
δ-фазы практически полностью уходит на
формирование нового слоя гидрида (сдвиг
границы x = `(t)) и в раствор. При c(t, `) < Q
тонкий слой гидрида на границе раздела фаз
становится неустойчивым и частично распада-
ется, поэтому полагаем c(t, `) = Q.

Таким образом, принимаем следующие
условия на свободной границе раздела фаз:

v(t, `(t)) = 0, c(t, `(t)) = Q, t > 0, (6)[
Qh −Q

]
˙̀(t) = −D∗

∂v

∂x

∣∣∣
`

+D
∂c

∂x

∣∣∣
`
, (7)

t > ts > 0. Подчеркнем, что уравнение Стефа-
на (7) «подключается» к модели, когда правая
часть (баланс потоков) станет положительной.
Так, условно выбран t = 0. До этого момен-
та краевые задачи в слоях решаются числен-
но независимо при ` = `0. Фронт движется
(t > ts) с общей концентрацией Qh в сторону
x = L. В пределе имеем `(t)→ L (t� 1). Уро-
вень c(t, x) выравнивается, не превышая зна-
чение Q. Тонким «остаточным» слоем Zr−1Nb
в расчетах уже можно пренебречь.

Преобразование модели:
переход к безразмерному виду

Этап I. Сделаем замену времени t =
L2D−1 t′, где L2D−1 – характерное время диф-
фузии, и замену независимой переменной x =
`0 +z[L− `0], ĉ(t′, z) = c

(
t(t′), x(z)

)
. Введем со-

ответствующую нормировку концентраций и
оставим прежнее обозначение для функции ĉ:
ĉ := ĉ/ū, û := u/ū, ū =

√
2µsp/b.

Краевая задача (1)–(3) после замены пере-
менных примет следующую форму:

∂ĉ

∂t′
=
[ L

L− `0

]2
·
∂2ĉ

∂z2
, ĉ(0, z) = 0, (8)

z ∈ [0, 1],
∂ĉ

∂z

∣∣∣
z=1

= 0, ĉ(t′, 0) = û(t′), (9)

dû

dt′
= 2µsp · L

2

D`0ū
− L2ū

D`0
· bû2 +

+
L2

`0[L− `0]
· ∂ĉ
∂z

∣∣∣
z=0

, û(0) = 0. (10)

Заметим, что вследствие
2µspL2[D`0ū]−1 = bL2ū[D`0]

−1

уравнение (10) можно переписать в виде
dû

dt′
= d1(1− û2) + d2

∂ĉ

∂z

∣∣∣
z=0

, û(0) = 0, (11)

d1 ≡ bL2ū[D`0]
−1, d2 ≡ L2[`0(L− `0)]−1.

Этап II. Сделаем замену времени
t = L2

√
DD∗

t′ и пространственной переменной:

(4) : x = `(t′)y, v → v̂(t′, y);

(5) : x = `(t′) + z[L− `(t′)], c→ ĉ(t′, z).

Введем соответствующие нормировки и оста-
вим прежние обозначения для функций v̂ :=
v̂/v̄, ĉ := ĉ/ū, v̄ =

√
2µs∗p/b∗, ū =

√
2µsp/b.

Дополнительно введем функцию

λ(t′) ≡
˙̀(t′)

`(t′)
=

d

dt′
ln `(t′),

где точка означает дифференцирование по t′.
Краевая задача (4)–(6) после замены пере-

менных принимает следующий вид:

∂v̂

∂t′
=

√
D∗
D

(L
`

)2
· ∂

2v̂

∂y2
+ λ(t′)y · ∂v̂

∂y
, (12)

t′ > 0, y ∈ (0, 1), v̂(0, y) = 0, v̂(t′, 1) = 0,

d∗
[
1− v̂2(t′, 0)

]
= −∂v̂

∂y

∣∣∣
y=0

, d∗ ≡
b∗`(t

′)v̄

D∗
,

(13)

∂ĉ

∂t′
=

√
D

D∗

[ L

L− `

]2
· ∂

2ĉ

∂z2
+
λ(t′)(1− z)
L`−1(t′)− 1

· ∂ĉ
∂z
,

(14)

ĉ(0, z) = ψ(z), ĉ(t′, 0) =
Q

ū
,
∂ĉ

∂z

∣∣∣
z=1

= 0, (15)

[Qh

ū
− ĉ(t′, 0)

]
·λ(t′) = −

√
D∗
D

v̄

ū

(L
`

)2
· ∂v̂
∂y

∣∣∣
1

+

+

√
D

D∗
· L2

`(t′)[L− `(t′)]
· ∂ĉ
∂z

∣∣∣
z=0

(
t′ > t′s

)
. (16)
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Вычислительный алгоритм

Этап I: растворение H в Zr−1Nb

Следуя технике разностных схем, введем
сетку {zm = mhz, m = 0, 1, . . . ,M} (hz = 1/M)
по пространственной переменной и сетку по
времени {t′n = nht′ , n = 0, 1, . . .}. Обозна-
чим через {Ĉn

m}, {Ûn} приближенные значе-
ния концентраций в (L− `0)-слое (c(t′n, zm)) и
в `0-слое (u(t′n)) соответственно. Рассмотрим
неявную схему для уравнения диффузии (8) и
неявный метод Эйлера для ОДУ (11)

Ĉn+1
m − Ĉn

m

ht′
=
[ L

L−`0

]2 Ĉn+1
m−1 − 2Ĉn+1

m + Ĉn+1
m+1

h2z
,

(17)

Ûn+1 − Ûn

ht′
= d1[1− (Ûn+1)2] + (18)

+ d2
−3Ĉn+1

0 + 4Ĉn+1
1 − Ĉn+1

2

2hz
.

Рассмотрим уравнения перехода с n-го слоя на
(n+1)-й слой по времени (n > 0, 0 < m < M):
w1 ≡ h2zh−1t′ [L− `0]2L−2,

Ĉn+1
m−1 − [w1 + 2]Ĉn+1

m + Ĉn+1
m+1 + w1Ĉ

n
m = 0.

Значения в начальный момент времени извест-
ны: Ĉ0

m = Û0 = 0 (0 6 m 6 M). Следуя мето-
ду прогонки (алгоритм Томаса), ищем прибли-
женные значения концентрации в узлах сетки
на (n+ 1)-м слое по времени в виде

Ĉn+1
m = αm+1Ĉ

n+1
m+1 + βm+1, m = 0, . . . ,M−1.

Прогоночные коэффициенты следующие:
(m = 1, . . . ,M − 1): αm+1 = [2 + w1 − αm]−1,

βm+1 =
βm + w1 Ĉ

n
m

2 + w1 − αm
. (19)

Для нахождения начальных коэффициентов
α1, β1 воспользуемся следующими соображе-
ниями. Подсчитаем предварительно значения
Ĉn+1
1,2 по явной разностной схеме (в равен-

стве (17) справа заменяем n+1 на n). Подстав-
ляя эти значения в (18) и используя второе
условие (9) (Ûn+1 = Ĉn+1

0 ), в итоге получаем
выражение Ĉn+1

0 = f1(Ĉ
n+1
1 , Ĉn+1

2 ) (положи-
тельный корень квадратного уравнения):

d1(Ĉ
n+1
0 )2 +A1Ĉ

n+1
0 +A2 = 0,

A1 = h−1t′ + 3 d2[2hz]
−1, A2 = −d1 +

+ d2[Ĉ
n+1
2 − 4Ĉn+1

1 ][2hz]
−1 − Ûn[ht′ ]

−1.

Зная численное значение Ĉn+1
0 и выражение

Ĉn+1
0 = α1Ĉ

n+1
1 + β1, получаем α1 = 0, β1 =

Ĉn+1
0 . По α1, β1 вычисляем оставшиеся прого-

ночные коэффициенты αm, βm, m = 2, . . . ,M .

Ближайшая цель — найти значение Ĉn+1
M ,

необходимое для реализации обратного метода
прогонки. Рассмотрим первое краевое условие
непроницаемости при z = 1 в (9). Используя
разностную аппроксимацию

∂z ĉ|z=1 ≈ [Ĉn+1
M−2 − 4Ĉn+1

M−1 + 3Ĉn+1
M ]/2hz = 0

и соотношение Ĉn+1
m = αm+1Ĉ

n+1
m+1 + βm+1 при

M − 2, M − 1, находим выражение Ĉn+1
M =

[(4− αM−1)βM − βM−1][(αM−1 − 4)αM + 3]−1.
Следующий этап: с текущими приближени-

ями значений Ĉn+1
0 , Ĉn+1

M решаем обратным
ходом прогонки трехдиагональную систему
линейных уравнений и находим новые прибли-
жения концентраций Cn+1

1,2 (и остальные значе-
ния Cn+1

m для m = 3, . . . ,M − 1). Далее снова
пользуемся формулой Ĉn+1

0 = f1(Ĉ
n+1
1 , Ĉn+1

2 ).
После этого корректируем значения прогоноч-
ных коэффициентов (19), определяем Ĉn+1

M =
[(4−αM−1)βM − βM−1][(αM−1− 4)αM + 3]−1 и
повторяем вычисления (возвращаясь к началу
абзаца) до установления граничных значений
Ĉn+1
0,M (обычно 2-3 итерации). Критерием окон-

чания вычислений на этапе I выбрано условие
Ûn+1 > Q/ū = 0, 98.

Результат окончания I этапа: образовался
гидридный слой толщины `0 с концентрацией
химически связанного водорода Qh, а в слое
раствора толщины (L− `0) имеется распреде-
ление концентрации растворенного водорода
ϕ(x), ϕ(`0) = Q.

Этап II: гидридообразование и движение
границы фазового перехода

Начальное распределение ψ(z) (ϕ(x)) опре-
деляется первым этапом. Формально можно
забыть о физическом смысле функции `(t′)
как границы раздела фаз и рассматривать ее
как функциональный параметр. По решению
`(t′) (зная λ(t′)) определяются коэффициенты
модели. Поэтому вычислительный алгоритм
основан на неявных разностных схемах и но-
сит итерационный характер. Итерации будут
связаны с уточнением значения λ(t′) на каж-
дом временном слое.

Введем следующие сетки: {ym = mhy,
m = 0, 1, . . . ,M}, hy = 1/M – шаг по про-
странственной переменной y; {zk = khz, k =
0, 1, . . . ,K}, hz = 1/K – шаг по пространствен-
ной переменной z; {t′n = nht′ , n = 0, 1, . . .},
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ht′ — шаг по времени t′. Обозначим через
{V̂ n

m}, {Ĉn
k } приближенные значения концен-

траций в гидридном `(t′)-слое (v̂(t′n, ym)) и в
(L− `(t′))-слое раствора (ĉ(t′n, zk)).

1. Начальный этап: нахождение λ > 0

При ` = `0 будем рассматривать последова-
тельно и независимо две краевые задачи: сна-
чала для гидридного слоя, потом для слоя рас-
твора в сплаве Zr−1Nb. Граница раздела фаз
на данном этапе неподвижна, поэтому полага-
ем в (12), (14) λ = 0 ( ˙̀ = 0). Опишем алгоритм
перехода с n-го на (n+ 1)-й слой по t′.

1.1 Гидридный слой
Рассмотрим краевую задачу (12)–(13) при

λ = 0, ` = `0:

∂v̂

∂t′
=

√
D∗
D
·
(L
`0

)2
· ∂

2v̂

∂y2
, y ∈ (0, 1), (20)

v̂(0, y) = 0, y ∈ [0, 1], v̂(t′, 1) = 0,

d∗
[
1− v̂2(t′, 0)

]
= −∂v̂

∂y

∣∣∣
y=0

, d∗ ≡
b∗`0v̄

D∗
. (21)

Для уравнения диффузии (20) рассмотрим
неявную разностную схему на (n + 1)-м слое:
m = 1, . . . ,M − 1,

V̂ n+1
m − V̂ n

m

ht′
= (22)

=

√
D∗
D

(L
`0

)2
·
V̂ n+1
m−1 − 2V̂ n+1

m + V̂ n+1
m+1

h2y
.

Рассмотрим уравнения перехода с n-го на
(n+ 1)-й слой по t′ (0 < m < M):

V̂ n+1
m−1 − [w2 + 2]V̂ n+1

m + V̂ n+1
m+1 + w2V̂

n
m = 0,

w2 ≡ [`0/L]2
√
D/D∗ h

2
y/h
′
t. Начальные данные

известны: V̂ 0
m ≡ 0 (0 6 m 6 M). Следуя ме-

тоду прогонки, ищем приближенные значения
концентрации в узлах сетки в виде V̂ n+1

m =

αm+1V̂
n+1
m+1 + βm+1, m = 0, . . . ,M − 1. Прого-

ночные коэффициенты (m=1,. . .,M−1):

αm+1 =
1

2 + w2 − αm
,

βm+1 =
βm + w2 V̂

n
m

2 + w2 − αm
. (23)

Для нахождения начальных коэффициен-
тов α1, β1 воспользуемся следующими сооб-
ражениями. Подсчитаем предварительно зна-
чения V̂ n+1

1,2 по явной разностной схеме (в ра-
венстве (22) справа заменяем n + 1 на n). На

(n+ 1)-м слое по t′ аппроксимируем производ-
ную ∂yv̂|y=0 ≈ [−3V̂ n+1

0 + 4V̂ n+1
1 − V̂ n+1

2 ]/2hy и
подставляем в граничное условие (21):

d∗
[
1− (V̂ n+1

0 )2
]

= −−3V̂ n+1
0 + 4V̂ n+1

1 − V̂ n+1
2

2hy
.

В итоге получаем V̂ n+1
0 = f2(V̂

n+1
1 , V̂ n+1

2 ) (по-
ложительный корень квадратного уравнения):

(V̂ n+1
0 )2 +B1V̂

n+1
0 +B2 = 0,

B1 = 3[2hy d∗]
−1, d∗ = b∗`0v̄D

−1
∗ ,

B2 = [V̂ n+1
2 − 4V̂ n+1

1 ][2hy d∗]
−1−1.

Зная численное значение V̂ n+1
0 и выражение

для V̂ n+1
0 = α1V̂

n+1
1 + β1, получаем α1 = 0,

β1 = V̂ n+1
0 . По α1, β1 вычисляем оставши-

еся прогоночные коэффициенты αm, βm при
m = 2, . . . ,M по формулам (23).

Ближайшая цель — найти значение V̂ n+1
M ,

необходимое для реализации прогонки. Из
краевого условия v̂(t′, 1) = 0 ⇒ V̂ n+1

M = 0.
Следующий этап: с текущими приближе-

ниями значений V̂ n+1
0,M решаем обратным хо-

дом прогонки трехдиагональную систему ли-
нейных алгебраических уравнений и нахо-
дим новые приближения концентраций V̂ n+1

1,2

(и остальные V̂ n+1
m , m = 3, . . . ,M−1).

После этого возвращаемся к уточнению
V̂ n+1
0 = f2(V̂

n+1
1 , V̂ n+1

2 ) в силу (21), коррек-
тируем прогоночные коэффициенты (23) и по-
вторяем вычисления (возвращаясь к предыду-
щему абзацу) до установления распределения
v̂(t′n+1, y) [V̂ n+1

m , m = 0, . . . ,M ]. Шаг по време-
ни мал, достаточно нескольких итераций.

1.2 Слой раствора Zr−1Nb

Переходим к краевой задаче (14)–(15), воз-
вращаясь к предыдущему слою t′n: λ = 0,

∂ĉ

∂t′
=

√
D

D∗

[
L

L− `0

]2
· ∂

2ĉ

∂z2
, (24)

ĉ(0, z) = ψ(z), ĉ(t′, 0) =
Q

ū
,
∂ĉ

∂z

∣∣∣
z=1

= 0. (25)

Для уравнения диффузии (24) рассмотрим
неявную схему на (n+1)-м слое: k = 1,. . .,K−1,

Ĉn+1
k − Ĉn

k

ht′
= (26)

=

√
D

D∗

[
L

L− `0

]2
·
Ĉn+1
k−1 − 2Ĉn+1

k + Ĉn+1
k+1

h2z
.
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Уравнения перехода на (n+ 1)-й слой
(0< k <K): w4 ≡ [(L− `0)/L]2

√
D∗/D h2z/ht′ ,

Ĉn+1
k−1 − [w4 + 2]Ĉn+1

k + Ĉn+1
k+1 + w4Ĉ

n
k = 0.

Начальные данные: Ĉ0
k = ψ(zk) (0 6 k 6 K).

Следуя методу прогонки, ищем приближенные
значения концентрации в узлах на (n + 1)-м
слое по t′ в виде Ĉn+1

k = αk+1Ĉ
n+1
k+1 + βk+1,

k = 0, . . . ,K−1. Прогоночные коэффициенты
(k = 1, . . . ,K−1):

αk+1 =
1

2 + w4 − αk
,

βk+1 =
βk + w4 Ĉ

n
k

2 + w4 − αk
. (27)

Зная численное значение Ĉn+1
0 = Q/ū (пер-

вое граничное условие в (25)) и выражение
Ĉn+1
0 = α1Ĉ

n+1
1 + β1, находим начальные ко-

эффициенты α1 = 0, β1 = Ĉn+1
0 . По α1, β1

вычисляем оставшиеся коэффициенты αk, βk,
k = 2, . . . ,K, по формулам (27).

Теперь найдем значение Ĉn+1
K , необ-

ходимое для реализации прогонки. Рас-
смотрим краевое условие непроницаемо-
сти в (25). На (n + 1)-м слое по t′

аппроксимируем производную

∂ĉ

∂z

∣∣∣
z=1
≈
Ĉn+1
K−2− 4Ĉn+1

K−1+ 3Ĉn+1
K

2hz
= 0

и подставляем вместо Ĉn+1
K−2,K−1 выражения

Ĉn+1
k = αk+1Ĉ

n+1
k+1 + βk+1 при соответствую-

щих k. В итоге получаем Ĉn+1
K =

= [(4− αK−1)βK − βK−1][(αK−1 − 4)αK + 3]−1.

Используя Ĉn+1
K , решаем обратным ходом

прогонки трехдиагональную систему линей-
ных алгебраических уравнений и находим зна-
чения концентрации Ĉn+1

k , k = 1, . . . ,K − 1.

1.3 Итерационное уточнение λ
После проведенных вычислений из уравне-

ния (16) находим новое приближение λ. Если
λ 6 0, то возвращаемся в начало излагаемого
алгоритма (пункт 1.1), в противном случае пе-
реходим к пункту 2 с текущими распределени-
ями концентраций в качестве начальных дан-
ных и начальным значением λ > 0.

2. Переход от n-го к (n+ 1)-му слою по t′

Опишем алгоритм нахождения распределе-
ний на (n + 1)-м слое v̂(t′n+1, y) [V̂ n+1

m , m =

0, . . . ,M ], ĉ(t′n+1, z) [Ĉn+1
k , k = 0, . . . ,K], зная

распределения с предыдущего слоя по времени
v̂(t′n, y), ĉ(t′n, z). Рассмотрим последовательно
два слоя материала: сначала гидридный, за-
тем слой сплава Zr−1Nb с раствором H (это
соответствует и последовательности движения
растворенного диффузионно подвижного во-
дорода сквозь материал с течением времени).

Начальное приближение λ(t′n) ≈ λ(t′n−1) бе-
рется с предыдущего временно́го слоя. Пара-
метр λ(t′n) подлежит итерационному уточне-
нию, значение `(t′n) известно.
2.1 Гидридный слой

Для уравнения диффузии (12) в безразмер-
ной форме рассмотрим неявную разностную
схему на (n+ 1)-м слое: m = 1, . . . ,M − 1,

V̂ n+1
m − V̂ n

m

ht′
= λ(t′n) ym ·

V̂ n+1
m+1 − V̂

n+1
m−1

2hy
+ (28)

+

√
D∗
D
·
[ L

`(t′n)

]2
·
V̂ n+1
m−1 − 2V̂ n+1

m + V̂ n+1
m+1

h2y
.

Рассмотрим уравнения перехода с n-го слоя на
(n+ 1)-й слой по t′ (n > 0, 0 < m < M):

[1− w3]V̂
n+1
m−1 − [w2 + 2]V̂ n+1

m +

+ [1 + w3]V̂
n+1
m+1 + w2V̂

n
m = 0,

w2(t
′
n) ≡

√
D

D∗
·
[`(t′n)

L

]2
·
h2y
ht′
,

w3(t
′
n;m) ≡ w2(t

′
n) · ht

′

hy
· λ(t′n) ym

2
.

Ищем приближенные значения концентрации
в узлах сетки на (n+ 1)-м слое в виде V̂ n+1

m =

αm+1V̂
n+1
m+1 +βm+1, m = 0, . . . ,M−1. Прогоноч-

ные коэффициенты (m = 1, 2, . . . ,M−1):

αm+1 =
1 + w3

2 + w2 + (w3 − 1)αm
,

βm+1 =
(1− w3)βm + w2 V̂

n
m

2 + w2 + (w3 − 1)αm
. (29)

Для нахождения α1, β1 подсчитаем предва-
рительно значения V̂ n+1

1,2 по явной разностной
схеме (в равенстве (28) справа заменяем n+ 1
на n). На (n+ 1)-м слое по t′ аппроксимируем

∂yv̂|y=0 ≈ [−3V̂ n+1
0 + 4V̂ n+1

1 − V̂ n+1
2 ]/2hy

и подставляем в граничное условие (13):

d∗
[
1− (V̂ n+1

0 )2
]

= −−3V̂ n+1
0 + 4V̂ n+1

1 − V̂ n+1
2

2hy
.

��
��
20



В итоге получаем V̂ n+1
0 = f2(V̂

n+1
1 , V̂ n+1

2 ) (по-
ложительный корень квадратного уравнения):

(V̂0)
2 +B1V̂0 +B2 = 0, B1 = 3[2hy d∗]

−1,

B2 = [V̂2 − 4V̂1][2hy d∗]
−1− 1, d∗ = b∗`v̄D

−1
∗ ,

V = V n+1, ` = `(t′n). Зная значение V̂ n+1
0

и выражение V̂ n+1
0 = α1V̂

n+1
1 + β1, получа-

ем α1 = 0, β1 = V̂ n+1
0 . По α1, β1 вычисляем

оставшиеся прогоночные коэффициенты αm,
βm, m = 2, . . . ,M , по формулам (29).

Теперь найдем значение V̂ n+1
M , необходимое

для реализации прогонки. Из краевого усло-
вия v̂(t′, 1) = 0 получаем V̂ n+1

M = 0. Следую-
щий этап: с текущими приближениями V̂ n+1

0,M

решаем обратным ходом прогонки трехдиаго-
нальную систему линейных уравнений и нахо-
дим новые приближения концентраций V̂ n+1

1,2

(и остальные V̂ n+1
m , m = 3, . . . ,M−1).

После этого возвращаемся к уточнению
V̂ n+1
0 = f2(V̂

n+1
1 , V̂ n+1

2 ) в силу уравнения (13),
корректируем значения прогоночных коэффи-
циентов (29) и повторяем вычисления до уста-
новления распределения v̂(t′n+1, y) [V̂ n+1

m , m =
0, . . . ,M ]. Шаг по времени мал, так что доста-
точно нескольких итераций.

2.2 Слой раствора Zr−1Nb

Переходим к краевой задаче (14)–(15), воз-
вращаясь к предыдущему слою (t′ = t′n).

Для уравнения диффузии (14) в безразмер-
ной форме рассмотрим неявную разностную
схему на (n+ 1)-м слое: k = 1, . . . ,K − 1,

Ĉn+1
k − Ĉn

k

ht′
=
λ(t′n) [1− zk]

L `−1(t′n)− 1
·
Ĉn+1
k+1 − Ĉ

n+1
k−1

2hz
+

+

√
D

D∗

[
L

L− `(t′n)

]2
·
Ĉn+1
k−1 − 2Ĉn+1

k + Ĉn+1
k+1

h2z
.

(30)

Рассмотрим уравнения перехода с n-го слоя по
t′ на (n+ 1)-й слой (n > 0, 0 < k < K):

[1− w5]Ĉ
n+1
k−1 − [w4 + 2]Ĉn+1

k +

+ [1 + w5]Ĉ
n+1
k+1 + w4Ĉ

n
k = 0,

w4(t
′
n) ≡

√
D∗
D
·
[L−`(t′n)

L

]2
· h

2
z

ht′
,

w5(t
′
n; k) ≡ w4(t

′
n)

`(t′n)

L− `(t′n)
· ht

′

hz
· λ(t′n) (1−zk)

2
.

Ищем приближенные значения концентрации
в узлах сетки на (n+ 1)-м слое в виде

Ĉn+1
k = αk+1Ĉ

n+1
k+1 + βk+1, k = 0, . . . ,K−1.

Прогоночные коэффициенты (k = 1, . . . ,K−1):

αk+1 =
1 + w5

2 + w4 + (w5 − 1)αk
,

βk+1 =
(1− w5)βk + w4 Ĉ

n
k

2 + w4 + (w5 − 1)αk
. (31)

Зная численное значение Ĉ1
0 = Q/ū (пер-

вое из граничных условий (15)) и выражение
Ĉ1
0 = α1Ĉ

1
1 + β1, находим начальные коэффи-

циенты α1 = 0, β1 = Ĉ1
0 . По α1, β1 вычис-

ляем оставшиеся прогоночные коэффициенты
αk, βk, k = 2, . . . ,K, по формулам (31).

Найдем значение Ĉn+1
K , необходимое для

прогонки. Рассмотрим краевое условие непро-
ницаемости ∂z ĉ|z=1 = 0 в (15). На (n + 1)-м
слое по t′ аппроксимируем производную

∂z ĉ|z=1 ≈ [Ĉn+1
K−2 − 4Ĉn+1

K−1 + 3Ĉn+1
K ]/2hz = 0

и подставляем вместо Ĉn+1
K−2,K−1 выражения

Ĉn+1
k−1 = αkĈ

n+1
k + βk

при соответствующих k. В итоге Ĉn+1
K =

= [(4−αK−1)βK − βK−1][(αK−1−4)αK + 3]−1.

Используя Ĉn+1
K , решаем обратным ходом про-

гонки трехдиагональную систему линейных
алгебраических уравнений и находим значе-
ния концентрации Ĉn+1

k , k = 1, . . . ,K−1.

2.3 Итерационное уточнение λ(t′n)

После указанных вычислений аппроксими-
руем производные на (n+ 1)-м слое

∂yv̂|y=1 ≈ [V̂ n+1
M−2 − 4V̂ n+1

M−1 + 3V̂ n+1
M ]/2hy,

∂z ĉ|z=0 ≈ [−3Ĉn+1
0 + 4Ĉn+1

1 − Ĉn+1
2 ]/2hz

и подставляем их в граничное условие (16):[Qh

ū
− Ĉn+1

0

]
λ(t′n) =

= −
√
D∗
D

v̄

ū

[L
`

]2
·
V̂ n+1
M−2 − 4V̂ n+1

M−1 + 3V̂ n+1
M

2hy
+

+

√
D

D∗
· L2

`[L− `]
· −3Ĉn+1

0 + 4Ĉn+1
1 − Ĉn+1

2

2hz
.
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Отсюда находим новое приближение λ(t′n) > 0
и возвращаемся в начало излагаемого алгорит-
ма (пункт 2.1). Через несколько итераций по-
лучаем установившееся значение λ(t′n). В ито-
ге считаем, что число λ(t′n) фиксировано.

Далее вычисляем ˙̀(t′n) = λ(t′n)`(t′n) и в силу

λ(t′n) =
d

dt′
ln `(t′)|t′n ⇒

⇒ ln(`(t′n + ∆t′)) ≈ ln `(t′n) + λ(t′n) ·∆t′

определяем ln `(t′n+1), t
′
n+1 = t′n + ∆t′. По зна-

чению ln `(t′n+1) находим `(t
′
n+1) и переходим к

слою t′n+2, приняв в качестве начального при-
ближения λ(t′n+1) ≈ λ(t′n). Далее уточняем
значение λ(t′n+1) и распределения v̂(t′n+2, y),
ĉ(t′n+2, z) по изложенной схеме (пп. 2.1–2.3).

Тестирование алгоритма
При тестировании алгоритма использова-

лись следующие входные данные: L = 6 ×
10−2 см, `0 = 1, 3 × 10−3 см, p = 1520 торр,
T = 593К, Q = 6, 14 × 1020 см−3, Qh = 6, 5 ×
1021 см−3, D0 = 2, 2 × 10−3 см2 с−1, ED = 35 ×
103Дж/моль, D∗0 = 1, 5× 10−3 см2 с−1, ED∗ =
59×103Дж/моль, b = 5, 5×10−24 см4 с−1, b∗ =
3 × 10−27 см4 с−1, s = 7 × 10−7, s∗ = 6 × 10−8.
На рисунке представлена возможность анали-
зировать динамику распределения концентра-
ций растворенного водорода в слоях гидрида и
сплава с помощью программного обеспечения,
разработанного в среде Scilab.

Заключение

Одним из важных требований к изделиям
из циркониевых сплавов активной зоны ре-
акторов является низкое поглощение водоро-
да, поскольку водородное охрупчивание мо-
жет стать одной из причин разрушения цир-
кониевой оболочки. Наибольший охрупчиваю-
щий эффект оказывают гидриды, так как они
могут служить участками развития трещин.

При проведении экспериментальных иссле-
дований практически невозможно на осно-
ве доступных внешних измерений определить
распределение водорода в материале в зависи-
мости от времени, поскольку атомарный рас-
творенный водород является чрезвычайно по-
движной фазой внедрения.

В статье представлена модель гидри-
рования пластины из циркониевого спла-
ва, учитывающая динамику абсорбционно-
десорбционных процессов и движение свобод-
ной границы раздела фаз (гидрид-металл). На
основе неявных разностных схем разработан
итерационный вычислительный алгоритм ре-
шения нелинейной краевой задачи.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН).
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