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В статье представлены методы регенеративного моделирования многосервер-
ных систем обслуживания в применении к доверительному оцениванию их ха-
рактеристик. Кроме хорошо известных методов построения классической и сла-
бой регенерации представлены менее известные и в значительной мере новые
методы искусственной регенерации и регенеративных огибающих в применении
к современным моделям многосерверных систем с управлением энергоэффек-
тивностью и вычислительного кластера.
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I. V. Peshkova, A. S. Rumyantsev. REGENERATIVE
SIMULATION METHODS FOR MULTISERVER SYSTEMS
We present regeneration techniques for perfomance estimation of multiserver
system characteristics. Providing a necessary background of classical and weak
regeneration notions, we focus on less well-known and mainly new construction of
artificial classical regeneration, as well as recent method of regenerative envelopes
for modeling modern energy efficient multiserver systems and high-performance
computing cluster.
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Введение

Современные вычислительные системы,
как правило, имеют многопроцессорную или
многоядерную архитектуру. Это обусловлено
как физическими особенностями современно-
го технологического процесса производства
микросхем [34], так и потребностью в созда-
нии вычислителей большой мощности, пригод-
ных для решения вычислительноемких задач

(таких, например, как моделирование клима-
та). Развитие каналов связи и коммуникаци-
онных сетей позволяет осуществлять перенос
части задач в так называемые облачные систе-
мы, в которых вычисления производятся уда-
ленно, на оборудовании поставщика услуг, на
гибко выделяемой части ресурсов из общего
пула серверов (как правило, расположенных
в нескольких центрах обработки данных). Пе-
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редача данных до конечного потребителя в со-
временных сетях также предполагает согласо-
ванную работу нескольких устройств, а кроме
того, работу с несколькими каналами, в том
числе для решения задач снижения задержек
и оптимизации пропускной способности.

Исследование характеристик качества об-
служивания, надежности, энергоэффективно-
сти таких систем можно проводить методами
теории массового обслуживания. Модели та-
ких систем в рамках теории массового обслу-
живания относятся к классу многосерверных.
В то же время особенности вычислительных
систем и сетей, такие как неконсервативность
дисциплины обслуживания (возможность про-
стоя оборудования при наличии ожидающих
клиентов) [30] и сложная структура входно-
го потока клиентов [14], затрудняют получе-
ние аналитических результатов. Таким обра-
зом, необходимо применение методов стоха-
стического моделирования и надежного оцени-
вания характеристик систем.

Регенеративный метод является одним из
самых мощных инструментов моделирова-
ния неклассических систем обслуживания [2].
Этот метод позволяет проводить доверитель-
ное оценивание характеристик системы даже в
случае, когда классическое оценивание непри-
менимо (например, в случае наличия зависи-
мости в исследуемом процессе). Метод основан
на выделении так называемых циклов реге-
нерации на траектории исследуемого процес-
са, между которыми отсутствует либо имеется
лишь слабая зависимость, что позволяет при-
менять аналог центральной предельной теоре-
мы для построения доверительного интервала
характеристики процесса [9]. Основная цель
данной работы состоит в следующем: иссле-
довать применимость методов регенеративно-
го моделирования для анализа новых моделей
многосерверных систем обслуживания. Важ-
ной задачей работы является развитие реге-
неративного метода для анализа больших си-
стем, таких как программно определяемые се-
ти и вычислительные кластеры. Указанные
объекты обладают большим объемом вспомо-
гательной информации (например, информа-
ции об ожидании заявки на узлах сети при
прохождении маршрута), которая позволяет
идентифицировать регенерацию конструктив-
но. В свою очередь, конструктивное постро-
ение моментов регенерации позволит прово-
дить доверительное оценивание практически
важных метрик производительности больших
систем.

Классическая регенерация является доста-
точно хорошо изученным типом регенерации

[9, 19, 31, 35], в которой в качестве момен-
тов регенерации используются, например, мо-
менты опустошения системы (когда нет заявок
ни в очереди системы, ни на обслуживании),
а циклы регенерации являются независимы-
ми. Критерий стационарности односерверной
системы обслуживания гарантирует существо-
вание бесконечной последовательности таких
моментов [9]. В то же время наличие момен-
тов классической регенерации в модели много-
серверной системы не гарантировано. Слабая
регенерация означает попадание исследуемо-
го процесса в определенное множество состоя-
ний, а также допускает зависимость на сосед-
них циклах регенерации [9, 36], тем самым рас-
ширяя возможности ее использования для мо-
делирования более сложных, в том числе мно-
госерверных систем. Для построения момен-
тов слабой регенерации могут использовать-
ся конструкция обновляющих событий Боров-
кова [15, 16, 20] или метод расщепления це-
пей Маркова, возвратных по Харрису [18, 33].
При этом указанные методы позволяют иссле-
довать многосерверные модели в достаточно
общем случае (например, при произвольных
распределениях интервалов между приходами
клиентов и времени их обслуживания). Ука-
занные типы регенерации пригодны для ана-
лиза классических систем, однако при анализе
современных моделей (таких, как модели вы-
сокопроизводительных и распределенных вы-
числительных систем) возникают трудности,
требующие доработки или адаптации методов.

Для успешного применения существующих
методов регенеративного оценивания необхо-
димо гарантировать конечность средней дли-
ны цикла регенерации. В ряде случаев та-
кое условие обеспечить затруднительно (на-
пример, если достаточные условия стационар-
ности системы не гарантируют существова-
ния классической регенерации). Одним из пер-
спективных методов разрешения данного за-
труднения является метод искусственной ре-
генерации с помощью экспоненциального рас-
щепления плотности [8]. Другим новым под-
ходом является метод регенеративных огиба-
ющих. Суть метода сводится к замене исход-
ной системы на основе так называемого ме-
тода каплинга [6, 7] и свойства монотонности
исследуемых процессов парой систем [25] (ми-
норантной и мажорантной), которые регене-
рируют в классическом смысле и используют-
ся для построения доверительного интервала
характеристики исходной системы. В данной
статье применение указанных методов проде-
монстрировано на моделях современных вы-
числительных систем.
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Изложение построено по усложнению мето-
дов, адекватному усложнению моделей. Более
точно структура работы следующая. В первом
разделе представлен метод построения клас-
сической регенерации, для иллюстрации ме-
тода исследуется модель односерверной систе-
мы. Далее приводятся два метода построения
моментов слабой регенерации: метод обнов-
ляющих событий и метод расщепления цепи
Маркова, возвратной по Харрису. Применение
методов проиллюстрировано на классической
многосерверной модели. В следующем разде-
ле рассматривается метод искусственной ре-
генерации с использованием экспоненциально-
го расщепления плотности. Иллюстрация ме-
тода проведена на основе исследования энер-
гоэффективности многосерверной системы с
управлением активностью серверов (в указан-
ной системе классические моменты регенера-
ции отсутствуют). Далее представлен метод
регенеративных огибающих, работа которого
продемонстрирована на модели высокопроиз-
водительного вычислительного кластера. На-
конец, представлены практические аспекты
построения доверительных интервалов для ха-
рактеристик регенерирующих процессов.

Классическая регенерация

Определение 1. Случайный процесс Z =
{Z(t)}t>0 ∈ E с непрерывными справа траек-
ториями называется регенерирующим в клас-
сическом смысле [35], если найдется такой про-
цесс восстановления β = {βn = α0 + · · · +
αn, n > 0}, что для k > 0 процесс

θβk
(Z, β) := {{Z(βk + t)}t>0, {βi − βk}i>k}

(1)
обладает следующими свойствами:
(1) распределение θβk

(Z, β) не зависит от k;
(2) процесс θβk

(Z, β) не зависит от предысто-
рии {{Z(t)}t<βk

, β0, . . . , βk}.

Процесс β называется процессом восста-
новления, вложенным в процесс Z, а моменты
βk называются моментами классической реге-
нерации. Заметим, что последовательность мо-
ментов регенераций не обязательно уникаль-
на. Значения Gk процесса между соседними
моментами регенерации (м.р.) называют цик-
лами регенерации, т. е.

Gk = {Z(t+ βk)}06t<αk+1
, k > 0,

при этом элемент {Z(t)}t<α0
называют за-

держкой (если α0 = β0 = 0, то говорят о про-
цессе без задержки). Будем считать, что длина
задержки конечна с вероятностью 1, α0 < ∞.

Длины циклов регенерации {αk, k > 1} клас-
сически регенерирующих процессов являются
независимыми и одинаково распределенными
(н.о.р.) случайными величинами (с.в.), и цик-
лы процесса являются н.о.р. Регенерирующие
процессы с конечной средней длиной цикла ре-
генерации Eα1 <∞ называются положитель-
но возвратными.

Одно из важных свойств регенерирующих
процессов состоит в том, что предельное рас-
пределение регенерирующего процесса суще-
ствует при достаточно слабых условиях.
Теорема 1. [9] Пусть длина первого цикла α1

положительно возвратного регенерирующего
процесса Z – нерешетчатая, т. е. не существу-
ет такого числа d > 0, что выполняется равен-

ство P

(
∞∑
j=1
{α1 = a+ jd}

)
= 1, где a ∈ R. То-

гда существует предельное распределение Pe
процесса Z при t → ∞, и для ограниченной
измеримой функции f(Z) : E → R+ выполне-
но соотношение

Eef(Z) =
1

Eα1
E0

∫ α1

0
f(Z(s))ds, (2)

где E0 – математическое ожидание процесса
без задержки (естественно считать f(Z) неко-
торой характеристикой системы).

Кроме того, если f непрерывна почти всю-
ду, то выполняется соотношение

E0f(Z(t))→ Eef(Z), t→∞.
Классическая регенерация процесса с дис-

кретным временем Z = {Zn}n>1 определяется
аналогично, а процесс восстановления β опре-
делен на множестве натуральных чисел N.
Для регенерирующего в классическом смыс-
ле процесса с дискретным временем циклы
Gk = {Zi}βk6i<βk+1

независимы и одинаково
распределены для всех k > 1. Соотношение (2)
в теореме 1 для процесса с дискретным време-
нем [3] принимает вид

Ee(f(Z)) =
E0

(∑β1−1
i=0 f(Zi)

)
Eα1

. (3)

Система GI/G/1

В качестве моментов классической регене-
рации при исследовании систем часто исполь-
зуются моменты опустошения системы (если
оно возможно). Примером системы, в кото-
рой критерий стационарности гарантирует на-
ступление опустошения, является односервер-
ная система GI/G/1. Напомним, в такой си-
стеме в моменты 0 = t0 < t1, . . . , образующие
процесс восстановления, поступают клиенты,
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при этом клиенту i требуется Si единиц вре-
мени для обслуживания на единственном сер-
вере. Клиент i ожидает в общей неограничен-
ной очереди время Di > 0 и по окончании об-
служивания покидает систему. Времена меж-
ду приходами {Ti := ti−ti−1} и времена обслу-
живания {Si}, i > 1 являются н.о.р.с.в. Вре-
мя ожидания каждого клиента можно опреде-
лить с помощью хорошо известной стохасти-
ческой рекуррентной последовательности, ре-
курсии Линдли:

Di+1 = (Di + Si − Ti)+, i > 1, (4)

где D1 = 0 есть время ожидания первого кли-
ента (процесс без задержки), а (·)+ = max(0, ·).
Отметим, что рекурсия (4) определяет остав-
шуюся работу (нагрузку) Di в системе в мо-
мент времени t−i перед приходом клиента i.
Известно [9], что стационарное время ожида-
ния существует тогда и только тогда, когда

E(T − S) > 0 или ρ :=
λ

µ
< 1, (5)

где ET = 1/λ. ES = 1/µ (нижних индексов
лишены типичные время между приходами и
время обслуживания). В качестве моментов
регенерации можно определить моменты при-
хода клиентов в пустую систему [9]:

βk = min{i > βk−1 : Di = 0}.

При этом β0 = 0 и можно показать, что с.в.
α1 – непериодическая, поскольку (5) влечет

P(α1 = 1) = P(T − S > 0) > 0.

Отметим, что цикл регенерации в такой си-
стеме состоит из цикла занятости серве-
ра (в течение которого каждый приходящий
клиент вынужден ожидать) и последующего
интервала простоя сервера. При этом про-
цесс {Di}i>0 с последовательностью β явля-
ется положительно возвратным регенериру-
ющим процессом в классическом смысле то-
гда и только тогда, когда выполнен крите-
рий (5) [4, 9].

Слабая регенерация

С. Асмуссен и Х. Торрисон [9, 36] обобщи-
ли понятие классической регенерации до так
называемой регенерации в широком смысле,
при которой допускается зависимость между
циклами регенерации. Более точно, в опреде-
лении 1 свойство (2) заменяется на следую-
щее [35]:
(2’) процесс θβk

(Z, β) не зависит от
{β0, . . . , βk}.

На практике широко используется частный
случай регенерации в широком смысле, слабая
(однозависимая) регенерация, при которой до-
пускается зависимость лишь между соседни-
ми циклами регенерации. Отметим, что при
слабой регенерации процесс β = {βn, n > 0}
по-прежнему является процессом восстановле-
ния. Как и в случае классической регенерации,
существует предельное распределение Pe про-
цесса Z [3, 9], и теорема 1 справедлива.
Метод обновляющих событий

Для построения моментов слабой регенера-
ции можно использовать метод обновляющих
событий А. А. Боровкова [15, 16, 20]. Метод ос-
нован на определении так называемых перио-
дов обновления и разработан для стохастиче-
ских рекуррентных последовательностей, ши-
роко применяемых в анализе систем обслу-
живания (примером такой последовательно-
сти является рекурсия Линдли (4)).

Пусть последовательность {Zn}n>1 опреде-
ляется с помощью наперед заданной управ-
ляющей последовательности {Xn}n>1 следу-
ющим одношаговым рекуррентным соотноше-
нием:

Zn+1 = g1(Zn, Xn), n > 1,

где н.о.р.с.в. Xn принимают значения на неко-
тором пространстве состояний X, g1 : E×X→
E – измеримая функция. Элементы Xn ∈ X
обычно используются для описания входного
потока и длительностей обслуживания клиен-
тов системы, например, Xn = (Tn, Sn) для си-
стемы GI/G/1. Разворачивая рекурсию от ша-
га n на L шагов вперед, получим выражение
для вычисления значения Zn+L:

Zn+L = gL(z,Xn, . . . , Xn+L−1),

где gL : E × XL → E и XL = X× · · · × X. Если
при этом найдутся множество C ∈ E и изме-
римые подмножества BL ∈ XL такие, что для
любых значений z1, z2 ∈ C и (x1, . . . , xL) ∈ BL
выполняется соотношение

gL(z1, x1, . . . , xL) = gL(z2, x1, . . . , xL), (6)

то говорят о независимости от прошлого про-
цесса Z через L шагов после попадания про-
цесса во множество C на шаге n и элементов
{Xn, . . . , Xn+L−1} во множество BL. При этом
момент n+ L наступления события

Ωn = {Zn ∈ C, (Xn, . . . , Xn+L−1) ∈ BL}

является моментом регенерации, т. е. момен-
ты регенерации можно определить следую-
щим образом:

βk = min
n
{n+ L > βk−1 : I{Ωn} = 1}, k > 1,
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где I{Ω} – индикатор случайного события Ω.
Заметим, что если множество C состоит толь-
ко из одной точки, то равенство (6) выполня-
ется автоматически для любых L и BL.

Отметим, что цепочка обновляющих собы-
тий, приводящая к слабой регенерации, пред-
полагает алгебраическую независимость про-
цесса от предыстории. При этом поведение
слабо регенерирующего процесса после момен-
та регенерации зависит от L значений про-
цесса на предыдущем цикле. При таком опре-
делении циклы регенерации являются одноза-
висимыми (т. е. зависимы только два сосед-
них цикла) [11, 17], однако сдвинутый про-
цесс {Zn+βk

}n>0 не зависит от моментов ре-
генерации {β0, . . . , βk}. Следовательно, про-
цесс Z является слабо регенерирующим. Со-
бытие Ωn называется обновляющим событи-
ем [1]. Если событие Ωn происходит, то ин-
тервал [n, n + L) является периодом обновле-
ния, момент n + L является моментом реге-
нерации, а распределение процесса в момент
n + L µ(·) := P(Zn+L ∈ ·) называется мерой
регенерации.

Cистема GI/G/m

В отличие от односерверной системы кри-
терий стационарности многосерверной систе-
мы не гарантирует ее опустошения и, сле-
довательно, существования моментов класси-
ческой регенерации. Действительно, рассмот-
рим m-серверную систему обслуживания Σ
типа GI/G/m, адаптировав обозначения по-
тока клиентов из анализа системы GI/G/1.
Рассмотрим вектор Кифера – Вольфовица
Wn = (Wn,1, . . . ,Wn,m), содержащий упоря-
доченную по возрастанию нагрузку (незавер-
шенную работу) на серверах в момент t−n ,
включая ожидающих в очереди клиентов (об-
служивание которых ведется в порядке по-
ступления). Одношаговое рекуррентное соот-
ношение для вектора нагрузки, предложенное
в работе [21], является многомерным аналогом
рекурсии Линдли (4):

Wn+1 = R(Wn + lSn − 1Tn)+, (7)

где l = (1, 0, . . . , 0);1 = (1, . . . , 1) и опера-
тор R(·) упорядочивает компоненты вектора в
порядке возрастания. Заметим, что значение
Dn := Wn,1 является временем ожидания кли-
ента n, при этом моменты прихода клиентов
являются последовательными моментами дис-
кретного времени системы.

Критерий стационарности процесса нагруз-
ки обобщает (5) следующим образом:

E(mT − S) > 0 или ρ < m. (8)

Условие (8) гарантирует лишь условие P(mT−
S > 0) > 0, т. е. в «худшем» случае [12]

min{i > 0 : s < it} = m, (9)

где

s = sup{x : P(S > x) = 1},
t = inf{x : P(T 6 x) = 1}.

Отметим, что если t = ∞ либо s = 0, то
P(T − S > 0) > 0 и система может полностью
опустошаться, см. [4, 32, 38]. Условие (9) озна-
чает, что в системе после шагаm−1 всегда на-
ходится не менееm−1 заявки. Действительно,
рассмотрим систему Σ∗ с детерминированным
входным потоком T ∗i = t, S∗i = s. Из усло-
вия (9) следует, что до шага m − 1 в системе
не произойдет ни одного ухода, т. е.

W ∗m−1 = v := (0, s− (m− 1)t, . . . , s− t).

Перед приходом клиента m гарантированно
произойдет уход клиента, т. е.

W ∗m = R(v + ls− 1t)+ = v. (10)

При этом можно показать, опираясь на свой-
ство монотонности процесса Wn относительно
управляющих последовательностей [37], что
поскольку Tn > t, Sn 6 s, то Wn > W ∗n (по ве-
роятности). Таким образом, при любых управ-
ляющих последовательностях нагрузка в си-
стеме Σ всегда не менее v.

Соотношение (10) подсказывает метод по-
строения обновляющего события: необходимо,
чтобы цепь Wn оказалась «достаточно близ-
ко» к значению v и при этом управляющие
последовательности Tn и Sn оказались «доста-
точно близко» к значениям t и s соответствен-
но [12, 22, 36]. Для того чтобы приблизить зна-
чение Wn к v, необходимо прежде всего пока-
зать, что Wn не растет неограниченно по ве-
роятности, если выполнено (8). Действитель-
но, предположим обратное: для любого x > 0
и любого ε0 > 0 найдется n0 = n0(ε0, x) < ∞
такое, что P(Dn 6 x) < ε0 для всех n > n0.
Рассмотрим приращение суммарной работы за
один приход:

∆n =

m∑
i=1

(Wn+1,i −Wn,i) 6 Sn.

Заметим, что если Dn = Wn,1 > t, то все сер-
веры системы работают без простоев, и из (7)
следует, что Wn+1,i > 0 (поскольку умень-
шение нагрузки на каждом сервере составит
Tn 6 t), поэтому

E(∆n) = E(∆n|Dn 6 t)P(Dn 6 t) +

+ E(∆n|Dn > t)P(Dn > t) 6
6 ESnε0 + E(Sn −mTn)(1− ε0). (11)
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За счет произвольности выбора ε0 и исполь-
зования условия (8) правая часть может быть
сделана строго отрицательной для всех n >
n0(ε0, t). Это означает, что

E

m∑
i=1

Wn,i 6 E

m∑
i=1

Wn0,i 6 n0ES <∞,

что противоречит предположению. Таким об-
разом, время ожидания в системе не растет
неограниченно по вероятности, т. е. найдется
неслучайная последовательность {zi, i > 1},
постоянные D0 <∞, ε1 > 0 такие, что

inf
i

P(Dzi 6 D0) > ε1.

Наконец, используя стохастическую огра-
ниченность процесса {Wn,m − Wn,1}n>1 [9,
23], можно показать, что (вообще говоря,
для некоторой подпоследовательности zi, при
необходимости увеличивD0, уменьшив ε1 и пе-
реобозначив элементы последовательности)

P(Wzi 6 1D0) > ε1. (12)

Таким образом, процесс {Wn}n>1 бесконечно
часто с положительной вероятностью > ε1 по-
падает в компакт {x ∈ E : x 6 1D0} в неслу-
чайные моменты {zi}.

Рассмотрим один из таких моментов z1. Бу-
дем приближать вектор нагрузки, заключен-
ный в компакт 1D0, к вектору v. Для это-
го построим циклы разгрузки, состоящие из
m последовательных наступлений следующе-
го события положительной вероятности:

Hi = {Ti ∈ (t− δ, t], Si ∈ [s, s + δ)},

где δ выбирается так, чтобы было выполнено
неравенство

0 < δ <
mt− s
m+ 1

. (13)

При этом, даже если в «худшем» случае D0 >
(m− 1)(t− δ), то уже к моменту z1 +m из (7)
следует

Wz1+m 6 1(D0+s−mt+(m+1)δ) < 1(D0−δ0),

где величина δ0 := −(s − mt + (m + 1)δ) > 0
равна минимальной разгрузке каждого серве-
ра. Заметим, однако, что разгрузка всех серве-
ров происходит лишь через m шагов, посколь-
ку из (9) следует (m− 1)t− s < 0. Продолжая
реализовывать событие Hi, через

k1 = m

⌈
D0 − (m− 1)(t− δ)

δ0

⌉

шагов получим Wz1+k1 < D1
0 для некоторого

D1
0 < 1(m− 1)(t− δ). Здесь dae означает наи-

меньшее целое больше a. Выполнив еще m− 1
шаг, заметим, что первая компонента вектора
Wz1+k1+m−1 обращается в нуль, т. е. один из
серверов освободится:
Wz1+k1+m−1 6 (0, D1

0 + s− (m− 1)t +mδ, . . . ).

На следующем шаге заявка, поступившая без
ожидания, займет в векторе последнее место
(поскольку из (13) D1

0 − δ0 < s− t+ 2δ):

Wz1+k1+m 6 (D1
0 − δ0, . . . , D1

0 − δ0, s− t+ 2δ).

При этом нагрузка на остальных серверах
уменьшилась не менее чем на величину δ0.
Заметим также, что из (13) следует, что
Wz1+k1+im−1,1 = 0 для любого целого i > 1.
Продолжая m-шаговые циклы разгрузки, не
более чем через k2 = md t−δδ0 e шагов добьемся,
что две последовательные заявки поступят без
ожидания, при этом нагрузка на остальных
серверах может только уменьшиться. Продол-
жая процедуру, можно заметить, что число
шагов k0 с момента прихода заявки z1 (момен-
та первого попадания в компакт Wzi 6 1D0),
необходимое для получения серии из m−1 по-
следовательных заявок, поступающих на об-
служивание без ожидания, определяется соот-
ношением

k0 6 m

⌈
D0

δ0

⌉
. (14)

Кроме того, (14) влечет D0−k0δ0 < 0, поэтому
в момент времени t−zi+k0 выполнено

Wz1+k0 6 (0, s− (m− 1)t +mδ, . . . , s− t + 2δ).

Таким образом, в момент дискретного времени
z1+k0 в системе одновременно обслуживаются
не более m− 1 последних пришедших заявок,
которые поступили на обслуживание без за-
держки. Это означает, что будущее процесса
нагрузки {Wz1+k0+i}i>0 не зависит от его про-
шлого до момента z1 + k0 −m. Отметим, что
данная процедура построения моментов реге-
нерации уточняет конструкции в [12, 36]. Оста-
лось указать, что обновление происходит с ве-
роятностью, не меньшей чем

ε2 := P(Hi)
k0 > 0. (15)

Cоответственно, множество C для процесса
{Wn} можно определить так:

C = {x ∈ E : x 6 1D0},
длительность периода обновления L 6 k0, и
множество BL для управляющих последова-
тельностей связано с событием Hi таким об-
разом:
BL = {Ti ∈ (t−δ, t], Si ∈ [s, s+δ), i = 1, . . . , L}.
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При этом из (12) и (15) следует, что собы-
тие Ωn (регенерация Wn) происходит на ин-
тервале [zi; zi + k0] с вероятностью не меньше
ε1ε2 > 0. Отметим, что можно доказать ко-
нечность средней длины цикла регенерации,
Eα1 <∞ [13], см. также [4, 23].

Возвратность по Харрису

Регенерация в классическом смысле, как
правило, связана с попаданием цепи Марко-
ва (процесса) в определенное состояние, на-
пример, нулевое (опустошение системы), при
этом циклы регенерации являются независи-
мыми. Как показано ранее, такое состояние
не всегда существует. Это вызвало необходи-
мость расширить понятие классической реге-
нерации. Слабая регенерация допускает попа-
дание цепи и управляющей последовательно-
сти в определенное множество состояний, при
этом ослабляя требование независимости цик-
лов регенерации. Подобными свойствами воз-
вращения в некоторое множество с положи-
тельной вероятностью обладают цепи Марко-
ва, возвратные по Харрису.

Рассмотрим однородную цепь Маркова
{Zn}n>1 с начальным состоянием Z1 = x ∈ E
и r-шаговым переходным ядром

Kr(x, ·) = P(Zr+1 ∈ ·|Z1 = x) =

= Px(Zr ∈ ·), r > 1.

Заметим, что E может быть не счетным. Обо-
значим через τ(A) момент первого возвраще-
ния в множество A:

τ(A) = inf{n > 1 : Zn ∈ A},

который является моментом остановки отно-
сительно сигма-алгебры, порожденной траек-
торией цепи до шага n, поскольку

{τ(A) 6 n} =

n⋃
k=1

{Zk ∈ A}.

Определение 2. ([18, 33]) Цепь Маркова
{Zn}n>1 называется возвратной по Харрису,
если существует нетривиальная мера ϕ (σ-
конечная мера на E, оснащенном борелевской
сигма-алгеброй E), такая, что из положитель-
ности меры ϕ(A) > 0 для множества A ∈ E
следует, что

Px(τ(A) <∞) = 1

для любого начального состояния x ∈ E, т. е.
каждое достижимое множество A имеет ко-
нечную меру ϕ.

Можно показать [28], что для такой цепи
существует единственная инвариантная мера
π и, в случае конечности последней, цепь на-
зывается положительно возвратной по Хар-
рису. Например, если ϕ(A) =

∑α1

i=1 I{Xi ∈ A}
и Eα1 = ϕ(E) <∞, то

π(A) =
ϕ(A)

ϕ(E)
=
ϕ(A)

Eα1
.

В работе [33] (в условиях сепарабельности
E) дается эквивалентное определение возврат-
ности по Харрису в терминах так называемых
малых множеств:

Определение 3. Цепь {Zn}n>1 называется
возвратной по Харрису, если
1) для некоторого фиксированного множества
V ∈ E, меры регенерации µ (вероятностной ме-
ры, такой, что µ(V ) = 1) и любого x ∈ E вы-
полнено

Px(τ(V ) <∞) = 1;

2) для любого x ∈ V , B ∈ E и некоторых
ε ∈ (0, 1), r > 1 выполнено условие минори-
зации:

Kr(x,B) > εµ(B). (16)

Взаимосвязь данных определений рассмот-
рим в следующем разделе.

Метод расщепления
Поясним связь между однозависимой реге-

нерацией и возвратностью по Харрису. Для
этого можно воспользоваться процедурой рас-
щепления (рандомизации). В моменты попа-
дания цепи Zn во множество V определим 0-1
н.о.р.с.в. ξn такие, что P(ξn = 1) = ε. Назо-
вем событие {ξn = 1} успехом. В случае успе-
ха строим Zn+r в соответствии с распределе-
нием µ(·), в противном случае строим Zn+r по
условному распределению Q(Zn, ·), определя-
емому равенством:

Q(x, ·) =
Kr(x, ·)− εµ(·)

1− ε
.

Таким образом, переходное ядро имеет вид

Kr(x, ·) = εµ(·) + (1− ε)Q(x, ·). (17)

В силу (16) в момент попадания цепи во мно-
жество V происходит условное расщепление
распределения вероятности перехода за r ша-
гов.

Поскольку цепь с вер. 1 попадает во множе-
ство V неограниченное число раз, то можно
определить последовательность моментов ре-
генерации {βn} следующим образом:

βn+1 = inf{i > βn : Zi ∈ V, ξi = 1}+ r, n > 1,
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причем в силу положительности вероятности
успеха ε длина цикла регенерации αn конеч-
на [10, 18, 28]. При этом значения процесса
{Zn+i, 1 6 i 6 r − 1} определяются гранич-
ными значениями Zn, Zn+r, распределенными
в соответствии с µ, вследствие чего возника-
ет зависимость между соседними циклами ре-
генерации. В общем случае реализовать та-
кую конструкцию достаточно трудно (см. [9]).
В то же время в некоторых случаях возмож-
но конструирование таких моментов, анало-
гичное построению обновляющих событий (на-
ступление успешного расщепления в возврат-
ной по Харрису цепи эквивалентно наступ-
лению обновляющего события в слабо реге-
нерирующем процессе). Более того, в случае
r = 1 цепь регенерирует в классическом смыс-
ле [18, 33].

Вернемся к рассмотрению системы
GI/G/m, где в качестве цепи Маркова рас-
сматривается вектор нагрузки {Wn}n>1. По-
ложим в (17) ε = ε1ε2 и определим меру
ϕ(·) как среднее число попаданий во множе-
ство V = {x ∈ E : v 6 x 6 (0, s − (m −
1)t + mε, . . . , s − t + 2ε)} на цикле регенера-
ции [9, 10, 17, 28] при условии, что стартовым
распределением W1 является µ(·) (мера реге-
нерации), т. е.

ϕ(·) : = Eµ

[
α1∑
i=1

I{Wi ∈ ·}

]
=

=

∫
Ex

[
α1∑
i=1

I{Wi ∈ ·}

]
dµ(x).

Слабая регенерация произойдет через
r = m− 1 шагов цепи, и в качестве меры реге-
нерации µ можно выбрать следующую меру:

µ(·) = Km−1(0, ·).

Искусственная регенерация
Напомним, что при построении регенера-

ции возвратной по Харрису цепи Маркова ме-
тодом расщепления в случае r = 1 происходит
потеря зависимости между соседними цикла-
ми (поскольку выбор из распределения µ про-
исходит на следующем шаге после попадания
в компакт V ), т. е. цепь регенерирует в класси-
ческом смысле. Одним из конструктивных ме-
тодов использования этого свойства является
искусственное построение моментов регенера-
ции за счет экспоненциального расщепления
плотности [8]. Этот метод актуален для моде-
лирования систем, в которых характеристики
имеют распределения с тяжелыми хвостами.

Экспоненциальное расщепление плотности
заменяет исходную случайную величину S (с

плотностью f) на комбинацию трех случай-
ных величин: экспоненциально распределен-
ной, индикатора и остатка. Экспоненциальное
расщепление возможно, если существуют та-
кие константы θ > 0, x0 и 0 < p < 1, что
выполнено неравенство миноризации

f(x) > pf0(x), x > x0, (18)

где f0 – плотность усеченного слева экспонен-
циального распределения:

f0(x) :=

{
0, x 6 x0;
θe−θ(x−x0), x > x0.

(19)

Введем плотность f1(x) =
f(x)− pf0(x)

1− p . То-
гда

f1(x) :=


f(x)
1− p, x 6 x0;

f(x)− pθe−θ(x−x0),

1− p , x > x0.

(20)
Легко увидеть, что с.в. S может быть пред-
ставлена в виде следующей суммы:

S = I{ξ = 1}S0 + I{ξ = 0}S1, (21)

где независимые с.в. S0 и S1 имеют плотно-
сти распределения f0 и f1 соответственно. С.в.
ξ имеет распределение Бернулли с вероятно-
стью успеха P(ξ = 1) = p и называется инди-
катором расщепления.

Поясним вкратце метод построения искус-
ственной регенерации, предложенный в рабо-
те [8]. Рассмотрим многокомпонентный про-
цесс Θ = {X1(t), T1(t), . . . , XM (t), TM (t)}t>0,
имеющий дискретные компоненты Xi ∈ E
(например, число заявок в очереди системы)
и непрерывные компоненты Ti > 0, линей-
но убывающие до обнуления (например, оста-
точное время обслуживания). В момент t∗ об-
нуления i-й компоненты происходит измене-
ние дискретных компонент процесса в соответ-
ствии с некоторой вероятностной мерой

Pi(x, x
′) = P{X1(t

∗+) = x′1, . . . , XM (t∗+) = x′M
|X1(t

∗−) = x1, . . . , XM (t∗−) = xM},

при этом новое значение Ti имеет некоторую
плотность fi(x, x′). Непрерывные компоненты
в момент t∗ не претерпевают изменения. На-
против, в момент, не соответствующий обну-
лению непрерывной компоненты, дискретные
компоненты не изменяются. Пусть существу-
ет такой вектор x∗ ∈ EM , что если дискрет-
ные компоненты цепи приняли значение x∗,
то каждая непрерывная компонента допуска-
ет миноризацию плотности (18) (возможно, со
своими параметрами pi(x, x

′), x0,ixx′ , θi(x, x
′)).
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Пусть в момент времени t∗ произошло по-
падание некоторой дискретной компоненты
Xi(t

∗+) в состояние x∗i . Тогда произведем экс-
поненциальное расщепление соответствующей
непрерывной компоненты Ti(t

∗+). Для этого
добавим в процесс Θ M -мерный дискретный
процесс {(Z1(t), . . . , ZM (t))}t>0, где Zi есть фа-
за экспоненциально расщепленной i-й непре-
рывной компоненты. В момент расщепления
положим Zi(t) = 1, если соответствующий ин-
дикатор расщепления равен 1, и такие ком-
поненты назовем проходящими предэкспонен-
циальную фазу. Тогда в момент времени t∗ +
x0,ixx′ положим Zi(t) = 0, а соответствующая
компонента попадет в экспоненциальную фазу
(и соответствующая непрерывная компонента
может в моменты событий переразыгрывать-
ся). Положим Zi(t) = 2, если в момент t∗ инди-
катор расщепления равен 0 либо Xi(t

∗+) 6= x∗i .
Тогда событие искусственной регенерации на-
ступает, когда все непрерывные компоненты
попадают в экспоненциальную фазу, т. е. в та-
кой момент t∗, что

{X1(t
∗) = x∗1, . . . , XM (t∗) = x∗M ,

Z1(t
∗) = ZM (t∗) = 0}.

Система GI/G/m с выключением прибо-
ров

Поясним технику построения моментов ис-
кусственной регенерации на следующем при-
мере. Пусть в многосерверной системе об-
служивания в момент освобождения сервера,
при условии пустой очереди, сервер уходит
в состояние пониженного энергопотребления,
в котором обслуживание заявок невозможно
(так называемый спящий режим) на случай-
ное время Ci, имеющее плотность c(·), и на-
помним, что клиенты приходят в систему че-
рез моменты времени Ti (имеющие плотность
a(·)), обслуживаются время Si (с плотностью
b(·)). Введем следующий m + 1-мерный про-
цесс: X0(t) есть число заявок в очереди в мо-
мент времени t, а X1(t), . . . , Xm(t) есть режи-
мы работы сервера 1, . . . ,m: X1(t) = 1, ес-
ли сервер занят обслуживанием клиента, и
X1(t) = 0, если он находится в режиме по-
ниженного энергопотребления. Непрерывные
компоненты определим следующим образом:
T0(t) есть время до прихода следующего кли-
ента, T1(t), . . . , Tm(t) есть времена до оконча-
ния текущей активности (бездействия) серве-
ра. Заметим, что клиенты никогда не попа-
дают на обслуживание в момент прихода, но
вынуждены дожидаться окончания текущей
активности (бездействия) сервера. Пусть век-
тор l = (1, 0, . . . , 0). Тогда в момент прихода

заявки происходит следующее изменение дис-
кретной компоненты: из состояния x в x + l
(попадание заявки в очередь) с вероятностью
P0(x, x + l) = 1. В момент окончания теку-
щей активности на сервере i > 1 происхо-
дит либо уход сервера в режим пониженного
энергопотребления (если очередь пуста), либо
уход заявки из очереди на обслуживание, т. е.
Pi(x, x

′) = 1, если x0 = 0, x′i = 0, либо x0 > 0,
x′0 = x0−1, x′i = 1, где xj = x′j , j 6= i. При этом
непрерывная компонента T0 в момент прихода
выбирается из распределения a(x), а компо-
нента Ti в момент окончания очередного пе-
риода активности (бездействия) сервера i вы-
бирается из распределения b(x), если x0 > 0,
и c(x) иначе. Зафиксируем состояния дискрет-
ного многомерного процесса, например, сле-
дующим образом: x∗ = (k, 1, . . . , 1). Произ-
ведем экспоненциальное расщепление плотно-
стей T0, . . . , Tm в моменты попадания дискрет-
ных компонент в зафиксированное состояние.
Пусть Z0, . . . , Zm есть соответствующие фазы
каждой непрерывной компоненты, определен-
ные ранее. Если все фазы экспоненциальные,
а дискретные компоненты попали в состояние
x∗, то наступил момент регенерации.

Поясним при этом технику построения
циклов регенерации методом дискретно-
событийного моделирования. Применение
данного метода обусловлено свойствами мо-
дели, поскольку изменение состояния систе-
мы происходит только в моменты прихода и
ухода клиентов, а также окончания периодов
бездействия, в то время как между данными
событиями непрерывные компоненты линейно
убывают.

Предположим, что изначально цепь стар-
тует в момент регенерации. Выберем ближай-
шее по времени событие t∗ и изменим состоя-
ние системы, пусть оно связано с обнулением
компоненты Ti(t

∗−) = 0, i > 0. Если при этом
Xi(t

∗+) = x∗, то можно провести экспоненци-
альное расщепление плотности нового времени
Ti(t

∗+). Для этого разыграем бернуллиевскую
случайную величину ξi с соответствующей ве-
роятностью успеха. Если ξi = 1, начнем от-
счет времени предэкспоненциальной фазы, по-
ложив Zi = 1 и временно положив Ti(t∗+) =
x0,ixx′ . Далее, как только истечет предэкспо-
ненциальная фаза, величину Ti можно будет
каждый раз разыгрывать заново из классиче-
ского экспоненциального распределения с па-
раметром θi(x, x

′), полагая Zi = 0. Если же
ξi = 0, то разыграем Ti(t

∗+) из распределе-
ния f1,i(x, x′) и полагаем Zi = 2. Дальнейшая
эволюция системы связана с переходом к сле-
дующему ближайшему событию. Наконец за-
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метим, что если в момент t∗ дискретная ком-
понента не попала в x∗, то новое время Ti(t∗+)
выбирается из исходного распределения (a, b, c
соответственно), и полагаем Zi = 2. Более по-
дробное пояснение алгоритма представлено в
работе [8]. Отметим, что на построенных та-
ким образом циклах регенерации можно при-
менять технику регенеративного оценивания,
рассмотренную ниже, например, для оцени-
вания некоторой ценовой функции (энергопо-
требления, среднего числа заявок и т. п.).

Метод регенеративных огибающих

В этом разделе мы рассмотрим метод ре-
генеративных огибающих для построения мо-
ментов регенерации высокопроизводительного
вычислительного кластера. Суть метода за-
ключается в следующем. Предположим, что
описывающий исходную систему случайный
процесс не является регенерирующим, либо
число моментов слишком мало для эффектив-
ного оценивания. Тогда для исходной системы
Σ строятся две новых системы: мажорантная
система Σ и минорантная система Σ, входные
потоки в которые совпадают с входным пото-
ком исходной системы Σ. В мажорантной (ми-
норатной) системе времена обслуживания сто-
хастически больше (меньше), чем в исходной.
Обе новые системы регенерируют в классиче-
ском смысле. Тогда оценки характеристик (на-
пример, средней загрузки, средней длины оче-
реди, среднего числа заявок), получаемых в
этих системах, являются верхней (оценка, по-
лучаемая в мажорантной системе) и нижней
(оценка, получаемая в минорантной системе)
границами для соответствующих характери-
стик исходной системы. Соответствующие ве-
личины в новых системах Σ и Σ будем также
обозначать верхней и нижней чертой соответ-
ственно.

Рассмотрим модель высокопроизводитель-
ного вычислительного кластера Σ с m серве-
рами, работающими параллельно. Обозначим
Tn = tn+1− tn времена между приходами кли-
ентов (с интенсивностью λ), где tn – момент
прихода n-го клиента, которому требуется для
обслуживания случайное время Sn (с интен-
сивностью µ) на Nn серверах одновременно с
распределением {pk := P(Ni = k)}. При этом
n-й клиент занимает Nn наименее загружен-
ных серверов. Обозначим νn (Qn) число заявок
в кластере (размер очереди) в момент времени
t−n . Условия стационарности для ν, Q приведе-
ны в работах [24, 30].

Построим для кластера две новые систе-
мы Σ (мажорантную) и Σ (минорантную), с
таким же (используя каплинг) входным по-

током {Ti}, как в системе Σ, и соответствен-
но увеличенными (уменьшенными) временами
обслуживания {Si} ({Si}), i > 1. Такие изме-
нения времен обслуживания происходят в мо-
менты, когда мажорантная (минорантная) си-
стема попадает в некоторое фиксированное со-
стояние, приводящее к регенерации в класси-
ческом смысле. Это позволяет построить до-
верительные оценки, даже если исходная си-
стема не являлась регенерирующей. (Более по-
дробно этот метод представлен в [26].)

Метод базируется на использовании свой-
ства монотонности процессов [25]. Предполо-
жим, что времена обслуживания стохастиче-
ски упорядочены, Si 6 Si 6 Si, i > 1. Тогда

νi 6 νi 6 νi, Qi 6 Qi 6 Qi, i > 1. (22)

Для начала определим для мажорантной си-
стемы Σ моменты регенерации. Рассмотрим
процесс Zn := {νn, Si(n), i ∈ Mn}, n > 1, где
Mn = {i : ti 6 tn < zi} – набор номеров за-
явок, обслуживаемых в Σ в момент времени tn,
zi – момент ухода i-й заявки из системы, Si(n)
– остаточное время обслуживания i-й заявки в
момент tn. Фиксированное состояние опреде-
лим двумя следующими способами.
1 способ: зафиксируем целое Q0 (размер оче-
реди) и N0 (число серверов, требуемых для
обслуживания первой в очереди заявки), кон-
станты 0 6 a 6 b <∞ и определим моменты

βn+1 = inf
{
k > βn : Qk = Q0 > 0,

Nk−Q0
= N0,

Si(k) ∈ (a, b), i ∈Mk,

Mβn

⋂
Mk = ∅

}
, n > 0. (23)

2 способ: зафиксируем число занятых серверов
m0 при свободной очереди и определим момен-
ты

βn+1 = inf
{
k > βn : Qk = 0,∑
i∈Mk

Ni = m0 6 m,

Si(k) ∈ (a, b), i ∈Mk,

Mβn

⋂
Mk = ∅

}
, n > 0. (24)

Условие Mβn

⋂
Mk = ∅ означает, что все

заявки, обслуживаемые в момент βn, покида-
ют систему до момента βn+1.

Аналогично определяются моменты β
n
,

n > 0, для минорантной системы (константы
a, b,Q0, N0,m0 могут быть другими).

Когда система попадает в фиксированное
состояние, остаточные времена обслуживания
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Si(k), i ∈ Mk, заменяются на верхнюю гра-
ницу компакта b (в мажорантной системе Σ),
остаточные времена обслуживания Si(k), i ∈
Mk, заменяются на нижнюю границу компак-
та a (в минорантной системе Σ). Построенные
моменты времени {βn}, {βn} являются момен-
тами регенерации, и кроме того, эти преобра-
зования сохраняют свойство монотонности ис-
следуемых характеристик.

Процесс Zn (Zn) является марковским и в
каждый момент времени β

+
n , (β

+
n
) переходит

в фиксированное состояние (ν0, b1), ((ν0, a1)).
Таким образом, процесс {Zn} регенерирует в
классическом смысле в моменты времени {βk}
и имеет н.о.р. циклы регенерации {Zk, βn 6
k < βn+1} с н.о.р. длинами циклов регенера-
ции βn+1 − βn, n > 1 (то же самое верно для
минорантной системы).

Из (22) следует, что Q
n
6 Qn и

EQ 6 EQ 6 EQ.

Для построения моментов регенерации гра-
ницы a, b для остаточных времен обслужива-
ния можно брать разные ai и bi в зависимо-
сти от номера сервера i. Заметим, что, как и
в методе обновляющих событий, для построе-
ния моментов слабой регенерации частота мо-
ментов регенерации регенеративных огибаю-
щих зависит от выбора констант a и b.

Регенеративное оценивание

Предположим, что необходимо оценить
некоторый функционал от исследуемого про-
цесса (в дискретном времени) f(Zn). Напри-
мер, Zn – число клиентов в системе, а f(Zn) –
задержка в системе или ее энергопотребление.

Пусть Yj =
∑βj+1−1

i=βj
f(Zi) – сумма значе-

ний характеристики процесса на j-м цикле,
для классически регенерирующего процесса,
с.в. (Yj) независимы и одинаково распреде-
лены. В силу (3) статистическое оценивание
характеристики процесса сводится к следую-
щему: при наличии независимых и одинаково
распределенных наблюдений (Yj , αj), j > 0,
необходимо оценить величину

r =
E0Y1
E0α1

,

где, напомним, E0 есть математическое ожи-
дание процесса без задержки.

Предположим, что E(Y1 + α1)
2 < ∞, то-

гда на основе центральной предельной теоре-
мы можно получить следующий (1− 2γ)% до-

верительный интервал для r [3]:rn ± hγ

√
Var(n)
√
nαn

 , (25)

где αn (Yn) – выборочное среднее для αi (Yi),
n – число циклов регенерации, Var(n) – оцен-
ка Var(Y1) − 2rcov(Y1, α1) + r2Var(α1), hγ =
Φ−1((1− γ)/2), Φ(x) – функция Лапласа. От-
метим, что данный метод применим также для
слабо зависимых циклов регенерации. В этом
случае доверительный интервал имеет вид:rn ± hγ

√
Var(n) + 2(t1(n)− rnt2(n))

√
nαn

 ,
(26)

где t1(n) – выборочная оценка ковариации
cov(Y0, Y1), t2(n) – выборочная оценка кова-
риации cov(α1, Y0).

Аналогичная конструкция доступна и
для цепей Маркова, положительно воз-
вратных по Харрису. Обозначим Eµ(·) =∫

Ex(·)µ(dx), Ex(·) = E(·|Z0 = x). Пусть
{Zn}n>0 положительно возвратна по Харрису,
т. е. Eµβ1 <∞. Тогда [9]

lim
N→∞

1

N

N∑
n=0

f(Zn) =

Eµ
β1−1∑
n=0

f(Zn)

Eµβ1
.

Использование методов уменьшения диспер-
сии оценки, таких как, например, метод общих
случайных чисел или метод противоположных
случайных чисел [29], позволило бы управ-
лять знаком ковариации в полученном дове-
рительном интервале и, следовательно, сокра-
тить его длину. Они применимы при усло-
вии монотонности соответствующих функцио-
налов, что требует дополнительного изучения
и, с точки зрения авторов, является перспек-
тивным направлением дальнейших исследова-
ний.

Заключение
В работе представлены методы регенера-

тивного моделирования многосерверных си-
стем обслуживания. Высокая сложность со-
временных многосерверных систем обслужи-
вания является не только вызовом, требую-
щим доработки классических методов, но и
возможностями, требующими исследовать но-
вые методы оценивания и типы регенерации,
в том числе за счет качественно новой инфор-
мации о состоянии системы (доступной, на-
пример, в программно конфигурируемых се-
тях [27]). При этом, с учетом дополнительной
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информации о типах распределения управ-
ляющих последовательностей системы, пред-
ставляется перспективным применение мето-
дов сокращения дисперсии оценки, методов
ускоренного моделирования. Отметим также,
что для ускорения моделирования возможно
применение параллельных и распределенных
вычислений. Исследование этих возможностей
представляется важной темой для дальнейшей
работы.
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финансовой поддержке РФФИ (18–07–00147,
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