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В работе рассматривается неоднородный процесс деградации системы с посте-
пенными и внезапными отказами. Для случая, когда времена пребывания на
стадиях деградации независимые и распределены экспоненциально с разными
параметрами, получены аналитические выражения для вероятности внезапно-
го отказа на цикле регенерации, среднего времени до отказа на цикле, сред-
ней длины цикла с отказом и без, средней общей длины цикла. Для случая
произвольных распределений и высоконадежных систем, когда отказ являет-
ся редким событием, предложен имитационный алгоритм на основе техники
расщепления для ускоренного построения циклов регенерации. Представлены
результаты экспериментов, полученные методом расщепления и стандартным
методом Монте-Карло, для экспоненциальных стадий деградации проведено
сравнение со значениями по формулам.

Ключ е вы е c л о в а: процесс деградации; системы с отказами; вероятность
отказа; редкие события; метод расщепления; регенеративный метод; неодно-
родный случай.

A. V. Borodina, V. A. Tishenko. SIMULATION OF A
NONHOMOGENEOUS DEGRADATION PROCESS IN
A SYSTEM WITH GRADUAL AND INSTANTANEOUS
FAILURES
The paper deals with a heterogeneous degradation process in a system with gradual
and instantaneous failures. For the case when the times in the degradation stages
are independent and distributed exponentially with different parameters, analytical
expressions are obtained for the probability of a failure on the regeneration cycle,
average time until failure on the cycle, average cycle length with and without failure,
average total cycle length. For the case of arbitrary distributions in highly reliable
systems, where failure is a rare event, a simulation splitting algorithm is proposed
to speed up the construction of regeneration cycles. The results of experiments
obtained by the splitting and the Monte Carlo methods are presented and compared
with analytical solutions.

K e ywo r d s: degradation process; system with failures; probability of failure; rare
events; splitting method; regenerative method; nonhomogeneous case.
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Введение

В настоящее время изучение процессов ста-
рения и деградации в технических и биоло-
гических системах является актуальной зада-
чей и предполагает исследование систем с по-
степенными отказами, для которых было раз-
работано большое количество многоуровневых
моделей надежности (см., например, [15, 18]).

Для оптимального управления такими си-
стемами критически важным является расчет
вероятности отказа, средней длины цикла ре-
генерации с отказом и без отказа и т. д. Ес-
ли процесс деградации является марковским,
то некоторые основные характеристики можно
вычислить аналитически и при небольшом ко-
личестве стадий деградации. В случае, когда
процесс деградации не является марковским,
необходимо использовать методы имитацион-
ного моделирования.

В работе рассматривается процесс деграда-
ции в восстанавливаемой системе с постепен-
ными и внезапными отказами, где для предот-
вращения мгновенного отказа используется
профилактический ремонт, а сам процесс име-
ет тенденцию ускоряться во времени. Для слу-
чая экспоненциальных распределений (с раз-
ными параметрами) получены аналитические
результаты.

Когда найти решение аналитически невоз-
можно или затруднительно, предлагается ими-
тационный метод, который, в частности, поз-
волит избежать инверсии преобразования Ла-
пласа для свертки, что при большом количе-
стве стадий деградации может являться при-
чиной вычислительных ошибок даже для экс-
поненциально распределенных случайных ве-
личин.

Рассмотрим процесс деградации X =
{X(t)}t>0 с пространством состояний E =
{0, 1, . . . , L, . . . ,M, . . . ,K, F}, которые пред-
ставляют стадии деградации системы (см.
рис. 1).

Подробно такой процесс описан в работе
[7], где для исследования динамики состояния
антикоррозийного покрытия рассматривается
система, управляемая двухуровневой полити-
кой (K,L), и решается задача поиска опти-
мального управления профилактическим ре-
монтом с целью минимизации средних затрат
при заданной системе штрафов.

Важным этапом в решении оптимизацион-
ной задачи является вычисление основных ха-
рактеристик процесса деградации, которые, за
исключением простейших случаев, возможно
получить только путем имитационного моде-
лирования. Например, в случае, когда процесс
деградации не является марковским, либо ве-

роятность отказа системы очень мала, либо
число стадий достаточно велико и т. д.

Далее будем считать, что политика управ-
ления, определяющая, когда осуществляется
профилактический ремонт и когда проводить
восстановление (частичное или полное), фик-
сирована и значения (K,L) являются извест-
ными.

Рассмотрим возможные состояния систе-
мы, проиллюстрированные на рисунке 1. В си-
стеме возможны два типа отказов: наблюдае-
мый (постепенный) отказ, который соответ-
ствует переходу на следующую стадию дегра-
дации, и внезапный отказ, когда процесс попа-
дает в финальное состояние F .

Процесс стартует из состояния X(0) = 0 и
затем последовательно проходит K−1 стадию
деградации до перехода на стадию профилак-
тического ремонта с номером K, если внезап-
ный отказ не произошел. Внезапный отказ воз-
можен начиная со стадии M , когда система не
успевает перейти на стадию K, т. е. время пе-
рехода со стадии M до стадии K превышает
время до отказа V , при этом V является слу-
чайной величиной (с.в.) с известным законом
распределения.

Обозначим время перехода из состояния j
в состояние j + 1 случайной величиной (с.в.)
Tj и будем считать все Tj независимыми. Ес-
ли {Tj} одинаково распределены (н.о.р.), то
процесс называют однородным, если возмож-
ны разные распределения — неоднородным.

В работе [5] рассматривался однородный
процесс, для которого были получены анали-
тические результаты в случае экспоненциаль-
но распределенных Tj и предложен алгоритм
ускоренного моделирования циклов регенера-
ции на основе техники расщепления (когда от-
каз является редким событием).

В данной статье предлагается исследовать
неоднородный случай, который является более
естественным, поскольку, как правило, про-
цесс деградации ускоряется со временем.

Определим суммарное время перехода из
состоянияM в состояниеK значением случай-
ной величины

SMK =

K−1∑
j=M

Tj , (1)

тогда внезапный отказ связан с событием
{SMK > V }. Предполагается, что с.в. SMK и
V независимы. Если произошел отказ, то си-
стема становится неработоспособной, для пол-
ного восстановления требуется время UF , и за-
тем процесс заново стартует из начального со-
стояния 0. Если отказа не случилось, то после
профилактического ремонта за время UKL си-
стема возвращается в состояние L (стадия воз-
врата).
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Рис. 1. Динамика процесса деградации с двумя типами циклов регенерации
Fig. 1. Dynamics of the degradation process with two types of regeneration cycles

Регенеративная структура процес-
са деградации

Процесс деградации X является регенери-
рующим, начало нового цикла регенерации
определяет момент перехода на стадию M :

τn+1 = inf{Zi > τn : X(Z+
i ) =M},

где n > 0, τ0 := 0, Zk – это момент перехо-
да на стадию k > 1, а длины циклов Yk =
τk+1 − τk, k > 1, являются н.о.р.

Введем необходимые обозначения для
функций

Fi(t) = P(Ti 6 t); FV (t) = P(V 6 t);

Fi j(t) = P(Si j 6 t) = Fi, j−1 ∗ Fj(t) =

=

∫ t

0−
Fi, j−1(t− v)dFj(v);

Fi j(t) = 1− Fi j(t)
Fi, i+1(t) = Fi(t), Fi i(t) ≡ 0,

где ∗ означает свертку.
В работе требуется вычислить вероятность

внезапного отказа на цикле регенерации

pF = P(SMK > V ) =

∫ ∞
0

FMK(t)dFV (t), (2)

а также другие характеристики функциониро-
вания рассматриваемой системы в неоднород-
ном случае: время до случайного отказа, сред-
нюю длину цикла регенерации, средние длины
циклов с отказом и без отказа.

Кроме того, одним из важнейших показа-
телей надежности является функция надеж-
ности:

R(t) = P(T > t|X(0) = 0), t > 0, (3)

где T – время жизни системы (время безот-
казной работы). Даже в случае, когда ста-
дии деградации распределены экспоненциаль-
но, вычисление функции надежности затруд-
нительно, т. к. связано с нахождением обрат-
ного преобразования Лапласа (подробнее см. в
[5]). Для надежных систем с редкими отказа-
ми вместо функции надежности (3) использу-
ют асимптотическую функцию надежности

Ra(t) = e
−t pF

E[YNF ] , (4)

где значения pF и E[YNF ] неизвестны. В таких
случаях необходимо использовать имитацион-
ное моделирование.

Далее получим выражения для основных
характеристик. Циклы регенерации процесса
X можно разделить на два типа: с отказом и
без, обозначив типичную длину цикла соответ-
ственно:

YF = V + UF + S0,M
YNF = SMK + UKL + SLM , (5)

где с.в. V , UF , S0M =
∑M−1

j=0 Tj независимы
так же, как и с.в. SMK , UKL, SLM =

∑M−1
j=L Tj .

Тогда безусловная (типичная) длина цикла ре-
генерации определяется выражением

Y = YF · I{V6SMK} + YNF · I{SMK<V }. (6)
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Из (6) следует, что

E[Y ] = E[min{V, SMK}]
+ (E[UF ] + E[S0M ])pF
+ (E[UKL] + E[SLM ])(1− pF ), (7)

где

E[min{V, SMK}] =
∫ ∞
0

FV (t)FMK(t)dt.

Обозначим TF время до внезапного отказа на
цикле в случае, когда отказ произошел. Пусть
существует F ′V (x) = fV (x), тогда

E[TF ] = E[V |V 6 SMK ]

=

∫ ∞
0

y fV (y)P(SMK > y)

P(V 6 SMK)
dy

=
1

pF

∫ ∞
0

yfV (y)FMK(y)dy. (8)

Средняя длина цикла с отказом

E[YF ] = E[Y |V 6 SMK ]

= E[TF ] + E[UF ] + E[S0M ]. (9)

При условии, что существует F
′

SMK
(x) :=

fS(x), средняя длина цикла без отказа опре-
деляется выражением

E[YNF ] = E[Y |SMK < V ]

=
1

1− pF

∫ ∞
0

y fS(y)FV (y) dy

+ E[UKL] + E[SLM ]. (10)

Для получения аналитических выражений
характеристик, описанных выше, необходимо
вычислить свертки, что в общем случае сде-
лать практически невозможно. Более того,
для нахождения явного решения необходимо
выполнить инверсию преобразования Лапласа
– Стилтьеса, что возможно сделать в некото-
рых простейших случаях. Численное вычисле-
ние обратного преобразования Лапласа пока-
зало низкую точность, в частности для боль-
шого числа стадий (см. [5]).

Аналитические формулы подсчета важней-
ших характеристик для однородного процесса
X в случае экспоненциальных Tj были получе-
ны в работе [5]. Далее получим формулы для
неоднородного процесса деградации, когда все
параметры распределены экспоненциально.

Неоднородный случай с экспонен-
циальными стадиями деградации

Рассмотрим случай, когда независимые
времена Tj распределены экспоненциально с

параметрами λj (далее этот факт будем обо-
значать Tj ∼ Exp(λj)) c плотностью

fj(x) = λje
−λjx, x > 0.

Поскольку процесс деградации, как правило,
ускоряется со временем, то далее будем счи-
тать, что:

λ0 < · · · < λK−1, ν < λj , j = [0,K − 1], (11)

где параметр ν определяет экспоненциальное
время до отказа V ∼ Exp(ν).

Утверждение 1. Если времена пребывания
{Tj} ∼ Exp(λj) являются независимыми, а
время до отказа V ∼ Exp(ν), то справедливо

E[TF ] =
ν

pF

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

1

λj(λj + ν)2Aj
, (12)

где Aj =
∏K−1
l=M,l 6=j(λl−λj) и вероятность от-

каза

pF =

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

ν

λj(λj + ν)Aj
. (13)

Доказательство. Для удобства будем рас-
сматривать экспоненциальное распределение
как частный случай гамма-распределения с
характеристической функцией

ϕTj
(t) = (1− it

λj
)−1. (14)

В силу независимости Tj характеристическая
функция ϕSMK

(t) := ϕS(t) для суммы SMK

является произведением соответствующих ха-
рактеристических функций

ϕS(t) = Eeit(TM+···+TK−1)

= EeitTM · · ·EeitTK−1

=

K−1∏
j=M

(1− it

λj
)−1. (15)

По индукции можно показать (см., например,
[2]), что справедливо

ϕS(t) =

K−1∑
j=M

ϕTj
(t)

K−1∏
l=M,l 6=j

λl
λl − λj

. (16)

Cделав замену в формуле (16),

K−1∏
l=M,l 6=j

(λl − λj) = Aj , (17)
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получим следующее представление

ϕS(t) =

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

ϕTj
(t)

1

λjAj
. (18)

Используя известное выражение функции
плотности распределения с.в. через преобра-
зование Фурье для характеристической функ-
ции, а именно

fS(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxϕS(t)dt, (19)

из тождества (18) немедленно получим

fS(x) =

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

fTj
(x)

1

λjAj
=

=

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

e−λjx

Aj
, (20)

тогда

FMK(x) = P(SMK > x) =

∫ +∞

x
fS(y)dy =

=

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

e−λjx

λjAj
. (21)

Поскольку с.в. V ∼ Exp(ν) с плотностью
fV (x) = νe−νx, x > 0, то согласно формулам
(2) и (21)

pF = ν

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

1

λjAj

∫ ∞
0

e−(λj+ν)ydy, (22)

откуда немедленно следует выражение (13).
(Альтернативный способ вывода формулы
(13) приведен в статье [7], где используется
свойство марковости рассматриваемого про-
цесса и с применением преобразования Лапла-
са решается система дифференциальных урав-
нений Колмогорова.)

Аналогичным образом из формулы (8),
применяя интегрирование по частям, легко по-
лучим (12).

Учитывая, что

E[SLM ] =

M−1∑
j=L

1

λj

и для UKL ∼ Exp(µ) известно E[UKL] = 1/µ,
то на основании формул (10) и (20) можно
сформулировать следующее утверждение.

Утверждение 2. Если времена пребывания
Tj ∼ Exp(λj) на стадиях деградации являют-
ся независимыми, время до оказа V ∼ Exp(ν),
а время профилактического ремонта UKL ∼
Exp(µ), то справедливо

E[YNF ] =
1

(1− pF )

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

1

(λj + ν)2Aj
+

+
1

µ
+

M−1∑
j=L

1

λj
, (23)

где Aj =
∏K−1
l=M,l 6=j(λl−λj) и вероятность от-

каза

pF =

K−1∏
j=M

λj

K−1∑
j=M

ν

λj(λj + ν)Aj
.

Кроме того, на основании Утверждения 1 и
выражения (9) при UF ∼ Exp(µF ) справедли-
ва формула вычисления средней длины цикла
с отказом:

E[YF ] = E[TF ] +
1

µF
+

M−1∑
j=0

1

λj
, (24)

где E[TF ] вычисляется по формуле (12). По-
скольку

E[min{V, SMK}] = pF /ν,

то, следуя приведенным выше рассуждениям,
из формулы (7) получим, что средняя (без-
условная) длина цикла равна

E[Y ] = (
1

ν
+

1

µF
+

M−1∑
j=0

1

λj
)pF +

+ (
1

µ
+

M−1∑
j=L

1

λj
)(1− pF ). (25)
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Имитационное моделирование
Поскольку в общем случае вычислить ана-

литически характеристики деградирующего
процесса, как правило, не представляется воз-
можным, то необходимо предложить метод
имитационного моделирования, который будет
применим в случае редких отказов, когда, как
известно, метод Монте-Карло является трудо-
емким по времени для вычисления с заданной
точностью (см., например, [20]).

Кроме того, реализовав алгоритм имитаци-
онного оценивания вероятности отказа и сред-
ней длины цикла без отказа, можно вычислить
асимптотическую функцию надежности (4).

В статье [5] были представлены результаты
экспериментов для однородного случая с экс-
поненциальными стадиями деградации, полу-
ченные тремя способами: аналитически, мето-
дом Монте-Карло (MC, Monte Carlo), методом
расщепления (RS, Regenerative Splitting).

В данной работе предлагается применить
аналогичную технику расщепления для уско-
ренного построения циклов регенерации неод-
нородного процесса деградации и сравнить
результаты моделирования с аналитическими
значениями, полученными выше для экспо-
ненциальных стадий деградации.

Эксперименты проводились с использова-
нием двух языков программирования python
и Си++ (в том числе с целью проверить, на-
сколько интерпретируемый язык проигрыва-
ет в скорости получения оценки) с использо-
ванием ЭВМ: Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2630
2.30GHz, 4GB RAM, операционная система
Linux openSUSE 42.2.
Метод Монте-Карло для процесса дегра-
дации

Сначала рассмотрим стандартный метод
Монте-Карло. Очевидно, что для оценивания

вероятности отказа pF на цикле регенерации
(в частности это следует из формулы (13)) до-
статочно моделировать процесс деградации от
стадииM до стадии K−1. Таким образом, ме-
тод Монте-Карло для оценивания вероятности
pF сводится к простому алгоритму моделиро-
вания суммы независимых с.в.

Для определения других характеристик
процесса необходимо имитационное построе-
ние полного цикла регенерации между мо-
ментами прихода на стадию M . В этом слу-
чае, используя регенеративный подход (см.,
например, [10–12]) и определение цикла (5) и
(6), можно построить точечные и интерваль-
ные оценки для средней длины цикла, средней
длины цикла с отказом и без, среднего време-
ни до отказа на цикле и т. д.

Зафиксируем параметры модели ν = 0, 5,
µF = 1, 5, µ = 2, L = 1, M = 5, K = 17.
Для наблюдения за относительной ошибкой
оценивания (relative error, [20]), вычисляемой
по формуле

RE[p̂F ] =

√
V ar[p̂F ]

E[p̂F ]
, (26)

в экспериментах будем варьировать число
циклов регенерации n и последовательность
величин

λj = λK−1 − (K − j)s, j ∈ [0,K − 2],

где λK−1 будем выбирать, а остальные значе-
ния сдвигать на шаг s, таким образом гаран-
тируется выполнение условия (11).

В таблице 1 приведены оценки вероятности
отказа в сравнении с результатами, получен-
ными по формуле (13). Время моделирования
указано в секундах для реализации на языке
python.

Таблица 1. Оценивание pF методом Монте-Карло (python)
Table 1. Estimation of pF by Monte Carlo method (python)

λK−1, s n pF p̂FMC
tMC V arMC REMC

103, 50 104 8, 75 · 10−3 8, 79 · 10−3 0, 16 7, 18 · 10−7 0, 096
104, 5 · 102 104 8, 79 · 10−4 8, 85 · 10−4 0, 17 1, 03 · 10−7 0, 363
105, 5 · 103 105 8, 79 · 10−5 8, 54 · 10−5 1, 78 1, 20 · 10−9 0, 406
106, 5 · 104 107 8, 79 · 10−6 8, 85 · 10−6 205, 14 1, 64 · 10−12 0, 145
107, 5 · 105 108 8, 79 · 10−7 8, 68 · 10−7 1983, 11 9, 00 · 10−15 0, 109

Отметим, что для величин pF порядка 10−5

и меньше при числе циклов менее n = 106 ме-
тод Монте-Карло выдает p̂F = 0.

Замечание 1. Поскольку для метода Монте-
Карло несмещенная оценка вероятности отка-
за p̂F =

∑n
j=1 Ij/n, где индикатор Ij = 1

для цикла с отказом, то при малых значениях
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pF → 0 из (26) следует

REMC =

√
pF (1− pF )/n

pF
≈ 1
√
npF

.

В таблице 1 указана статистическая оцен-
ка REMC , для вычисления которой в фор-
муле (26) использовались несмещенные ста-
тистические оценки дисперсии и математиче-
ского ожидания, вычисляемые по выборке из

50 значений. Как видно из таблицы 1, общее
время эксперимента для вероятности поряд-
ка 10−7 достаточно велико и составляет около
27, 5 часа.

В таблице 2 можно проследить, как меня-
ется время вычисления оценки с уменьшени-
ем относительной ошибки оценивания (за счет
увеличения числа циклов n), остальные пара-
метры те же, что и для результатов из табли-
цы 1.

Таблица 2. Увеличение времени оценивания pF с ростом n методом Монте-Карло (python)
Table 2. An increase in the estimation time of pF by the Monte Carlo method (python)

pF n p̂FMC
tMC REMC

8, 75 · 10−3 105 8, 83 · 10−3 1, 71 0, 025
5 · 105 8, 73 · 10−3 9, 85 0, 013

8, 79 · 10−4 105 9, 00 · 10−4 1, 76 0, 145
5 · 105 8, 77 · 10−4 8, 91 0, 040

8, 79 · 10−5 5 · 105 9, 32 · 10−5 8, 65 0, 142
106 8, 58 · 10−5 19, 73 0, 085

Таким образом, с увеличением точности
вычисления оценки в методе Монте-Карло су-
щественно возрастает время моделирования. В
случаях, когда аналитическое решение полу-
чить невозможно, необходимо рассмотреть ал-
горитмы для ускоренного имитационного мо-
делирования циклов регенерации.

Метод расщепления для процесса дегра-
дации

В работе [5] для однородного процесса де-
градации в случае редких отказов был предло-
жен имитационный алгоритм на основе дина-
мического метода расщепления (см. [9, 13, 14]).

Ключевая проблема — это случайность по-
рогового значения времени до отказа V , то-
гда как стандартная постановка задачи для
ускоренного метода расщепления предполага-
ет наличие фиксированного порога, превыше-
ние которого является редким событием.

Необходимо отметить, что и для других
ускоренных методов, в частности методов
уменьшения дисперсии оценки, пороговое зна-
чение в задаче оценивания вероятностей ред-
ких событий также предполагается констан-
той (см., например, RESTART [21], условный
метод Монте-Карло [6]). Для моделирования
циклов регенерации в деградирующей систе-
ме техника расщепления подходит наилучшим
образом и позволяет оценивать сразу несколь-
ко характеристик за один прогон. Более то-
го, для процесса деградации возможно ком-
бинировать расщепление с условным методом

Монте-Карло с целью уменьшения дисперсии
оценки.

Другая проблема заключается в подборе
оптимальных параметров: количества уров-
ней, самих уровней и числа расщеплений на
каждом уровне. Как и для однородного про-
цесса деградации в [5], система уровней для
расщепления жестко определена и совпадает
со стадиями деградации. Поскольку пороговое
значение V не константа, то оптимальные па-
раметры для процедуры расщепления возмож-
но подобрать только экспериментально.

Процедуру расщепления для процесса де-
градации целесообразно запускать в момент
перехода на стадию M (в момент регенерации
τk), когда случайный отказ становится воз-
можен (см. рис. 1), и заканчивать на стадии
K − 1.

При достижении процессом стадии i про-
исходит расщепление траектории, когда для
с.в. Ti генерируется Ri реализаций (копий),
M 6 i 6 K − 1. Определим RM = 1 и будем
считать, что с уровня M стартует одна тра-
ектория, которая разветвляется при расщеп-
лении, и новые Ri траекторий после стадии
i развиваются независимо, но имеют общую
предысторию.

Таким образом, вместо одного цикла реге-
нерации генерируется группа из

D = RM · · ·RK−1

зависимых циклов, и мы получаем D реали-
заций с.в. SMK на каждую группу. Циклы
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внутри группы зависимы, циклы из разных
групп независимы. Общее число групп обозна-
чим RM−1. Тогда общее число отказов в i-й
группе

Ai =

i·D∑
j=(i−1)·D+1

I(j), i = 1, . . . , RM−1,

где индикатор I(j) = 1 для цикла с отказом
(I(j) = 0, иначе) и с.в. Ai н.о.р.

Последовательность {I(j), j > 1} являет-
ся дискретной регенерирующей с постоянной
длиной цикла βi = D и моментами регенера-
ции i · D, i ∈ [1, RM−1]. Тогда несмещенная
оценка p̂F вероятности pF является строго со-
стоятельной, т. е. при RM−1 → ∞ с вероятно-
стью 1 имеет место сходимость

p̂F =

∑RM−1

j=1 Aj

RM−1 ·D
→

E
∑D

j=1 I
(j)

D
= pF . (27)

Поскольку для экспоненциального неоднород-
ного случая pF можно вычислить явно по фор-
муле (13), то для удобства сравнения оцен-
ки с точным решением подсчитаем относи-
тельную экспериментальную ошибку (relative
experimental error, [20]) для обоих методов MC
и RS по формуле (в %):

RER[p̂F ] = |p̂F − pF | · 100/pF .

В таблице 3 приведены результаты запуска
программы на языке Си++ для метода Монте-
Карло и метода расщепления. Как и следо-
вало ожидать, время моделирования методом
Монте-Карло на языке СИ++ при одинако-
вых фиксированных параметрах существенно
меньше, чем для языка python (см. табл. 1).

Таблица 3. Сравнение оценок pF в методах Монте-Карло и расщепления (Си++)
Table 3. Comparison of the estimates of pF in Monte Carlo and splitting methods (C++)

λK−1, s n pF RERMC RERRS tMC tRS REMC RERS
103, 50 104 8, 75 · 10−3 0, 42 0, 48 0, 037 0, 012 0, 104 0, 984

104, 5 · 102 104 8, 79 · 10−4 2, 89 1, 69 0, 037 0, 010 0, 318 2, 167
105, 5 · 103 105 8, 79 · 10−5 3, 84 0, 95 0, 389 0, 095 0, 366 3, 254
106, 5 · 104 107 8, 79 · 10−6 0, 75 1, 80 37, 83 6, 56 0, 125 1, 967
107, 5 · 105 108 8, 79 · 10−7 8, 51 3, 99 378, 0 25, 06 0, 166 3, 188

Эксперименты показали, что, как и в одно-
родном случае, метод расщепления дает выиг-
рыш по времени построения циклов регенера-
ции. Более того, из таблицы 3 видно (столбцы
RERMC , RERRS), что оценка по методу рас-
щепления является более близкой к аналити-
ческому решению, т. к. имеет меньшую отно-
сительную экспериментальную ошибку. Более
того, для метода расщепления во всех экспери-
ментах RER < 4 %, тогда как метод Монте-
Карло показал RER > 8 % для вероятности
порядка 10−7. Тем не менее для заданного чис-
ла циклов метод расщепления имеет большую
дисперсию, чем метод Монте-Карло, а следо-
вательно, и большую относительную ошибку
оценивания.
Замечание 2. Качество оценивания в мето-
де расщепления существенно зависит от выбо-
ра уровней и числа расщеплений. Тем не ме-

нее для процесса деградации система уровней
определена изначально стадиями деградации
процесса и не может подбираться оптималь-
но. Поскольку время до отказа V является
случайной величиной, то использовать проце-
дуру настройки как для стандартного метода
расщепления (pilot run [17, 19]) не представ-
ляется возможным. В этой связи для умень-
шения относительной ошибки оценивания воз-
можно комбинировать метод расщепления с
условным методом Монте-Карло [6].

Для вычисления асимптотической функ-
ции надежности (4) необходимо получить
оценку средней длины цикла без отказа
E[YNF ]. Результаты моделирования методами
Монте-Карло и расщепления в таблице 4 мож-
но сравнить с аналитическим выражением по
формуле (23).
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Таблица 4. Результаты вычисления E[YNF ] методами MC и RS
Table 4. Estimation results of E[YNF ] by MC and RS methods

λK−1 n E[YNF ] Ê[YNF ]MC Ê[YNF ]RS
103 105 0,528497 0,528150 0,528275
104 105 0,502851 0,502976 0,502807
105 105 0,500285 0,500063 0,500282
106 107 0,500029 0,499987 0,500030
107 108 0,500003 0,499961 0,500438

Как видно из таблицы 4, оба метода пока-
зывают хорошую близость оценки к точному
решению, однако при одинаковом числе цик-
лов метод расщепления является более точ-
ным.

Отметим, что предлагаемый алгоритм поз-
воляет за один прогон построить оценки од-
новременно для всех необходимых характе-
ристик цикла регенерации и оценить вероят-
ность отказа.

Принцип построения доверительного ин-
тервала для процесса деградации с использо-
ванием метода расщепления был описан в ра-
боте [5]. Напомним, что классический регене-
ративный метод предполагает независимость
и одинаковую распределенность циклов реге-
нерации.

Когда для построения циклов использует-
ся метод расщепления, то очевидным обра-
зом циклы регенерации являются зависимыми
(подробнее см. в [4]).

Для случая зависимых, но одинаково рас-
пределенных циклов можно воспользоваться
центральной предельной теоремой для стаци-
онарной в узком смысле последовательности
k-зависимых с.в. с конечной дисперсией (см.
[1, 8]). При k = 1 для однозависимых цик-
лов формула доверительного оценивания со-
держит ковариацию между двумя зависимы-
ми циклами (см. в [16]).

Заключение

Предлагаемый имитационный алгоритм
для ускоренного моделирования циклов реге-
нерации процесса деградации позволяет стро-
ить оценки основных характеристик процес-
са в случае, когда аналитические результа-
ты получить невозможно. Для неоднородного
процесса были предложены аналитические ре-
зультаты и проведено сравнение с оценками,
построенными стандартным методом Монте-
Карло и методом расщепления. В дальней-
шем планируется адаптировать условный ме-
тод Монте-Карло для процесса деградации и
объединить с техникой расщепления, это поз-
волит уменьшить дисперсию оценки.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюд-
жета на выполнение государственного зада-
ния КарНЦ РАН (Институт прикладных ма-
тематических исследований КарНЦ РАН) и
при финансовой поддержке РФФИ (проекты
18-07-00187, 18-07-00147).
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