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ПРЕДЕЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАКСИМАЛЬНОЙ
СТЕПЕНИ ВЕРШИНЫ В УСЛОВНОМ
КОНФИГУРАЦИОННОМ ГРАФЕ

И. А. Чеплюкова
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами, степени вершин
которых являются независимыми одинаково распределенными случайными ве-
личинами, имеющими степенное распределение с положительным параметром
τ. Изучаются случайные графы при условии, что сумма степеней вершин не
превосходит n, а параметр τ есть случайная величина, равномерно распреде-
ленная на интервале [a, b], 1 6 a < b <∞. Найдены предельные распределения
максимальной степени вершины в различных областях изменения N,n→∞.

Ключ е вы е c л о в а: конфигурационный граф; предельное распределение; сте-
пень вершины.

I. A. Chepliukova. LIMIT DISTRIBUTIONS OF THE
MAXIMUM VERTEX DEGREE IN A CONDITIONAL
CONFIGURATION GRAPH
We consider configuration graphs with N vertices. The degrees of the vertices
are independent identically distributed random variables following the power-law
distribution with a positive parameter τ. We study random graphs under the
condition that the sum of vertex degrees does not exceed n and the parameter τ is
a random variable uniformly distributed on the interval [a, b], 1 6 a < b < ∞. We
obtain the limit distributions of the maximum vertex degree for different relations
between the parameters N and n tending to infinity.

K e ywo r d s: configuration graph; limit distribution; vertex degree.

Введение
В последнее время исследованию случай-

ных графов, предназначенных для описания
структуры и прогнозирования динамики раз-
вития сложных сетей коммуникаций, посвяще-
но большое число работ (см., например, [8, 9]).
Одна из наиболее известных таких моделей
– конфигурационная модель с независимыми
одинаково распределенными степенями вер-
шин. Построение конфигурационных графов

можно разбить на два этапа. На первом этапе
определяется степень каждой вершины в соот-
ветствии с некоторым распределением вероят-
ностей. Из каждой вершины графа может вы-
ходить несколько полуребер [10], число кото-
рых равно степени данной вершины. Все вер-
шины и полуребра различны. На втором этапе
построения происходит образование ребер: на
каждом шаге выбираются два ребра равнове-
роятно и, соединившись, образуют ребро. Если
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сумма степеней нечетна, то вводится вспомо-
гательная вершина, степень которой равна 1.
Очевидно, что при таком построении допусти-
мы появления петель и кратных ребер.

Пусть N обозначает число вершин графа,
а ξ1, ξ2, . . . , ξN – случайные величины, равные
степеням вершин с номерами 1, 2, . . . , N соот-
ветственно. Мы будем рассматривать модель
конфигурационного графа, предложенную в
[10]. В этой модели предполагается, что сте-
пени вершин являются независимыми одина-
ково распределенными случайными величина-
ми, распределение которых имеет вид:

pk = P{ξi = k} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)
i = 1, 2, . . . , N, k = 1, 2, ...

Многочисленные наблюдения за реальны-
ми сетями показали (см., например, [8]), что
модели с распределением степеней вершин (1)
адекватно описывают сети, при этом τ ∈ (1, 2).
Однако исследования случайных графов при
других значения параметра τ также вызывают
интерес. В последнее время стали появляться
работы (см., например, [7]), в которых отмеча-
ется, что по мере развития сетей распределе-
ния степеней вершин могут меняться и даже
носить случайный характер.

В [2] рассматриваются условные конфигу-
рационные графы при условии, что сумма сте-
пеней вершин графа известна и равна n, а па-
раметр τ распределения (1) является случай-
ной величиной, равномерно распределенной на
отрезке [a, b], 0 < a < b < ∞. Тогда из (1) сле-
дует, что случайные величины ξ1, . . . , ξN , рав-
ные степеням вершин, имеют распределение

p1 = P{ξi = 1} =

= 1− 1

(b− a) ln 2

(
1

2a
− 1

2b

)
, (2)

pk = P{ξi = k} =
1

(b− a) ln k

(
1

ka
− 1

kb

)
−

− 1

(b− a) ln(k + 1)

(
1

(k + 1)a
− 1

(k + 1)b

)
, (3)

где k = 2, 3, . . . ; i = 1, 2, . . . , N. Нетрудно ви-
деть, что при k →∞

pk ∼
a

(b− a)ka+1 ln k
. (4)

В [2] получены предельные распределе-
ния максимальной степени вершины таких
условных конфигурационных графов в раз-
личных зонах изменения параметров N и n,
при N,n → ∞. В основе доказательств этих

результатов лежит обобщенная схема разме-
щения частиц по ячейкам [1]. В настоящей ра-
боте мы решаем подобную задачу для услов-
ных конфигурационных графов при условии,
что сумма степеней всех вершин ограничена
сверху.

Рассмотрим условные конфигурационные
графы, степени вершин которых имеют рас-
пределение, определенное в равенствах (2) и
(3) при 1 6 a < b < ∞, при условии, что сум-
ма степеней всех вершин ξ1 + . . . + ξN 6 n.
Пусть случайные величины η1, . . . , ηN равны
степеням вершин с номерами 1, . . . , N в таком
условном графе. Эти случайные величины за-
висимы и для целых k1, . . . , kN > 1 таких, что
k1 + . . .+ kN 6 n, выполнено равенство

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN} =

(5)

= P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN |ξ1 + . . .+ ξN 6 n}.
Совокупность двух наборов случайных вели-
чин (ξ1, . . . , ξN ) и (η1, . . . , ηN ), удовлетворяю-
щих соотношению (5) и таких, что случайные
величины ξ1, . . . , ξN независимы и η1 + . . . +
ηN 6 n, в работе [5] названы аналогом обоб-
щенной схемы размещения частиц по ячейкам.
Впервые такие условные конфигурационные
графы с распределением степеней вершин (1)
и фиксированным τ были исследованы в [4]. А
для рассматриваемых условных графов с рас-
пределением (2) – (3) степеней вершин в [3] по-
лучены предельные распределения числа вер-
шин заданной степени в различных зонах из-
менения параметров N и n при N,n→∞.

Обозначим через η(N) случайную величину,
равную максимальной степени вершины в рас-
сматриваемом графе. Для этой характеристи-
ки степенной структуры графа ниже будут до-
казаны предельные теоремы при N и n, стре-
мящихся к бесконечности. Во втором разделе
сформулированы основные результаты (теоре-
мы 1 и 2), в третьем разделе получены вспо-
могательные утверждения (леммы 2–7), с по-
мощью которых в последнем разделе доказы-
ваются теоремы.

Основные результаты

Введем необходимые обозначения:

BN =

 (N/ lnN)1/a, 1 < a < 2;√
N ln lnN, a = 2;

σ
√
N, a > 2,

m = Eξ1, σ2 = Dξ1,
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H(x) =

∞∑
k=2

1

kx ln k
.

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть n,N →∞,

ra =
Na

γ(b− a) lnN
(1 + o(1)), 0 < γ <∞

и выполнено одно из условий:

1. a = 1, n/N > C1 > (b−H(b))/(b− 1);

2. a > 1, (n−mN)/BN > −C2 > −∞.
Тогда

P{η(N) 6 r} = e−γ(1 + o(1)).

Пусть

y =
n− ((b−H(b))/(b− 1) + q(N))N

N/ lnN
, (6)

где стремящаяся к нулю числовая последова-
тельность q(N) задана условиями ниже сфор-
мулированной леммы 4.

Теорема 2. Пусть n,N → ∞, a = 1, r =
N/(γ(b− 1) lnN)(1 + o(1)), 0 < γ < ∞. Тогда
при −∞ < C3 6 y 6 C4 <∞,

P{η(N) 6 r} ∼

∼ 1 +

(
1

π
arctan

2y(b− 1)

π
+

1

2

)−1
×

×
∞∑
k=1

(−1)k

k!
Jk(y),

где

Jk(y) =
2k/2+1πk/2

(b− 1)k−1
×

×
y∫

−∞

∫
Bk

(x1 . . . xk)
−2dx1 . . . dxkdx

π2 + 4(x− x1 − . . .− xk)2(b− 1)2
,

Bk = {xi >
1

γ(b− 1)
, i = 1, . . . , k,

x1 + . . .+ xk 6 x}.

Вспомогательные результаты

Введем вспомогательные независимые оди-
наково распределенные случайные величи-
ны ξ̃

(r)
1 , . . . , ξ̃

(r)
N , распределение которых имеет

вид:

P{ξ̃(r)1 = k} = P{ξ1 = k|ξ1 6 r},
k = 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , N.

Положим также

ζN = ξ1 + . . .+ ξN , ζ̃
(r)
N = ξ̃

(r)
1 + . . .+ ξ̃

(r)
N ,

Pr = P{ξ1 > r}.
В [6] показано, что для случайной величины
η(N) следствием из равенства (5) является сле-
дующее утверждение.

Лемма 1. Справедливо равенство

P{η(N) 6 r} = (1− Pr)N
P{ζ̃(r)N 6 n}
P{ζN 6 n}

.

Учитывая, что предельные распределения
суммы ζN получены в [3], из леммы 1 следу-
ет, что для оценки вероятностей P{η(N) 6 r}
необходимо знать асимптотическое поведение
суммы ζ̃

(r)
N и вероятности Pr. Исследование

этих величин приведено ниже в леммах 2–6.

Лемма 2. Пусть n,N → ∞, ra =
Na/(γ(b− a) lnN)(1 + o(1)), a > 1, 0 < γ < ∞.
Тогда справедливо

NPr → γ.

Доказательство. Из (2), (3) и (4) получаем,
что при r →∞

Pr =

∞∑
k=r+1

(
1

(b− a) ln k

(
1

ka
− 1

kb

)
−

− 1

(b− a) ln(k + 1)

(
1

(k + 1)a
− 1

(k + 1)b

))
=

=
1

(b− a)(r + 1)a ln(r + 1)

(
1− 1

(r + 1)(b−a)

)
=

=
1 + o(1)

(b− a)ra ln r
.

Отсюда и следует утверждение леммы.

Введем обозначения

E(t, γ) =
1

b− 1

∞∫
1/(γ(b−1))

exp{ity} 1

y2
dy, (7)

I0(x) =
2(b− 1)

π2 + 4(b− 1)2x2
, (8)

Ik(x) =
2(k+2)/2πk/2

(b− 1)k−1
×

×
∫
Bk

(x1 · · ·xk)−2dx1 . . . dxk
π2 + 4(b− 1)2(x− x1 − x2 − . . .− xk)2

, (9)

где k = 1, 2, . . . и Bk определены в теореме 2.
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Лемма 3. Пусть N →∞, a = 1, r = N/(γ(b−
1) lnN)(1 + o(1)), 0 < γ < ∞. Тогда распреде-
ление случайной величины(

ζ̃
(r)
N −

(
b−H(b)

b− 1
+ q(N)

)
N

)
lnN

N
,

где q(N) – стремящаяся к нулю последова-
тельность, слабо сходится к распределению
с плотностью

g(x) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ik(x).

При доказательстве этой леммы мы будем
использовать лемму 3 [3]. Сформулируем ее в
следующем утверждении.

Лемма 4. Пусть N → ∞, a = 1. Тогда рас-
пределение случайной величины(

ζN −
(
b−H(b)

b− 1
+ q(N)

)
N

)
lnN

N
,

где q(N) – стремящаяся к нулю последо-
вательность, слабо сходится к распределе-
нию Коши с характеристической функцией
exp {−π|t|/(2(b− 1))}.

Теперь докажем лемму 3.
Доказательство. Пусть Ψr(u) обозначает ха-
рактеристическую функцию случайной вели-
чины(

ζ̃
(r)
N −

(
b−H(b)

b− 1
+ q(N)

)
N

)
lnN

N
,

где стремящаяся к нулю числовая последова-
тельность q(N) определена в лемме 4. Через
ϕ(u) и ϕ̃r(u) обозначим характеристические
функции случайных величин ξ1 и ξ̃(r)1 соответ-
ственно. Тогда

ϕ̃r(u) =

ϕ(u)−
∑
k>r

eiukpk

1− Pr
. (10)

Отсюда и из леммы 4 получаем, что для лю-
бого фиксированного u

Ψr(u) =

= exp

{
−i((b−H(b))/(b− 1) + q(N))N

N/ lnN
u

}
×

×(1− Pr)−N
(
ϕ

(
u

N/ lnN

)
−

−
∑
k>r

pk exp

{
i
u lnN

N
k

})N
=

= (1− Pr)−N exp

{
− π|u|

2(b− 1)

}
×

×

(
1− (1 + o(1))

∑
k>r

pk exp

{
i
u lnN

N
k

})N
. (11)

Рассмотрим
∑
k>r

pk exp {iuk lnN/N} . Заменяя

y = k lnN/N и переходя к интегрированию,
из (4) находим, что

∑
k>r

pk exp

{
i
u lnN

N
k

}
=

1 + o(1)

b− 1
×

×
∞∫

1/(γ(b−1))

exp{iuy} lnN

(ln y + lnN − ln lnN)Ny2
dy =

=
1 + o(1)

(b− 1)N

 Nε∫
1/(γ(b−1))

exp{iuy} lnNdy

(ln y + lnN − ln lnN)y2
+

+

∞∫
Nε

exp{iuy} lnN

(ln y + lnN − ln lnN)y2
dy

 , (12)

где ε некоторая положительная постоянная,
выбор которой будет ясен из дальнейшего.
Нетрудно видеть, что при достаточно малом ε∣∣∣∣∣∣∣

Nε∫
1/(γ(b−1))

exp{iuy} lnN

(ln y + lnN − ln lnN)y2
dy

∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣
Nε∫

1/(γ(b−1))

exp{iuy}1 + o(1)

y2
dy

∣∣∣∣∣∣∣ 6
6

Nε∫
1/(γ(b−1))

1 + o(1)

y2
dy = −γ(b− 1) + o(1)

и ∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

exp{iuy} lnN

(ln y + lnN − ln lnN)y2
dy

∣∣∣∣∣∣ 6
6

∣∣∣∣∣∣
∞∫

Nε

exp{iuy} 1

y2
dy

∣∣∣∣∣∣ = o(1).
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Следовательно, интеграл
∞∫

1/(γ(b−1))

exp{iuy} lnNdy

(ln y + lnN − ln lnN)y2

сходится и равен
∞∫

1/(γ(b−1))

exp{iuy} 1

y2
dy.

Отсюда и из соотношений (7), (11) и (12) на-
ходим, что

Ψr(u) = (1− Pr)−N exp

{
− π|u|

2(b− 1)

}
×

×(1− (1 + o(1))N−1E(u, γ))N (1 + o(1)). (13)

Кроме того, легко показать, что

Pr =
1

N
E(0, γ)(1 + o(1)). (14)

Отсюда и из (13) получаем, что

Ψr(u) = exp

{
− π|u|

2(b− 1)
−

−E(u, γ) + E(0, γ)} (1 + o(1)). (15)

Из (7) следует, что E(u, γ) является преоб-
разованием Фурье функции

f(y) =

{ √
2π

(b−1)y2 , y > 1
γ(b−1) ;

0, y < 1
γ(b−1) .

(16)

Разлагая exp{−E(u, γ)} в ряд по степеням
E(u, γ), из (7) и (15) находим, что

Ψr(u) = eE(0,γ)×

×
∞∑
k=0

exp

{
− π|u|

2(b− 1)

}
(−1)k

Ek(u, γ)

k!
(1+o(1)).

Согласно формуле обращения плотность та-
кого распределения имеет вид:

g(x) =
1 + o(1)

2π
eE(0,γ)

∞∑
k=0

(−1)k

k!
×

×
∞∫
−∞

exp

{
iux− π|u|

2(b− 1)

}
Ek(u, γ)du.

Учитывая формулу обращения, нетрудно ви-
деть, что

∞∫
−∞

exp

{
iux− π|u|

2(b− 1)

}
Ek(u, γ)du

есть плотность суммы случайных величин ν1+
ν2 + . . .+ νk+1, где ν1 имеет плотность распре-
деления Коши:

g1(x) =
2(b− 1)

π2 + 4(b− 1)2x2
,

а случайные величины ν2, ν3, . . . , νk+1 незави-
симы и имеют одинаковое распределение с
плотностью f(x), определенной в (16).

Используя формулу свертки для k слагае-
мых, получаем, что Ψr(u) сходится к характе-
ристической функции распределения с плот-
ностью:

g(x) = eE(0,γ)
∞∑
k=0

(−1)k

k!
Ik,

где Ik заданы соотношениями (8) и (9), что и
завершает доказательство леммы.

Лемма 5. Пусть N → ∞, 1 < a < 2, r =
(Na/(γ(b − a) lnN))1/a(1 + o(1)), 0 < γ < ∞.
Тогда распределение случайной величины(

ζ̃
(r)
N −

(
1 +

H(a)−H(b)

b− a

)
N

)(
lnN

N

)1/a

слабо сходится к устойчивому закону с харак-
теристической функцией

exp

{
− a

(b− a)(a− 1)
Γ(1− a)

(
cos

πa

2

)
|t|a×

×
(

1− i t
|t|

tan
πa

2

)}
.

Доказательство. При доказательстве лем-
мы 4 [3] показано, что при u→ 0

ϕ(u) = 1 + iu

(
1 +

H(a)−H(b)

b− a

)
−

− 1

(b− a)(a− 1)
Γ(1− a)

(
cos

πa

2

) |u|a

ln(1/|u|)
×

×
(

1− i u
|u|

tan
πa

2

)
(1 + o(1)). (17)

Из леммы 2 и соотношений (4), (10) и (17)
находим, что при u→ 0

ϕ̃r(u) =
(
ϕ(u)− Pr +O

( u

ra ln r

))
×

×
(

1 +
γ

N
(1 + o(1))

)
=
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= 1 + iu

(
1 +

H(a)−H(b)

b− a

)
−

− 1

(b− a)(a− 1)
Γ(1− a)

(
cos

πa

2

) |u|a

ln(1/|u|)
×

×
(

1− i u
|u|

tan
πa

2

)
(1 + o(1)). (18)

Отсюда следует, что для любого фиксиро-
ванного t

ln ϕ̃Nr

(
t

(N/ lnN)1/a

)
=

= it(lnN)1/aN1−1/a
(

1 +
H(a)−H(b)

b− a

)
−

− aΓ(1− a)|t|a

(b− a)(a− 1)

(
cos

πa

2

)(
1− i t

|t|
tan

πa

2

)
×

×(1 + o(1)).

Лемма 5 доказана.
Аналогично лемме 5, используя явный вид

характеристической функции ϕ(u), получен-
ный при доказательстве леммы 5 [3], нетрудно
получить следующее утверждение.

Лемма 6. Пусть N → ∞, a = 2, r =
(2N/(γ(b − 2) lnN))1/2(1 + o(1)), 0 < γ < ∞.
Тогда распределение случайной величины(

ζ̃
(r)
N −mN

)
/
√
N ln lnN

слабо сходится к нормальному закону с харак-
теристической функцией

exp{−t2/(b− 2)}.

Лемма 7. Пусть n,N → ∞, a > 2, r =
(aN/(γ(b − a) lnN))1/a(1 + o(1)), 0 < γ < ∞.
Тогда распределение случайной величины(

ζ̃
(r)
N −mN

)
/(σ
√
N)

слабо сходится к стандартному нормальному
закону.

Доказательство. Используя равенство

eiuk = 1 + δ(k), |δ(k)| < ku,

из леммы 2, соотношений (4) и (10) находим,
что при u→ 0

ϕ̃r (u) =

(
ϕ(u)−

∑
k>r

(1 + δ(k))pk

)
1

1− Pr
=

=
(
1 + ium− u2(σ2 +m2)/2 +O(u3)− Pr +

+O(u
∑
k>r

kpk)

)
(1 + γ/N(1 + o(1))) =

= 1 + ium− u2(σ2 +m2)/2 +

+O
(
u/N + u3

)
+ o (1/N) .

Отсюда следует, что для любого фиксирован-
ного t

ln ϕ̃Nr

(
t

σ
√
N

)
=
itm
√
N

σ
− t2

2
+ o(1),

лемма 7 доказана.

Доказательства теорем

Пусть выполнены условия теоремы 1. Из
лемм 1, 3 и 4 получаем, что при a = 1

P{η(N) 6 r} =

= (1− Pr)N

y∫
−∞

g(x)dx

y∫
−∞

g1(x)dx

(1 + o(1)), (19)

где y определено в (6), плотность g(x) задана
в лемме 3 и g1(x) – плотность распределения
Коши:

g1(x) =
2(b− 1)

π2 + 4(b− 1)2x2
.

Согласно условию теоремы 1 в этом случае

n

N
> C1 >

b−H(b)

b− 1
,

тогда из (6) нетрудно получить, что

y =

(
n

N
− b−H(b) + q(N)

b− 1

)
lnN →∞.

Отсюда, из леммы 2 и соотношения (19) следу-
ет утверждение теоремы 1 при a = 1. Осталось
доказать теорему 1 для случая a > 1. Из лемм
1, 2, 5 и леммы 4 [3] следует справедливость
теоремы 1 при 1 < a < 2. Из лемм 1, 2, 6 и
леммы 5 [3] вытекает утверждение теоремы 1
при a = 2.

Пусть a > 2. Из лемм 1, 7 и центральной
предельной теоремы получаем, что
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P{η(N) 6 r} = (1− Pr)N

x∫
−∞

p(z)dz

x∫
−∞

p(z)dz

(1 + o(1)),

где x = (n−mN)/(σ
√
N),

а p(z)− плотность стандартного нормального
распределения. Отсюда и из леммы 2 следу-
ет утверждение теоремы 1 для случая a > 2.
Теперь теорема 1 доказана полностью.

Пусть выполнены условия теоремы 2. Вы-
числяя интегралы, стоящие в правой части
(19), находим, что

y∫
−∞

g1(x)dx =
1

π
arctan

2y(b− 1)

π
+

1

2

и
y∫

−∞

g(x)dx = eE(0,γ)

(
1

π
arctan

2y(b− 1)

π
+

+
1

2
+

∞∑
k=1

(−1)k

k!

y∫
−∞

Ik(x)dx

 ,

где E(0, γ) и Ik(x) определены в соотношени-
ях (8) и (9) соответственно. Отсюда и из (14),
(19) вытекает утверждение теоремы 2.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН) и при
финансовой поддержке РФФИ (грант № 16-
01-00005а).
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