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В статье предлагается математическая модель шумпетеровской динамики. Вво-
дится понятие емкости экономической ниши. Исследуется устойчивость распре-
деления капитала по уровням технологического развития.
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устойчивость.

A. N. Kirillov, A. M. Sazonov. GLOBAL STABILITY IN MODEL
OF NON-LINEAR SCHUMPETERIAN DYNAMICS
The mathematical model of Schumpeterian dynamics is proposed. The notion of
economical niche volume is introduced. The stability of capital distribution over
levels of technological development is investigated.
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Введение

Австрийский экономист Й. Шумпетер в
1939 году предложил концепцию эндогенного
экономического роста. Согласно Шумпетеру, в
основе роста лежат два процесса: создание но-
вых технологий (инновации) и их заимствова-
ние (имитации). В работе К. Иваи [7, 8] пред-
ложена первая математическая модель этой
теории, получившая продолжение в работах
В. М. Полтеровича, Г. М. Хенкина, А. А. Ша-
нанина [2, 4–6]. В представленной работе ав-
торы, развивая подход Полтеровича — Хен-
кина, строят математические модели шумпе-
теровской динамики, в которых учитывается
ограниченность возможностей роста на осно-
ве введенного понятия емкости экономической
ниши. Под емкостью экономической ниши по-
нимается некоторая предельная величина сум-
марного капитала, при которой скорость роста
снижена настолько, что увеличение капитала

не происходит. Также предлагается подход к
моделированию процесса создания новых тех-
нологий, основанный на динамической систе-
ме с переменной размерностью. Найдены рав-
новесия построенных динамических моделей и
доказана их устойчивость в целом.

Модели динамики капитала без
амортизации

Двухуровневая модель
Пусть Ci, i = 1, 2 – суммарный капитал от-

расли на уровне эффективности i (одно и то
же предприятие может иметь капитал на раз-
личных уровнях), Vi – емкость экономической
ниши на уровне i, ϕi – доля средств, которую
предприятия на уровне i тратят на развитие
производства на уровне i + 1, λi – удельная
себестоимость товара на уровне i (стоимость
производства единицы товара в единицу вре-
мени).
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Тогда{
Ċ1 =

1−ϕ1

λ1
C1(V1 − C1)

Ċ2 =
1−ϕ2

λ2
C2(V2 − C2) + ϕ1C1.

(1)

Обозначим ai =
1−ϕi
λi

, i = 1, 2.
Приравнивая правые части к 0, получаем

положения равновесия: (0, 0), (0, V2), (V1, C2
∗),

где C2
∗ =

V2+
√
V2

2+
4ϕ1
a2
V1

2 .

Теорема 1. Для двухуровневой модели дина-
мики капитала с разными емкостями эконо-
мической ниши для каждого уровня без амор-
тизации имеет место локальная асимпто-
тическая устойчивость положения равнове-
сия P = (V1, C2

∗) и неустойчивость других
положений равновесия.

Доказательство. Для доказательства теоре-
мы используем первый метод Ляпунова в част-
ном случае, соответствующем автономной си-
стеме, а именно теорему об асимптотической
устойчивости по первому приближению.

Обозначим

f1 =
1− ϕ1

λ1
C1(V1 − C1)

f2 =
1− ϕ2

λ2
C2(V2 − C2) + ϕ1C1.

Находим матрицу Якоби f ′ = { ∂fi∂Cj
}, i, j =

1, 2.

f ′ =

(
−2a1C1 + a1V1 0

ϕ1 −2a2C2 + a2V2

)
. (2)

Вычисляем характеристические многочле-
ны для положений равновесия, находим соб-
ственные числа и сравниваем их вещественные
части с нулем:

det(f ′(V1, C2
∗)− λE) = (3)

=

∣∣∣∣∣−a1V1 − λ 0

ϕ1 −a2
√
V2

2 + 4ϕ1

a2
V1 − λ

∣∣∣∣∣ =
= (−a1V1 − λ)(−a2

√
V2

2 +
4ϕ1

a2
V1 − λ) = 0.

Получаем, λ1 = −a1V1 < 0,
λ2 = −a2

√
V2

2 + 4ϕ1

a2
V1 < 0, то (V1, C2

∗) ло-
кально асимптотически устойчиво.

det(f ′(0, V2)− λE) =

∣∣∣∣a1V1 − λ 0
ϕ1 −a2V2 − λ

∣∣∣∣ = (4)

= (a1V1 − λ)(−a2V2 − λ) = 0.

Поскольку λ1 = a1V1 > 0, то (0, V2)
неустойчиво.

det(f ′(0, 0)− λE) =

∣∣∣∣a1V1 − λ 0
ϕ1 a2V2 − λ

∣∣∣∣ = (5)

= (a1V1 − λ)(a2V2 − λ) = 0.

Здесь λ1 = a1V1 > 0, λ2 = a2V2 > 0 ⇒ (0, 0)
неустойчиво.

Далее исследуем глобальную устойчивость
положения равновесия (V1, C2

∗).

Теорема 2. Для двухуровневой модели дина-
мики капитала с разными емкостями эконо-
мической ниши для каждого уровня без амор-
тизации имеет место глобальная устойчи-
вость положения равновесия P = (V1, C2

∗).

Доказательство. Все пространство R2 разби-
вается изоклинами C1 = V1 и C2 = C̃2 =
V2+

√
V2

2+
4ϕ1
a2
C1

2 на четыре области Di, i = 1, .., 4

в зависимости от C1 > / < V1, C2 > / < C̃2

(см. рис. 1).

Рис. 1. Фазовый портрет (2 ЕЭН без амортизации)
Fig. 1. Phase portrait (2 ENV without amortization)

f1 = Ċ1 > 0⇔ C1 < V1
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f2 = Ċ2 > 0⇔ C2 < C̃2.

Определим знаки правых частей в областях
Di:

• В D1: f1 > 0, f2 > 0

• В D2: f1 < 0, f2 > 0

• В D3: f1 < 0, f2 < 0

• В D4: f1 > 0, f2 < 0.

Ограничим положение равновесия (V1, C2
∗)

четырехугольником E. В качестве его границ
используем отрезки прямых:

• Для D1: C1 + C2 = r

• Для D2: −C1 + C2 = r

• Для D3: −C1 − C2 = r

• Для D4: C1 − C2 = r.

Рассмотрим область D1.
Нормаль к прямым C1 + C2 = r: n = (1, 1).
Тогда

(n, f) = f1 + f2 > 0. (6)

Следовательно, траектории в области D1

образуют острый угол с нормалями к границе
E, лежащей в данной области, а значит, они
пересекают данную границу снаружи внутрь.
Поэтому траектории в D1 сколь угодно близко
подходят к положению равновесия.

Аналогично для остальных областей Di.
Таким образом, имеет место глобаль-

ная асимптотическая устойчивость положения
равновесия (V1, C2

∗).

Произвольное число уровней
Обозначим N число уровней эффективно-

сти. Тогда аналогично случаю двух уровней
получим

{
Ċ1 =

1−ϕ1

λ1
C1(V1 − C1)

Ċi =
1−ϕi
λi

Ci(Vi − Ci) + ϕi−1Ci−1, i = 2, .., N.

Обозначим ai =
1−ϕi
λi

, i = 1, .., N .
Приравнивая правые части к 0, по-

лучаем положения равновесия: (0, ..., 0),
(0, ..., 0, VN−1, CN

∗), ..., (V1, C2
∗, ..., CN

∗), где

Ci
∗ =

Vi+
√
Vi2+

4ϕi−1

ai
Vi−1

2 , i = 2, .., N .

Теорема 3. Для N-уровневой модели динами-
ки капитала с разными емкостями экономи-
ческой ниши для каждого уровня без аморти-
зации имеет место локальная асимптоти-
ческая устойчивость положения равновесия
(V1, C2

∗, ..., CN
∗) и неустойчивость других по-

ложений равновесия.

Доказательство. Для доказательства теоре-
мы используем первый метод Ляпунова в част-
ном случае, соответствующем автономной си-
стеме, а именно теорему об асимптотической
устойчивости по первому приближению.

Обозначим

f1 =
1− ϕ1

λ1
C1(V1 − C1)

fi =
1− ϕi
λi

Ci(Vi − Ci) + ϕi−1Ci−1, i = 2, .., N.

Находим матрицу Якоби f ′ = { ∂fi∂Cj
}, i, j =

1, .., N , где

f ′i,i = −2aiCi + aiVi

f ′i,i−1 = ϕ1

f ′i,j = 0, i 6= i, i− 1.

Вычисляем характеристический многочлен
для положения равновесия (V1, C2

∗, ..., CN
∗),

находим собственные числа и сравниваем их
вещественные части с нулем:

det(f ′(V1, C2
∗, ..., CN

∗)− λE) = (7)

=

∣∣∣∣∣−a1V1 − λ 0

ϕ1 −a2
√
V2

2 + 4ϕ1

a2
V1 − λ

∣∣∣∣∣ =
= (−a1V1 − λ)(−a2

√
V2

2 +
4ϕ1

a2
V1 − λ) . . .

. . . (−aN
√
VN

2 +
4ϕN−1
aN

VN−1 − λ) = 0.

Получаем, λ1 = −a1V1 < 0, λi =

−ai
√
Vi

2 + 4ϕi−1

ai
Vi−1 < 0 ⇒ (V1, C2

∗, ..., CN
∗)

локально асимптотически устойчиво.
Очевидно, если Ci = 0 ⇒ λi = aiVi > 0

⇒ остальные положения равновесия неустой-
чивы.

det(f ′(0, V2)− λE) =

∣∣∣∣a1V1 − λ 0
ϕ1 −a2V2 − λ

∣∣∣∣ = (8)

= (a1V1 − λ)(−a2V2 − λ) = 0.
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Поскольку λ1 = a1V1 > 0⇒ (0, V2) неустой-
чиво.

Далее исследуем глобальную устойчивость
положения равновесия (V1, C2

∗, ..., CN
∗).

Теорема 4. Для N-уровневой модели ди-
намики капитала с разными емкостями
экономической ниши для каждого уровня
без амортизации имеет место глобаль-
ная устойчивость положения равновесия
(V1, C2

∗, ..., CN
∗).

Доказательство. Все пространство RN раз-
бивается на 2N областей в зависимости от
C1 > / < V1, Ci > / < C̃i , где C̃i =
Vi+

√
Vi2+

4ϕi−1

ai
Ci−1

2

Ċ1 > 0⇔ C1 < V1

Ċi > 0⇔ Ci < C̃i.

В качестве границ области E, кото-
рой принадлежит положение равновесия
(V1, C2

∗, ..., CN
∗), используем гиперплоскости:

A1C1 + . . .+ANCN = r > 0,

где {
A1 = 1 C1 < V1
A1 = −1 C1 > V1{
Ai = 1 Ci < C̃i
A1 = −1 Ci > C̃i.

Нормали к данным гиперплоскостям n =
(A1, . . . , AN ).

Ai и fi имеют одинаковый знак для любой
области, поэтому

(n, f) = A1f1 + . . .+ANfN > 0 (9)
Следовательно, траектории образуют ост-

рый угол с нормалями, а значит, они пересе-
кают данные гиперплоскости снаружи внутрь.
Поэтому все траектории сколь угодно близко
подходят к положению равновесия, таким об-
разом, имеет место его глобальная асимптоти-
ческая устойчивость.

Двухуровневая модель динамики
капитала с амортизацией

Обозначим µ2 интенсивность амортизации
для уровня 2, ϕi – доля средств, которую пред-
приятия на уровне i тратят на развитие про-
изводства на текущем уровне i.

Тогда

{
Ċ1 =

ϕ1

λ1
C1(V1 − C1) + µ2C2

Ċ2 =
ϕ2

λ2
C2(V2 − C2) + (1− ϕ1)C1 − µ2C2.

Теорема 5. Существует единственное поло-
жение равновесия P = (C1

∗, C2
∗) такое, что

C1 > 0, C2 > 0.

Доказательство. Рассмотрим изоклины
Ċi = 0 и их поведение в 1-й четверти R2.

Возможны два случая: либо часть изокли-
ны Ċ2 = 0 в первой четверти начинается в точ-
ке (0, V2− µ2

a2
) (при V2 > µ2

a2
), либо в точке (0, 0)

(при V2 6 µ2

a2
) (см. 2, 3).

Обозначим

f(x) =
y0 +

√
y02 + 4x

2

g(x) = x(x− v)

F (x) = f(x)− g(x).
Очевидно, F (v) > 0.

f(x) =
y0 +

√
y02 + 4x

2

g(x) = x(x− v).
Обе функции возрастающие, однако

f ′(x) =
1√

y02 + 4x
→ 0, x→∞

g′(x) = 2x− v →∞, x→∞.
Следовательно, ∃x∗ : ∀x > x∗f ′(x) < g′(x),

т. е. F ′(x) < 0 при x > x∗. Поэтому ∃x̃ : ∀x >
x̃F (x) < 0.

Итак,

1. F (x) < 0, x > x̃

2. F (v) > 0.

Следовательно, ∃x̂ : F (x̂) = 0.
Кроме того, поскольку F ′(x) < 0 при x > x∗

⇒ F (x) монотонно убывает, то каждое свое
значение F (x) принимает ровно 1 раз. Отсюда
x̂ – единственное.

Таким образом, изоклины Ċ1 = 0 и Ċ2 = 0
пересекаются в 1-й четверти R2 в одной
точке, следовательно, положение равновесия
(C1
∗, C2

∗) существует и единственно.

Теорема 6. Положение равновесия P =
(C1
∗, C2

∗) – глобально устойчиво.
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Доказательство. Все пространство R2 разби-

вается изоклинами C1 = C̃1 =
V1+

√
V1

2+
4µ2
a1
C2

2

и C2 = C̃2 =
V2−µ2a2 +

√
V2−µ2a2

2+
4ϕ1
a2
C1

2 на четы-
ре области Di, i = 1, .., 4 в зависимости от
C1 > / < V1, C2 > / < C̃2 (см. 2, 3).

Рис. 2. Фазовый портрет (2 ЕЭН с амортизацией,
V2 >

µ2

a2
)

Fig. 2. Phase portrait (2 ENV with amortization
V2 >

µ2

a2
)

Рис. 3. Фазовый портрет (2 ЕЭН с амортизацией,
V2 6 µ2

a2
)

Fig. 3. Phase portrait (2 ENV with amortization,
V2 6 µ2

a2
)

f1 = Ċ1 > 0⇔ C1 < C̃1

f2 = Ċ2 > 0⇔ C2 < C̃2.

Определим знаки правых частей в областях
Di:

• В D1: f1 > 0, f2 > 0

• В D2: f1 < 0, f2 > 0

• В D3: f1 < 0, f2 < 0

• В D4: f1 > 0, f2 < 0.

Ограничим положение равновесия
(C1
∗, C2

∗) четырехугольником E. В качестве
его границ используем отрезки прямых:

• Для D1: C1 + C2 = r

• Для D2: −C1 + C2 = r

• Для D3: −C1 − C2 = r

• Для D4: C1 − C2 = r.

Рассмотрим область D1.
Нормаль к прямым C1 + C2 = r: n = (1, 1).
Тогда

(n, f) = f1 + f2 > 0. (10)
Следовательно, траектории в области D1

образуют острый угол с нормалями к границе
E, лежащей в данной области, а значит, они
пересекают данную границу снаружи внутрь.
Поэтому траектории в D1 сколь угодно близко
подходят к положению равновесия.

Аналогично для остальных областей Di.
Таким образом, имеет место глобаль-

ная асимптотическая устойчивость положения
равновесия (V1, C2

∗).

Работа поддержана РФФИ (грант № 18-
01-00249).
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