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ПОЧТИ ВПОЛНЕ ЗАМКНУТЫЕ ОТОБРАЖЕНИЯ
И КВАЗИ-F -КОМПАКТЫ
А. В. Иванов
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Введено понятие почти вполне замкнутого отображения, обобщающее опреде-
ление вполне замкнутости. Показано, что свойство почти вполне замкнутости
сохраняется при композиции и переходе к пределу счетной обратной трансфи-
нитной последовательности почти вполне замкнутых отображений компактов
с первой аксиомой счетности. Определен класс квази-F -компактов (включа-
ющий в себя класс компактов Федорчука), для которого установлены утвер-
ждения, обобщающие и усиливающие некоторые полученные ранее теоремы об
F -компактах.

Ключ е вы е c л о в а: почти вполне замкнутое отображение; компакт Федор-
чука; квази-F -компакт; резольвента.

A. V. Ivanov. ALMOST FULLY CLOSED MAPPINGS AND
QUASI-F -COMPACTA

The notion of an almost fully closed mapping, which generalizes the definition of
a fully closed map, is introduced. It is shown that the composition of almost fully
closed mappings of compacta with the first axiom of countability is also almost
fully closed, and so is the limit of a countable inverse transfinite sequence of the
same mappings. A class of quasi-F -compacta (which contains the class of Fedorchuk
compacta) is defined. For this class, some statements are proved that generalize and
strengthen the known theorems on F -compacta.

K e ywo r d s: almost fully closed mapping; Fedorchuk compactum; quasi-F -
compactum; resolution.

Понятие вполне замкнутого отображения
неразрывно связано с одноименным методом
построения контрпримеров в теории компакт-
ных пространств, который был разработан
В. В. Федорчуком в 60–70-е годы прошлого
века (см. [6]). Метод вполне замкнутых отоб-
ражений (впоследствии переименованный уси-
лиями западных математиков в «метод ре-
зольвент») показал исключительную эффек-
тивность в решении многих задач общей то-
пологии, что естественно привело к опреде-

лению и исследованию класса компактов, ко-
торые могут быть построены этим методом.
Такие компакты получили название компак-
тов Федорчука, или F -компактов. По опреде-
лению, компакт X называется F -компактом,
если он допускает разложение в специальный
вполне упорядоченный обратный спектр (F -
спектр) с вполне замкнутыми соседними про-
екциями. Наименьшая длина F -спектра, да-
ющего в пределе X, называется спектраль-
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ной высотой sh(X) F -компакта X (подробные
определения приведены ниже).

Вполне замкнутые отображения были вве-
дены как инструмент решения конкретных за-
дач общей топологии, однако впоследствии
оказалось, что этот класс обладает уни-
кальными категорными свойствами, кото-
рые определяются топологической независи-
мостью прообразов точек при вполне замкну-
том отображении (см. обзор В. В. Федорчука
[6], II. 1–4). В то же время свойство вполне
замкнутости не сохраняется при операциях с
отображениями. Так, композиция вполне за-
мкнутых отображений может не быть вполне
замкнутой. Также не являются вполне за-
мкнутыми, вообще говоря, произвольные про-
екции F -спектра, что создает определенные
трудности при построении контрпримеров и
исследовании класса F -компактов. В связи с
этим представляется естественным сформу-
лировать обобщение определения вполне за-
мкнутости с тем, чтобы избавиться от ука-
занных недостатков и в то же время сохра-
нить (по возможности) инструментарий, раз-
работанный для вполне замкнутых отображе-
ний. Вариантом решения этой задачи является
предложенное в работе понятие почти вполне
замкнутого отображения1.

Определение вполне замкнутого отображе-
ния допускает ряд равносильных формулиро-
вок. Самая краткая из них такова: отображе-
ние2 f : X → Y вполне замкнуто, если для лю-
бых двух непересекающихся замкнутых под-
множеств A,B ⊂ X пересечение f(A) ∩ f(B)
конечно. Определение почти вполне замкну-
того отображения получается из приведенного
выше определения заменой строгого неравен-
ства |f(A) ∩ f(B)| < ω0 на нестрогое |f(A) ∩
f(B)| 6 ω0. Однако при этом оказывается, что
композиция почти вполне замкнутых отобра-
жений компактов с первой аксиомой счетно-
сти всегда почти вполне замкнута. Кроме то-
го, почти вполне замкнутыми являются и все
предельные проекции F -спектров длины 6 ω1.
По аналогии с F -компактами могут быть опре-
делены квази-F -компакты как пределы квази-
F -спектров, определение которых отличается
от определения F -спектра заменой требова-
ния вполне замкнутости соседних проекций на
почти вполне замкнутость. Также по анало-
гии определяется спектральная высота qsh(X)
квази-F -компакта X.

Для квази-F -компактов справедливы
утверждения, обобщающие и усиливающие по-

лученные ранее теоремы для F -компактов. В
их числе теорема 1, утверждающая, что про-
изведение квази-F -компактов Z1, Z2 не может
быть квази-F -компактом счетной спектраль-
ной высоты, если qsh(Zi) = γi и для каждого
i = 1, 2 существует ординал γi − 3. Из этой
теоремы следует, что произведение неметри-
зуемых F -компактов конечной спектральной
высоты всегда не является F -компактом счет-
ной спектральной высоты. Тем самым полу-
чено усиление основного результата [7], где
аналогичное утверждение об антимультипли-
кативности доказано для F -компактов спек-
тральной высоты 3.

В [3] доказана теорема, утверждающая, что
если компакт X допускает вполне замкну-
тое отображение f на метрический компакт
K и слои f метризуемы, то такое отображе-
ние почти единственно. Более точно, почти
все нетривиальные слои любого другого ана-
логичного отображения обязательно совпада-
ют со слоями f . Оказывается, что такое же
утверждение справедливо и для почти вполне
замкнутых отображений (теорема 2). Причем
класс компактов, который охватывает теорема
2, шире класса F -компактов спектральной вы-
соты 3, о котором фактически идет речь в тео-
реме из [3]. Это следует из существования F -
компакта с qsh(X) = 3 < sh(X) = 4 (пример
2). Заметим, что вопрос о соотношении клас-
сов F -компактов и квази-F -компактов остает-
ся открытым.

В работе идет речь исключительно о ком-
пактах с первой аксиомой счетности и вполне
упорядоченных обратных спектрах, длина ко-
торых не превосходит ω1. За пределами этой
области многие из доказанных утверждений
перестают быть верными. Однако такое огра-
ничение соответствует сфере применения ме-
тода вполне замкнутых отображений. Подав-
ляющее большинство построенных этим ме-
тодом примеров имеет спектральную высоту
6 ω1. Сказанное в полной мере относится
и к содержательным общим теоремам об F -
компактах (см. [2, 4–6]).

Определение 1. Отображение f : X → Y
будем называть почти вполне замкнутым,
если для любых двух непересекающихся за-
мкнутых подмножеств F1, F2 ⊂ X

|f(F1) ∩ f(F2)| 6 ω0.

Определение квази-F -спектра аналогично
определению F -спектра (см. [7]), с той лишь

1Термин «почти вполне замкнутое отображение» уже использовался в [6], но там он имеет технический ха-
рактер и (в случае отображений компактных хаусдорфовых пространств) равносилен вполне замкнутости.

2В статье рассматриваются только компактные хаусдорфовы пространства (компакты), все отображения
предполагаются непрерывными.
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разницей, что требование вполне замкнуто-
сти соседних проекций заменяется на почти
вполне замкнутость.

Определение 2. Непрерывный вполне упо-
рядоченный обратный спектр S = {Xα, π

α
β :

α, β < γ} (γ – ординал) называется квази-F -
спектром (F -спектром), если X0 есть точка,
все соседние проекции πα+1

α , α + 1 < γ почти
вполне замкнуты (вполне замкнуты), а слои
(πα+1
α )−1(x), x ∈ Xα этих проекций метризу-

емы.
Отметим, что все пространства Xα квази-

F -спектра длины γ 6 ω1 являются компакта-
ми с первой аксиомой счетности (см. [4]).

Определение 3. Компакт X называет-
ся квази-F -компактом (F -компактом – см.
[7]), если существует квази-F -спектр (F -
спектр), дающий в пределе X. Наименьшая
длина γ такого квази-F -спектра называет-
ся спектральной высотой qsh(X) квази-F -
компакта X.

Определение спектральной высоты квази-
F -компакта аналогично определению спек-
тральной высоты sh(X) F -компакта как наи-
меньшей длины F -спектра, предел которого
равен X (см. [7]). Всякий F -компакт X явля-
ется квази-F -компактом, и qsh(X) 6 sh(X).
В [2] показано, что для любого ординала α 6
ω1, не представимого в виде β + 1, где β –
предельный ординал, существует F -компакт
спектральной высоты α.

Очевидно, что ограничение почти вполне
замкнутого отображения на любое замкнутое
подмножество почти вполне замкнуто. Поэто-
му для любого квази-F -спектра S = {Xα, π

α
β :

α, β < γ} и любого замкнутого подмножества
A его предела X = limS спектр

SA = {Aα = πα(A), (παβ )|Aα : α, β < γ}

также является квази-F -спектром. Поскольку
limSA = A, отсюда следует, что любое замкну-
тое подмножество A квази-F -компакта X так-
же является квази-F -компактом и qsh(A) 6
qsh(X).

Следующее предложение устанавливает
важный в дальнейшем критерий почти вполне
замкнутости.

Предложение 1. Отображение f : X →
Y почти вполне замкнуто тогда и только
тогда, когда для любого непрерывного отоб-
ражения g : X → K компакта X в метриче-
ский компакт K

|{y : |g(f−1(y))| > 1} 6 ω0.

Доказательство. Необходимость. Пред-
положим, что существует отображение g :

X → K такое, что множество A = {y :
|g(f−1(y))| > 1} несчетно. Зафиксируем мет-
рику на K и для каждого n ∈ N положим

An = {y : diam g(f−1(y)) > 1/n}.

Существует k ∈ N такое, что |Ak| > ω0.
Несчетное индексированное точками y семей-
ство множеств Tk = {g(f−1(y)) : y ∈ Ak} име-
ет в пространстве exp(g(X)) непустых замкну-
тых подмножеств g(X) с топологией Вьето-
риса точку полного накопления D. При этом
diam D > 1/k. Возьмем в D две различные
точки t1, t2 и их окрестности Ot1, Ot2 в g(X)
с непересекающимися замыканиями. Так как
D – точка полного накопления семейства Tk,
несчетное подсемейство элементов Tk пересе-
кает обе окрестности Ot1 и Ot2: g(f−1(y)) ∩
Oti 6= ∅, i = 1, 2 при y ∈ A′ ⊂ Ak, |A′| > ω0.

Положим Fi = g−1([Oti]), i = 1, 2. По по-
строению имеем A′ ⊂ f(F1) ∩ f(F2), |A′| > ω0.
Получено противоречие с почти вполне за-
мкнутостью f .

Достаточность. Предположим, что отобра-
жение f не является почти вполне замкну-
тым. Тогда существуют замкнутые непересе-
кающиеся подмножества F1, F2 ⊂ X такие, что
|f(F1) ∩ f(F2)| > ω0. Возьмем непрерывную
функцию g : X → [0, 1], которая разделяет
F1 и F2: g(F1) = {0}, g(F2) = {1}. Тогда для
любой точки y ∈ f(F1) ∩ f(F2) получаем, что
{0, 1} ⊂ g(f−1(y)). Следовательно, множество
{y : |g(f−1(y))| > 1} – несчетно. �

Следующее предложение является обоб-
щением утверждения, доказанного в [6] для
вполне замкнутых отображений (см. [6], пред-
ложение II.3.10).

Предложение 2. Если f : X → Y – по-
чти вполне замкнутое отображение компак-
та X на метрический компакт Y с метри-
зуемыми слоями f−1(y), y ∈ Y , то X метри-
зуем тогда и только тогда, когда

|{y : |f−1(y)| > 1}| 6 ω0.

Доказательство. Необходимость. Пусть
|{y : |f−1(y)| > 1}| > ω0. Предположим,
что w(X) 6 ω0. Тогда существует вложение
X ⊂ Iω0 =

∏
n∈N In (I – единичный отре-

зок). Пусть gn = πn|X , где πn : Iω0 → In –
проекция произведения на сомножитель. В си-
лу предложения 1, для каждого n множество
An = {y : |gn(f−1(y))| > 1} имеет мощность
6 ω0. Следовательно, множество A = ∪An
также не более чем счетно. Возьмем точку
y ∈ Y такую, что y 6∈ A и |f−1(y)| > 1. В мно-
жестве f−1(y) выберем две различные точки
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x1, x2. По построению, для каждого n ∈ N по-
лучаем πn(x1) = πn(x2). Но это невозможно,
поскольку x1, x2 – различные точки Iω0 .

Достаточность. Пусть множество B = {y :
|f−1(y)| > 1} счетно (в случае конечного B
отображение f вполне замкнуто и утвержде-
ние предложения 2 следует из предложения
II.3.10 работы [6]). Занумеруем точки B на-
туральными числами: B = {yi : i ∈ N}. В
каждом слое f−1(yi) выберем счетную базу
σi = {U ik : k ∈ N} (U ik – открытые подмно-
жества f−1(yi)). Для каждой пары U ik, U

i
n ∈ σi

такой, что [U ik] ⊂ U in, выберем открытое в X
множество V i

kn так, что V i
kn ∩ f−1(yi) = U ik и

[V i
kn] ∩ (f−1(yi) \ U in) = ∅.
Пусть ν = {Wj : j ∈ N} – счетная база Y .

Рассмотрим счетное семейство

σ = {V i
kn ∩ f−1(Wj) : i, j, k, n ∈ N}∪

{f−1(Wj) : j ∈ N}
и покажем, что конечные пересечения его эле-
ментов образуют базу X. Метризуемость ком-
пакта X тем самым будет доказана.

Пусть x ∈ X и Ox – окрестность точ-
ки x. Если f(x) 6∈ B, то f(x) ∈ f ](Ox) и,
следовательно, найдется Wj ∈ ν такое, что
x ∈ f−1(Wj) ⊂ Ox.

Пусть теперь f(x) = yi. Покажем, что для
любой точки z ∈ X, z 6= x существует множе-
ство G ∈ σ такое, что x ∈ G, а z 6∈ [G]. Если
f(z) 6= yi, то существует Wj ∈ ν такое, что
yi ∈Wj , f(z) 6∈ [Wj ]. Тогда в качестве G мож-
но взять f−1(Wj).

Если же z ∈ f−1(yi), выберем U ik, U
i
n ∈ σi

так, что x ∈ U ik ⊂ [U ik] ⊂ U in и z 6∈ U in. Тогда по
построению x ∈ V i

kn и z 6∈ [V i
kn]. Следователь-

но, множество G = V i
kn∩f−1(Wj), где yi ∈Wj ,

удовлетворяет сформулированным выше тре-
бованиям.

Итак, мы можем утверждать, что

∩{[G] : x ∈ G,G ∈ σ} = {x}.

Отсюда в силу компактности X следует, что
найдется конечный набор множествGi ∈ σ, i =
1, . . . ,m такой, что x ∈ ∩Gi ⊂ Ox. �

Следующее предложение обобщает предло-
жение 3 из [7], в котором установлено анало-
гичное утверждение для спектров с вполне за-
мкнутыми соседними проекциями.

Предложение 3. Пусть S = {Xα, π
α
β :

α, β < γ}, γ 6 ω1 – вполне упорядоченный
непрерывный обратный спектр из компактов
с первой аксиомой счетности с почти вполне
замкнутыми соседними проекциями πα+1

α , α+

1 < γ. Тогда все проекции спектра S, вклю-
чая предельные проекции πα, почти вполне за-
мкнуты.

Доказательство. Почти дословное повто-
рение доказательства предложения 3 из [7].
При этом достаточно лишь заметить, что счет-
ное замкнутое подмножество в компакте с пер-
вой аксиомой счетности (как и конечное под-
множество) имеет тип Gδ. �

Следствие 1. Все проекции (включая пре-
дельные) квази-F -спектра (в частности, F -
спектра) длины 6 ω1 почти вполне замкну-
ты.

Следствие 2. Композиция почти вполне
замкнутых отображений компактов с пер-
вой аксиомой счетности почти вполне за-
мкнута.

Следующий пример показывает, что требо-
вание первой аксиомы счетности у рассматри-
ваемых пространств существенно.

Пример 1. Существуют вполне замкну-
тые отображения f и g, композиция которых
не является почти вполне замкнутой.

Пусть X – дискретное объединение двух
экземпляров одноточечной компактификации
несчетного дискретного пространства. Будем
считать, что топология одноточечной компак-
тификации задана на отрезке [0, 1] и при этом
0 – единственная ее неизолированная точка.
Таким образом, X = [0, 1]1 ∪d [0, 1]2. (Точки
двух экземпляров отрезка [0, 1]i, i = 1, 2 бу-
дем различать соответствующим индексом i.)

Пусть Y – фактор-пространство X по раз-
биению, единственным нетривиальным эле-
ментом которого является пара {01, 02}, а f :
X → Y – факторное отображение. Очевид-
но, что f вполне замкнуто. Зададим разбие-
ние на Y , нетривиальными элементами кото-
рого являются пары {t1, t2}, t ∈ (0, 1]. Пусть
Z – фактор-пространство Y по этому разби-
ению, а g : Y → Z – соответствующее фак-
торное отображение. Поскольку Y является
одноточечной компактификацией дискретного
пространства, для любой пары непересекаю-
щихся замкнутых подмножеств A,B ⊂ Y од-
но из множеств обязательно конечно. Следо-
вательно, любое сюръективное отображение Y
вполне замкнуто.

Итак, мы получили два вполне замкнутых
отображения f и g, композиция которых не
является почти вполне замкнутой, поскольку
отображение g ◦ f склеивает точки t1, t2 : t ∈
[0, 1] несчетных непересекающихся замкнутых
подмножеств [0, 1]1, [0, 1]2 ⊂ X. �

Согласно следствию 1, пределы счетных
трансфинитных обратных последовательно-
стей вполне замкнутых отображений компак-
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тов с первой аксиомой счетности почти вполне
замкнуты. В связи с этим утверждением есте-
ственно возникает следующий

Вопрос 1. Верно ли, что любое почти
вполне замкнутое отображение (компактов с
первой аксиомой счетности) можно предста-
вить как предельную проекцию непрерывного
вполне упорядоченного спектра с вполне за-
мкнутыми соседними проекциями?

Этот вопрос имеет прямое отношение к ос-
новному вопросу статьи о соотношении клас-
сов F -компактов и квази-F -компактов:

Вопрос 2. Существуют ли квази-F -
компакты (с первой аксиомой счетности), не
являющиеся F -компактами?

Определение 4. Квази-F -спектр S =
{Xα, π

α
β : α, β < γ} будем называть неприво-

димым, если для каждой пары индексов α, β,
где α > β+2, отображение παβ имеет хотя бы
один неметризуемый слой (παβ )−1(x), x ∈ Xβ.

Предложение 4. Для любого счетного
квази-F -спектра S = {Xα, π

α
β : α, β < γ}

существует неприводимый квази-F -спектр
S′ = {Yδ, pδδ′ : δ, δ′ < γ′} длины γ′ 6 γ, име-
ющий тот же предел: limS′ = limS.

Доказательство. Построим по рекурсии
трансфинитную последовательность индексов
αδ. Положим α0 = 0. Предположим, что для
всех δ < κ уже указаны индексы αδ < γ так,
что:

1) αδ < αδ′ при δ < δ′;
2) для любого предельного κ′ < κ sup{αδ :

δ < κ′} = ακ′ ;
3) прообразы точек (слои) (π

αδ+1
αδ )−1(x) мет-

ризуемы для любого x ∈ Xαδ при δ + 1 < κ;
4) каждое отображение παδ′αδ имеет неметри-

зуемый слой при δ′ > δ + 2.
Рассмотрим систему пространств и отобра-

жений
S′κ = {Yδ, pδδ′ : δ, δ′ < κ},

где Yδ = Xαδ , p
δ
δ′ = παδαδ′ . Очевидно, что S′κ –

неприводимый квази-F -спектр.
Если множество {αδ : δ < κ} конфиналь-

но γ, то построение заканчивается: спектр S′κ
– искомый. В противном случае, если орди-
нал κ является предельным, полагаем ακ =
sup{αδ : δ < κ}. Условия 1)–4) при этом будут
выполнены. Если же κ не является предель-
ным (существует κ − 1), то здесь возможны
два варианта.

1. κ−1 – предельный ординал. Тогда пола-
гаем ακ = ακ−1 + 1.

2. Существует κ−2. В этом случае рассмот-
рим множество B, состоящее из таких индек-
сов β > κ−2, для которых отображение πβακ−2

имеет хотя бы один неметризуемый слой.

Если B пусто, то все слои отображения
πακ−2

: limS → Xακ−2
метризуемы. Тогда мы

заменяем уже построенное пространство Yκ−1
на limS, а отображение pκ−1κ−2 – на предель-
ную проекцию πακ−2

. В итоге получаем спектр
S′κ, который удовлетворяет условию предло-
жения. При этом κ 6 γ, поскольку κ изоморф-
но множеству {αδ : δ < κ}, которое является
подмножеством γ.

Если B 6= ∅, то положим β0 = inf B. В си-
лу непрерывности исходного спектра S орди-
нал β0 не является предельным. Мы полагаем
ακ = β0 и заменяем уже построенное ακ−1 на
β0−1 с соответствующей заменой пространств
и отображений спектра S′κ (такая замена кор-
ректна, поскольку касается только последнего
элемента ακ−1 и не нарушает условия 1)– 4),
выполненные на предыдущем шаге рекурсии).

Итак, во всех случаях мы получаем множе-
ство индексов {αδ : δ 6 κ}, удовлетворяющее
условиям 1)–4). На каком-то шаге κ 6 γ ре-
курсивный процесс исчерпает возможные ин-
дексы, и мы получим искомый спектр S′. �

Следствие. Для любого квази-F -
компакта X счетной спектральной высоты
существует неприводимый квази-F -спектр,
дающий в пределе X, длина которого равна
qsh(X).

Доказательство следующей ниже теоремы
аналогично доказательству основного резуль-
тата [7].

Теорема 1. Пусть Z1, Z2 – квази-F -
компакты спектральной высоты qsh(Zi) =
γi < ω1, i = 1, 2, причем для каждого γi, i =
1, 2 существует ординал γi−3. Тогда произве-
дение Z1×Z2 не является квази-F -компактом
счетной спектральной высоты.

Лемма 1. Пусть f : X → Y – почти
вполне замкнутое отображение, T = {y :
|f−1(y)| > 1} – множество точек Y с нетри-
виальными прообразами, и точка y ∈ T тако-
ва, что для любой окрестности U этой точ-
ки пересечение U ∩ T несчетно. Тогда суще-
ствует точка ay ∈ f−1(y) такая, что для
любой ее окрестности Oay в X f ](Oay) 6= ∅.

Доказательство леммы 1. От противно-
го. Пусть точка y ∈ T ⊂ Y удовлетворяет усло-
виям леммы и для любого x ∈ f−1(y) суще-
ствует окрестность Ox такая, что f ]Ox = ∅.
Выберем конечное покрытие {Oxi : i 6 k}
множества f−1(y), состоящее из таких окрест-
ностей. При этом y ∈ f ](

⋃
Oxi).

Положим Vi = Oxi∩f−1(y) и проведем ужа-
тие открытого покрытия {Vi : i 6 k} ком-
пакта f−1(y) до замкнутого покрытия {Fi :
i 6 k} (по теореме об ужатии – см. [1], гла-
ва 1, теорема 14): Fi ⊂ Vi, Fi замкнуто в
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f−1(y),
⋃
Fi = f−1(y). Далее для каждого Fi

выберем в X открытое множество Oi так, что
Fi ⊂ Oi ⊂ [Oi] ⊂ Oxi. По построению име-
ем f ][Oi] = ∅, i 6 k и y ∈ f ](

⋃
i6k Oi). По

условию леммы, |f ](
⋃
i6k Oi)∩T | > ω0. Следо-

вательно, найдется множество Oi0 такое, что
|f(Oi0) ∩ T | > ω0. Поскольку f ](Oxi0) = ∅,

f(X \Oxi0) = f(X) ⊃ T.

Таким образом, мы получаем в X два непере-
секающихся замкнутых подмножества [Oi0 ] и
X \Oxi0 , для которых

|f [Oi0 ] ∩ f(X \Oxi0)| > ω0,

что противоречит почти вполне замкнутости
отображения f . �

Лемма 2. Пусть fi : X → Ki, i = 1, 2 –
почти вполне замкнутые отображения ком-
пакта X на метрические компакты Ki. Если
все слои f−12 (t), t ∈ K2 отображения f2 мет-
ризуемы, то почти все3 нетривиальные слои
f−11 (t), t ∈ K1, |f−11 (t)| > 1 отображения f1
являются слоями f2.

Доказательство леммы 2. Покажем, что
любой слой T = f−12 (t) отображения f2 содер-
жит не более чем счетное множество нетриви-
альных слоев f1. Рассмотрим почти вполне за-
мкнутое отображение f1|T метрического ком-
пакта T на метрический компакт f1(T ). В силу
предложения 2 f1|T имеет не более чем счетное
множество нетривиальных слоев, что и требо-
валось.

В силу предложения 1 почти все слои отоб-
ражения f1 содержатся в слоях f2, и обратно,
почти все слои f2 содержатся в слоях f1. Итак:

1) множество нетривиальных слоев f1, ко-
торые не содержатся в слоях f2, не более чем
счетно;

2) множество слоев f2, которые не содер-
жатся в слоях f1, также не более чем счет-
но, причем каждый такой слой f2 содержит
не более чем счетное множество нетривиаль-
ных слоев f1.

Таким образом, множество нетривиальных
слоев f1, упомянутых в 1) и 2), не более чем
счетно. Любой не входящий в это множество
нетривиальный слой f1 содержится в слое f2,
который, в свою очередь, содержится в слое
f1, что означает их совпадение. �

Доказательство теоремы. Пусть S =
{Bα, pαβ : α, β < γ1} – неприводимый квази-F -
спектр, предел которого равен Z1. Поскольку
множество индексов γ1 имеет наибольший эле-
мент γ1 − 1, постольку limS = Bγ1−1 = Z1. В

силу неприводимости S существует точка b ∈
Bγ1−3, для которой прообраз (pγ1−1γ1−3)

−1(b) = Y1

неметризуем. При этом K1 = (pγ1−2γ1−3)
−1(b) –

метрический компакт. Введем обозначение:

g1 = (pγ1−1γ1−2)|Y1
: Y1 → K1.

Отображение g1 является почти вполне за-
мкнутым, и все его слои метризуемы. Сле-
довательно, Y1 – квази-F -компакт спектраль-
ной высоты 3, содержащийся в Z1. Аналогично
в Z2 можно указать неметризуемый компакт
Y2, для которого существует почти вполне за-
мкнутое отображение g2 : Y2 → K2 с метризуе-
мыми слоями на метрический компактK2. По-
скольку замкнутое подпространство квази-F -
компакта счетной спектральной высоты так-
же является квази-F -компактом счетной спек-
тральной высоты, достаточно доказать, что
произведение Y1 × Y2 не является квази-F -
компактом счетной спектральной высоты.

Для каждого i = 1, 2 введем обозначение:
Ti = {t ∈ Ki : |g−1i (t)| > 1}. В силу предложе-
ния 2 множества Ti несчетны. Без ограниче-
ния общности можно считать, что для любого
непустого открытого множества U ⊂ Ki пере-
сечение Ti ∩ U несчетно (i = 1, 2.) Если это не
так, то в силу предложения 6 из [2] можно ука-
зать компактное подмножество K ′i ⊂ Ki такое,
что для любого непустого открытого U ⊂ K ′i
пересечение Ti ∩U несчетно, и заменить Ki на
K ′i, а Yi на Y

′
i = g−1i (K ′i).

В силу леммы 1 для каждого t ∈ Ti, i = 1, 2
мы можем выбрать точку at ∈ g−1i (t), любая
окрестность Oat которой удовлетворяет усло-
вию g]i (Oat) 6= ∅. Кроме того, зафиксируем в
каждом прообразе g−1i (t), t ∈ Ti точку bt, от-
личную от at.

Предположим, что произведение Y1 × Y2
является квази-F -компактом счетной спек-
тральной высоты, то есть существует счетный
квази-F -спектр S = {Xα, π

α
β : α, β < γ}, пре-

дел которого равен Y1 × Y2.
В Y1 × Y2 рассмотрим слои вида

Y1 × {at} = H1(t) (t ∈ T2)

и
{at} × Y2 = H2(t) (t ∈ T1),

гомеоморфные Y1 и Y2 соответственно. Для
каждого слоя Hk(t) (k = 1, 2) определим αk(t)
как наименьший ординал α, для которого об-
раз πα(Hk(t)) неметризуем. В силу непрерыв-
ности и счетности спектра S ординал αk(t) все-
гда является изолированным.

3«Почти все» означает здесь, как обычно, «все,
кроме, может быть, счетного множества».
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Поскольку множество слоев вида Hk(t)
имеет несчетную мощность, для некоторого
несчетного семейства слоев значения αk(t) сов-
падают. Тогда найдется несчетное множество
слоев одного типа, пусть (для определенности)
H1(t), где t ∈ D ⊂ T2, |D| > ω0, для которых
α1(t) = δ, и при этом для любого δ′ < δ мно-
жество слоев с αk(t) = δ′ не более чем счетно.

Фиксируем слой H1(t), t ∈ D. В силу вы-
бора δ образ πδ−1(H1(t)) метризуем. Поэтому
согласно предложению 2 множество

A = {x : |(πδδ−1)−1(x) ∩ πδ(H1(t))| > 1}

несчетно.
Введем обозначения:

p = πδ−1|H1(t),

q = g1 × g2|H1(t) : H1(t)→ K1 × {t};

p и q отображают H1(t) на метрические ком-
пакты. При этом оба отображения почти
вполне замкнуты и все слои q метризуемы. В
силу леммы 2 почти все нетривиальные слои
отображения p совпадают со слоями q. Сле-
довательно, существует несчетное подмноже-
ство A′ ⊂ A такое, что каждой точке x ∈ A′

соответствует некоторая точка sx ∈ T1, для
которой p−1(x) = q−1(sx). Таким образом,
πδ−1(asx , at) = x для любого x ∈ A′. Если для
всех точек x ∈ A′

πδ−1(asx , at) = πδ−1(asx , bt),

то

|πδ−1(Y1 × {at}) ∩ πδ−1(Y1 × {bt})| > ω0,

что противоречит почти вполне замкнутости
отображения πδ−1. Следовательно, существу-
ет точка x(t) ∈ A′ такая, что

πδ−1(asx(t) , at) 6= πδ−1(asx(t) , bt).

Тогда найдутся окрестности O1 = Oasx(t)×Obt
и O2 = Oasx(t)×Oat точек (asx(t) , bt) и (asx(t) , at)
в произведении Y1 × Y2, образы которых при
отображении πδ−1 не пересекаются.

Напомним, что все рассуждения мы про-
вели для фиксированного слоя H1(t), где t ∈
D ⊂ T2, со значением α1(t), равным δ. Бу-
дем теперь варьировать t ∈ D. В итоге по-
лучим несчетное семейство Oasx(t) , t ∈ D от-
крытых подмножеств Y1, малый образ кото-
рых g]1(Oasx(t)) непуст. Поскольку K1 – метри-
зуемый компакт, существует непустое откры-
тое множество U ⊂ K1, которое содержит-
ся в несчетном семействе множеств g]1(Oasx(t)),

t ∈ D′ ⊂ D, |D′| > ω0. По построению окрест-
ность O1 содержит точки вида (at′ , bt), а O2 –
точки (at′ , at), где t ∈ D′, t′ ∈ T1 ∩U . Следова-
тельно, при t′ ∈ T1 ∩ U и t ∈ D′

πδ−1(at′ , bt) 6= πδ−1(at′ , at). (1)

Рассмотрим теперь слой H2(t
′) = {at′} ×

Y2, t′ ∈ T1 ∩ U и докажем, что его образ
πδ−1(H2(t

′)) неметризуем. Предположим про-
тивное. Рассмотрим почти вполне замкнутое
отображение h = g1 × g2|H2(t′) слоя H2(t

′)
на K2 и отображение πδ−1|H2(t′) этого слоя
на метризуемый компакт. В силу предложе-
ния 1 множество точек t ∈ K2, для которых
|πδ−1(h−1(t))| > 1, не более чем счетно. Однако
в силу (1) для любого t ∈ D′ |πδ−1(h−1(t))| > 2.
Противоречие.

Таким образом, для всех слоев H2(t
′) при

t′ ∈ T1 ∩ U имеет место неравенство α2(t
′) 6

δ − 1. Мы получили противоречие с выбором
δ, которое завершает доказательство теоремы.
�

Из теоремы 1 сразу следует сфомулирован-
ное ниже обобщение основного результата ра-
боты [7]:

Следствие. Произведение неметризуемых
F -компактов конечной спектральной высо-
ты не является F -компактом счетной спек-
тральной высоты.

Для квази-F -компактов спектральной вы-
соты 3 справедлив аналог теоремы о по-
чти единственности спектрального разложе-
ния, доказанной в [3] для F -компактов. А
именно имеет место

Теорема 2. Пусть fi : X → Ki, i =
1, 2 – почти вполне замкнутые отображе-
ния компакта X на метрические компак-
ты Ki с метризуемыми слоями f−1i (t), t ∈
Ki, i = 1, 2. Тогда почти все нетривиальные
слои отображений f1 и f2 совпадают:

|{f−11 (t) : |f−11 (t)| > 1, t ∈ K1}∆

{f−12 (t) : |f−12 (t)| > 1, t ∈ K2}| 6 ω0,

где ∆ – симметрическая разность мно-
жеств.

Доказательство. Достаточно дважды
применить лемму 2. �

Пример 2. Существует F -компакт Z, для
которого qsh(Z) = 3 < sh(Z) = 4.

Для построения искомого компакта вос-
пользуемся конструкцией резольвенты (см. [6],
III.1.1). Пусть X – компакт, и каждой точ-
ке x ∈ X поставлен в соответствие некото-
рый компакт Yx и выбрано непрерывное отоб-
ражение hx : X \ {x} → Yx. Резольвентой
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R(X,Yx, hx) называется множество⋃
{{x} × Yx : x ∈ X},

наделенное топологией, открытую базу кото-
рой образуют множества вида

U ⊗x V = {x} × V ∪⋃
{{x′} × Yx′ : x′ ∈ U ∩ h−1x (V )}),

где U открыто в X, а V – открытое подмноже-
ство Yx. Резольвента является компактным ха-
усдорфовым пространством. Отображение π :
R(X,Yx, hx) → X, переводящее пару (x, y) в
точку x, всегда вполне замкнуто, а его слои
π−1(x) гомеоморфны Yx.

Шаг 1. Возьмем в качестве Z1 отрезок I =
[0, 1]. Для каждого x ∈ I положим Yx = Ix, где
Ix – экземпляр того же отрезка, и определим
hx : I \ {x} → Ix как постоянное отображение:
hx(t) = 0 ∈ Ix для любого t ∈ I \{x}. Положим
Z2 = R(Z1, Ix, hx), и пусть π21 = π : Z2 → Z1

– проекция резольвенты на Z1. В силу пред-
ложения 2 компакт Z2 неметризуем. Заметим,
что Z2 как множество совпадает с I2, следова-
тельно, точками Z2 являются пары (x, y), где
x, y ∈ I.

Шаг 2. Выделим в Z1 = I семейство мощ-
ности континуум попарно непересекающихся
счетных всюду плотных подмножеств {Ax :
x ∈ I}, элементы которого проиндексируем
точками x ∈ I. Для каждого x ∈ I выберем
последовательность {axn : n ∈ N} ⊂ Ax \ {x},
которая сходится к x. Тогда последовательно-
сти {(axn, 0)} и {(axn, 1)} сходятся в Z2 к точке
(x, 0).

Для каждой точки (x, y) ∈ Z2 при y 6= 0
положим Y(x,y) = {0} ⊂ I, а при y = 0 в ка-
честве Y(x,0) возьмем I(x,0), где I – экземпляр
отрезка [0, 1]. Для точек (x, y) ∈ Z2 при y 6= 0
отображение

h(x,y) : Z2 \ {(x, y)} → Y(x,y)

определено однозначно. Для точек вида (x, 0)
построим отображение h(x,0) следующим обра-
зом. Положим h(x,0)(a

x
n, 0) = 0 и h(x,0)(axn, 1) =

1 для всех n ∈ N . Тем самым отображение
h(x,0) определено на замкнутом в Z2 \ {(x, 0)}
подмножестве B = {(axn, 0) : n ∈ N} ∪ {(axn, 1) :
n ∈ N}. Компакт Z2 удовлетворяет первой ак-
сиоме счетности, следовательно, пространство
Z2\{(x, 0)} нормально. Поэтому заданное на B
отображение можно продолжить до непрерыв-
ного отображения h(x,0) : Z2 \ {(x, 0)} → I(x,0).

Положим теперь Z3 = R(Z2, Y(x,y), h(x,y)),
π32 = π : Z3 → Z2, где π – проекция резоль-

венты. Компакт Z3 как множество вкладыва-
ется в I3, его точки мы будем обозначать через
(x, y, z).

Пусть Z0 есть точка и π10 : Z1 → Z0 – по-
стоянное отображение. Таким образом, мы по-
лучили F -спектр S = {Zi, πij : i, j < 4}, предел
которого равен Z3. Значит, Z3 – F -компакт
и sh(Z3) 6 4. В силу предложения 2 прооб-
раз каждой точки x ∈ Z1 при отображении
π31 = π21 ◦ π32 метризуем. Поэтому F -спектр
S можно «ужать» до неприводимого квази-F -
спектра длины 3. Следовательно, qsh(Z3) = 3.

Остается показать, что sh(Z3) = 4. Пред-
положим противное. Тогда существует вполне
замкнутое отображение f : Z3 → K на метри-
ческий компакт с метризуемыми слоями. По
лемме 2 почти все нетривиальные слои отоб-
ражения π31 являются слоями f . Следователь-
но, существует множество Ax такое, что для
любого t ∈ Ax слой (π31)−1(t) является слоем
f . В силу построения отображения h(x,0) мно-
жества

Ci =
⋃
{(π32)−1(axn, i) : n ∈ N}, i = 0, 1

имеют в Z3 непересекающиеся замыкания, по-
скольку [Ci] = Ci ∪ {(x, 0, i)}, i = 0, 1. Оста-
ется заметить, что отображение f склеивает
точки (axn, 0, 0) ∈ C0 и (axn, 1, 0) ∈ C1, при-
чем f(axn, 0, 0) 6= f(axk, 0, 0) при n 6= k. Таким
образом, |f [C0] ∩ f [C1]| = ω0, что противоре-
чит вполне замкнутости f . Итак, Z3 – искомый
компакт. �

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН) и при
финансовой поддержке РФФИ (проект № 17-
51-18051).
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