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О СТРУКТУРЕ КОНФИГУРАЦИОННОГО ГРАФА
С НОРМАЛЬНО РАСПРЕДЕЛЕННЫМ ПАРАМЕТРОМ
СТЕПЕННОГО РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СТЕПЕНЕЙ ВЕРШИН

Ю. Л. Павлов
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН», Петрозаводск, Россия

Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами. Степени вершин
являются независимыми одинаково распределенными случайными величина-
ми, имеющими дискретное степенное распределение с положительным пара-
метром τ . Они равны числу занумерованных в произвольном порядке полуре-
бер. Граф строится путем попарного равновероятного соединения полуребер
для образования ребер. Изучается подмножество таких случайных графов при
условии, что сумма степеней известна и равна n. Пусть τ является случай-
ной величиной, имеющей усеченное нормальное распределение на произволь-
ном фиксированном конечном интервале. Для максимальной степени вершины
и числа вершин заданной степени найдены предельные распределения в раз-
личных зонах стремления N и n к бесконечности.

Ключ е вы е c л о в а: случайный конфигурационный граф; степень вершины;
предельные теоремы.

Yu. L. Pavlov. THE STRUCTURE OF A CONFIGURATION
GRAPH WITH A NORMALLY DISTRIBUTED PARAMETER
OF THE POWER SERIES DISTRIBUTION OF VERTEX
DEGREES
We consider configuration graphs with N vertices. The degrees of the vertices are
independent random variables identically distributed according to the power law,
with a positive parameter τ . They are equal to the number of vertex semiedges that
are numbered in an arbitrary order. The graph is constructed by joining all of the
semiedges pairwise equiprobably to form edges. We study the subset of such random
graphs under the condition that the sum of vertex degrees is known and it is equal
to n. Let τ be a random variable following a truncated normal distribution on an
arbitrary fixed finite interval. We obtained the limit distributions of the maximum
vertex degree and the number of vertices with a given degree for various zones of
N and n tendency to infinity.

K e ywo r d s: random configuration graph; vertex degree; limit theorems.

Введение

Для моделирования современных сложных
сетей коммуникаций в настоящее время ши-

роко используются конфигурационные графы
со случайными степенями вершин (см., напри-
мер, [14]). В таких моделях предполагается,
что степени вершин являются независимы-
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ми одинаково распределенными случайными
величинами. Многочисленные наблюдения за
реальными сетями показали [14], что распре-
деления этих случайных величин можно счи-
тать подчиняющимися дискретному степен-
ному закону (аналог распределения Парето).
Ребра таких графов образуются путем попар-
ного равновероятного соединения друг с дру-
гом различимых полуребер, инцидентных вер-
шинам. Существует несколько способов обес-
печить, в случае необходимости, четность сум-
мы степеней; эти способы, как замечено в [15],
не влияют на асимптотические свойства гра-
фов. Обозначим ξ случайную величину, рав-
ную степени любой вершины графа. В статье
[15] предложена достаточно адекватная мо-
дель конфигурационного графа, в которой

pk = P{ξ = k} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)

где k = 1, 2, . . . , τ – положительный пара-
метр распределения. В реально существую-
щих сетях обычно τ ∈ (1, 2) [14]. Однако в на-
ших последних исследованиях, посвященных
моделированию лесных пожаров [12, 13], по-
казано, что представляют интерес и модели, в
которых τ > 2.

В [9] впервые рассматривались условные
конфигурационные графы при условии, что
число ребер известно. Для таких графов в ря-
де работ исследовалось предельное поведение
максимальной степени вершины и числа вер-
шин заданной степени при различных соотно-
шениях между стремящимися к бесконечности
числе вершин и числе ребер [2, 3, 7]. Получен-
ные результаты можно использовать как для
описания сетей с ограничениями на число свя-
зей, так и для сетей общего вида. Более того,
они могут быть полезны и для изучения пове-
дения и других числовых характеристик, за-
висящих от степенной структуры графа.

В некоторых работах [10, 11] отмечается,
что в процессе роста сетей распределение сте-
пеней вершин может меняться вместе с чис-
лом вершин и даже быть случайным. В [8] рас-
сматривались графы, в которых степени вер-
шин имеют распределение (1), с изменяющим-
ся параметром τ . В статьях [4, 5] этот пара-
метр является случайной величиной, равно-
мерно распределенной на интервале [a, b], 0 <
a < b < ∞. Однако более естественным явля-
ется предположение о том, что случайная ве-
личина τ должна иметь унимодальное распре-
деление. Поэтому в [1] в качестве закона рас-
пределения τ было предложено использовать
гамма-распределение. Известно, что коэффи-
циент асимметрии этого распределения не ра-
вен нулю, что представляется недостатком мо-

дели. Желательно, чтобы плотность распреде-
ления положительного параметра была сим-
метричной. В настоящей статье впервые рас-
сматривается усеченное нормальное распреде-
ление τ на интервале [a, b], 0 < a < b < ∞.
Обозначим

M = Eξ, σ2 = Dξ.

В качестве математического ожидания ξ есте-
ственно выбрать середину интервала [a, b]:

M =
a+ b

2
. (2)

Среднеквадратическое отклонение σ может
принимать любое положительное значение.
Далее нам будет удобно определить σ на ос-
нове известного правила «трех сигм»:

σ =
b− a
6

. (3)

Легко убедиться, что при другом выборе
σ нетрудно внести соответствующие количе-
ственные изменения в следующие ниже дока-
зательства и результаты.

Таким образом, в работе рассматриваются
условные конфигурационные графы с N вер-
шинами, при условии, что сумма степеней вер-
шин равна n, сами степени являются незави-
симыми случайными величинами, имеющими
общее распределение (1), где случайный пара-
метр τ подчиняется усеченному нормальному
закону, заданному на интервале [a, b], 0 < a <
b < ∞ и имеющему параметры (2) и (3). Для
таких графов при N,n → ∞ найдены пре-
дельные распределения максимальной степе-
ни вершины ξ(N) и числа вершин µr, имеющих
степень r. В следующем разделе формулиру-
ются полученные результаты в виде теорем 1–
5, а в последнем разделе изложено доказатель-
ство этих результатов.

Результаты

Введем вспомогательную случайную вели-
чину η такую, что

pk(λ) = P{η = k} = λkpk/B(λ), (4)

где k = 1, 2, . . . , 0 < λ < 1 и

B(λ) =

∞∑
k=1

λkpk. (5)

Из (4) и (5) следует, что

m(λ) = Eη = B−1(λ)

∞∑
k=1

kλkpk,
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σ2(λ) = Dη = B−1(λ)

∞∑
k=1

k2λkpk −m2(λ).

Пусть λ является единственным решением
уравнения m(λ) = n/N. Обозначим F (x)
функцию нормального распределения с пара-
метрами (M,σ), а символами C,C1, C2 – неко-
торые положительные постоянные.

Справедливы следующие результаты.

Теорема 1. Пусть N,n → ∞ так, что
n/N → 1, (n −N)3/N2 > C > 0, а r = r(N,n)
– наименьшие натуральные числа такие, что
Nλrpr+1/p1 → γ, где γ – некоторая положи-
тельная постоянная. Тогда

P{ξ(N) = r} → e−γ , P{ξ(N) = r+1} → 1−e−γ .

Теорема 2. Пусть N,n → ∞ так, что 1 <
C1 6 n/N 6 C2 < M, а r = r(N,n) выбраны
так, что

6aNλr+1

(b− a)e9(F (b)− F (a))B(λ)ra+1 ln r
→ γ,

где γ – некоторая положительная постоян-
ная. Тогда для любого фиксированного k =
0,±1,±2, . . .

P{ξ(N) 6 r+k} = exp{−γλk(1−λ)−1}(1+o(1)).

Теорема 3. Пусть N,n → ∞ так, что
n/N → M и выполнено одно из следующих
условий:

1. a > 2;

2. 0 < a 6 2, и существует такое δ > 0,
что N(1− λ)2+δ →∞.

Тогда

P{| lnλ|ξ(N) − u 6 z} → e−e
−z
,

где −∞ < z <∞, а u = u(N,n) выбраны так,
что

6a| lnλ|ae−(u+9)

(b− a)(F (b)− F (a))B(λ)ua+1 ln(u/| lnλ|)
→ 1.

Теорема 4. Пусть N,n → ∞ так, что
n/N → 1, n − N → ∞. Тогда для любого фик-
сированного натурального r > 3 и для целых
неотрицательных k равномерно относитель-
но (k − Npr(λ))/

√
Npr(λ) в любом фиксиро-

ванном конечном интервале

P{µr = k} = (Npr(λ))
k

k!
e−Npr(λ)(1 + o(1)).

Теорема 5. Пусть N,n → ∞ так, что 1 <
C1 6 n/N 6 C2 < M, или выполнены усло-
вия теоремы 3. Тогда для любого натураль-
ного r равномерно относительно ur = (k −
Npr(λ))/(σrr

√
N) в любом фиксированном ко-

нечном интервале

P{µr = k} = 1 + o(1)

σrr(λ)
√
2πN

e−u
2
r/2,

где

σ2rr(λ) = pr(λ)

(
1− pr(λ)−

(m(λ)− r)2

σ2(λ)
pr(λ)

)
.

Легко видеть, что условия теорем 1–5 не
исчерпывают все возможные случаи поведе-
ния N и n, поэтому получение аналогичных
результатов при других условиях предполага-
ется осуществить в следующих работах.

Доказательство теорем
Обозначим f(x) плотность распределения

параметра τ. Тогда

f(x) =

{
1

σ
√
2π(F (b)−F (a))

e−
(x−M)2

2σ2 , x ∈ [a, b];
0, x /∈ [a, b].

Отсюда и из (1) получаем, что

P{ξ = k} = 1
σ
√
2π(F (b)−F (a))

×

(6)

×
∫ b
a

(
1
kx −

1
(k+1)x

)
e−

(x−M)2

2σ2 dx.

Полагая x = M + σy, легко получить соотно-
шение:∫ b

a

1

kx
e−

(x−M)2

2σ2 dx =
σ

km

∫ b−M
σ

a−M
σ

e−(y
2/2+yσ ln k)dy.

Проведем в этом равенстве еще одну заме-
ну переменной интегрирования: t = (y +
σ ln k)/

√
2, тогда∫ b
a

1
kx e
− (x−M)2

2σ2 dx = σ
√
π

km
√
2
e
σ2 ln2 k

2 ×
(7)

×
(
erf

(
b−M+σ2 ln k√

2σ

)
− erf

(
a−M+σ2 ln k√

2σ

))
,

где

erf(z) =
2√
π

∫ z

0
e−t

2/2dt (8)

– интеграл вероятности. Известно, что при
больших z > 0

erf(z) ∼ 1−
(9)

− e−z
2

√
πz

(
1 +

∞∑
k=1

(−1)k 1 · 3 . . . (2k − 1)

2kz2k

)
.
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Пусть k →∞. Из (7)–(9) находим, что

erf

(
a−M + σ2 ln k√

2σ

)
= 1−

− exp

{
−((a−M)/σ + σ ln k)2

2

}
×

×
√
2σ√

π(a−M + σ2 ln k)
×

×

(
1−

(
a−M
σ

+ σ ln k

)−2
+O

(
1

ln4 k

))
.

Отсюда следует, что

erf

(
a−M + σ2 ln k√

2σ

)
= 1−

√
2√

πσ ln k
×

× exp

{
−σ

2 ln2 k

2

(
1 +

a−M
σ2 ln k

)2
}
× (10)

×
(
1− a−M

σ2 ln k
+O

(
1

ln2 k

))
.

Аналогично

erf

(
b−M + σ2 ln k√

2σ

)
= 1−

√
2√

πσ ln k
×

× exp

{
−σ

2 ln2 k

2

(
1 +

b−M
σ2 ln k

)2
}
×

×
(
1− b−M

σ2 ln k
+O

(
1

ln2 k

))
.

Отсюда и из (10) видим, что

erf

(
b−M + σ2 ln k√

2σ

)
−

− erf

(
a−M + σ2 ln k√

2σ

)
=

=

√
2√

πσ ln k
exp

{
−σ

2 ln2 k

2

(
1 +

b−M
σ2 ln k

)2
}
×

× exp

{
σ2 ln2 k

2

(
1 +

b−M
σ2 ln k

)2
}
×

(11)

× exp

{
−σ

2 ln2 k

2

(
1 +

a−M
σ2 ln k

)2
}
×

×
(
1− a−M

σ2 ln k
+O

(
1

ln2 k

))
−

−
√
2√

πσ ln k
exp

{
−σ

2 ln2 k

2

(
1 +

b−M
σ2 ln k

)2
}
×

×
(
1− b−M

σ2 ln k
+O

(
1

ln2 k

))
.

Из (2) находим, что (a −M)2 = (b −M)2, по-
этому

σ2 ln2 k

2

((
1 +

b−M
σ2 ln k

)2

−
(
1 +

a−M
σ2 ln k

)2
)

=

= (b− a) ln k
и из (11) следует, что при k →∞

erf

(
b−M + σ2 ln k√

2σ

)
−

− erf

(
a−M + σ2 ln k√

2σ

)
=

=

√
2√

πσ ln k
exp

{
−σ

2 ln2 k

2

(
1 +

b−M
σ2 ln k

)2
}
×

× kb−a
(
1− a−M

σ2 ln k
+O

(
1

ln2 k

))
.

Отсюда

erf

(
b−M + σ2 ln k√

2σ

)
−

− erf

(
a−M + σ2 ln k√

2σ

)
=

=

√
2√

πσ ln k
exp

{
−σ

2 ln2 k

2
− (b− a)2

4σ2

}
×

× k
b−a
2

(
1− a−M

σ2 ln k
+O

(
1

ln2 k

))
.

Тогда из (7) вытекает, что∫ b

a

1

kx
e−

(x−M)2

2σ2 dx =

=
1

ka ln k
e−

(b−a)2

4σ2

(
1− a−M

σ2 ln k
+O

(
1

ln2 k

))
.

Аналогично∫ b

a

1

(k + 1)x
e−

(x−M)2

2σ2 dx =

=
1

(k + 1)a ln(k + 1)
e−

(b−a)2

4σ2 ×

×
(
1− a−M

σ2 ln(k + 1)
+O

(
1

ln2 k

))
.
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Проводя элементарные преобразования, из по-
следних двух равенств выводим, что∫ b

a

(
1

kx
− 1

(k + 1)x

)
e−

(x−M)2

2σ2 dx =

=
a(1 + o(1))

ka+1 ln k
e−

(b−a)2

4σ2 .

Учитывая (3), отсюда и из (6) получаем, что
при k →∞

P{ξ = k} ∼
(12)

∼ 6a

(b− a)e9
√
2π(F (b)− F (a))ka+1 ln k

.

В статье [6] рассматривалось предельное пове-
дение ξ(N) и µr в условных конфигурационных
графах при условии, что сумма степеней вер-
шин равна n, а случайная величина ξ, равная
степени любой вершины графа, при k → ∞
обладает свойством:

P{ξ = k} = d(1 + o(1))

kg(ln k)h
, (13)

где d > 0, g > 1, g + h > 1. В этой же ста-
тье показано, что примеры таких графов воз-
никают в случаях, когда параметр τ распре-
деления (1) равномерно распределен на лю-
бом конечном фиксированном интервале или
подчиняется гамма-распределению. Из соот-
ношения (12) следует, что в случае усеченного
нормального распределения τ условия теорем
работы [6] выполнены, если в (13) положить
y = a+ 1, h = 1 и

d =
6a

(b− a)e9
√
2π(F (b)− F (a))

.

Таким образом, рассмотренный нами случай
можно считать еще одним примером случай-
ного конфигурационного графа, удовлетворя-
ющего условиям статьи [6]. Это значит, что
утверждения теорем 1–5 непосредственно сле-
дуют из соответствующих теорем этой статьи.

Финансовое обеспечение исследований осу-
ществлялось из средств федерального бюдже-
та на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных мате-
матических исследований КарНЦ РАН) и при
финансовой поддержке РФФИ (проект № 16-
01-0005a).
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