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КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ СХЕМЫ СОЧЕТАНИЙ
С ОГРАНИЧЕННЫМИ СТЕПАМИ
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Вводится новая характеристика исхода схемы сочетаний – ее степы, под кото-
рыми понимаются разности между соседними элементами исхода, расположен-
ными в возрастающем порядке. Рассматривается процедура перечисления всех
исходов схемы сочетаний с заданным ограничением, устанавливается взаимно-
однозначное соответствие между ними и их номерами, приводится моделиро-
вание возможных значений реализаций схемы.

Ключ е вы е c л о в а: схема сочетаний с ограниченными степами; перечисление
исходов; задача нумерации; моделирование.

N. Yu. Enatskaya. COMBINATORIAL ANALYSIS OF A
COMBINATION SCHEME WITH RESTRICTED STEPS
We introduce a new characteristic of the outcome of a combination scheme, i.e.
its steps, defined as differences between the neighboring elements of the outcome
arranged in the order of increase. We consider the procedure of enumerating all
outcomes of a combination scheme with a given restriction, establish the one-to-
one correspondence between the outcomes and their numbers generated in the
enumeration procedure, and give some methods to simulate the possible outcomes
of the scheme.

K e ywo r d s: combination scheme with restricted steps; enumeration of outcomes;
enumeration problem; simulation.

Введение

Схема сочетаний возникает при выборе r
элементов из n различимых (нумерованных)
элементов без учета их порядка или при разме-
щении r неразличимых частиц по одной по n
различимым ячейкам и является одной из наи-
более распространенных комбинаторных схем,
широко используемой в теории и практике,
т. к. участвует во многих важных распростра-
ненных математических формулах и в выра-
жениях для чисел исходов многих комбина-
торных схем. Число исходов схемы сочетаний
есть Cr

n. Комбинаторный анализ схемы сочета-

ний (по указанным в аннотации направлениям
для данной схемы) проведен в работах [6] и [2],
а при ограничениях на ее размах R – в [3] и [4].

Исход схемы сочетания из n элементов по r
представляет собой набор r номеров выбран-
ных элементов в возрастающем порядке: R∗ =
n̄ = (n1, . . . , nr). В изучаемой схеме вводит-
ся верхнее ограничение на абсолютные разно-
сти соседних элементов в исходах схемы соче-
таний, называемые далее СТЕПАМИ (в тер-
минологии [1] они являются спейсингами вы-
борки исхода схемы сочетаний), обозначаемые
вектором s̄ = (s1, . . . , sr−1), где si = ni+1 − ni.
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Тогда данное ограничение состоит в условии
maxi si 6 S. Это ограничение путем отбра-
ковки из всех исходов схемы сочетаний, пере-
численных в [6], можно учесть по результа-
там непосредственного подсчета степов каж-
дого его исхода при численном анализе схе-
мы. Но для получения аналитических резуль-
татов по всем направлениям исследования схе-
мы для выявления необходимых закономерно-
стей для указанных направлений анализа схе-
мы потребуется строить процедуру прямого
перечисления ее исходов.

Возможность реализации схемы должна
обеспечиваться следующим условием для ее
параметров

r − 1 6 R 6 S(r − 1). (1)

1. Число исходов схемы и их пря-
мое перечисление

Прямое перечисление исходов нашей схемы
производим процессом поединичного выбора
его элементов в возрастающем порядке рав-
новероятно в диапазонах, обеспечивающих их
возрастание, возможность выбора остальных
элементов и заданную ограниченность степов
в исходе схемы:

1 6 n1 6 (n− r + 1) = L1;
n1 + 1 6 n2 6 min(n− r + 2, n1 + S) = L2;
n2 + 1 6 n3 6 min(n − r + 3, n2 + S) = L3

и т. д., откуда следует, что

ni−1 + 1 6 ni 6 min(n− r + i, ni−1 + S) = Li,
(2)

где на i-м шаге добавляется элемент ni,
i = 1, r.

Конкретное значение ni зависит от выбора
ni−1.

Представим процедуру перечисления исхо-
дов схемы при указанном выше поединичном
(пошаговом) добавлении элементов в виде гра-
фа. Пучками графа назовем множество воз-
можных переходов (дуг) из каждого состоя-
ния в состояния следующего шага. Размеры
пучков на каждом шаге определяются чис-
лами исходящих из всех состояний дуг и на
i-м шаге процесса перечисления ai(ni−1) за-
висят от последнего ni−1-го добавленного эле-
мента, и из (2) a1(n0) = a1 = n − r + 1, а для
i = 2, 3, . . . , r – вычисляются по формуле

ai(ni−1) = Li − ni−1. (3)

Число исходов каждого шага (итерации) рав-
но числу пучков исходов следующего шага,
т. е. Ni – число исходов i-го шага (i = 1, r)

по Ni−1-му пучку. Введем вектор добавленных
элементов на i-м шаге в порядке их добавле-
ния m̄i = (mi1, . . . ,miNi−1

), так, что в каждом
j-м пучке (j = 1, Ni−1) значения добавленных
элементов перечисляются подряд в возрастаю-
щем порядке из соответствующего по (2) диа-
пазона для ni при j-м выборе в порядке поеди-
ничного роста значения ni−1 из своего диапа-
зона.

Массив подряд идущих размеров пучков
на (i − 1)-м шаге перечисляем в порядке
перечисления исходов в виде вектора ā∗i =
(a∗i1, . . . , a

∗
iNi−1

), где a∗ij – размер j-го пучка на
(i − 1)-м шаге графа, и называем пучковой
структурой графа на этом шаге.

Процедура перечисления исходов схемы
может быть изображена графом обобщенной
схемы последовательных действий поэлемент-
ного набора исхода схемы сочетаний [2] с дан-
ным ограничением на ее степы и характери-
зуемым своей пучковой структурой, данной в
(3) (см. рис. 1).

Рис. 1. Пучковая структура графа перечисления
исходов схемы
Fig. 1. Cluster structure of the enumeration graph
of the scheme outcomes

Число исходов схемы N определяется пу-
тем последовательных вычислений численно-
стей пошаговых исходов схемы по рекуррент-
ной формуле для Ni – числа исходов i-го шага
их перечисления:

Ni =

Ni−1∑
j=1

a∗ij , (4)

где N0 = 1, N1 = n− r + 1, а N = Nr – число
исходов схемы.

Приведем числовой пример перечисления
исходов схемы и вычисления числа N .
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Пример 1. Пусть n = 8, r = 3, S = 3.
Вычислим по (2) диапазоны варьирования по-
шаговых добавлений элементов в исход схемы
нахождением их крайних значений при каж-
дой фиксации предшествующего добавленно-
го в исход элемента, указывая его в круглых
скобках после номера последнего элемента:

n1 от 1 до (8− 3 + 1) = 6;
n2(1) от 2 до min(8−3 + 2, 1 + 3) = 4; n2(2)

от 3 до min(8− 3 + 2, 2 + 3) = 5;
n2(3) от 4 до min(8−3 + 2, 3 + 3) = 6; n2(4)

от 5 до min(8− 3 + 2, 4 + 3) = 7;
n2(5) от 6 до min(8−3 + 2, 5 + 3) = 7; n2(6)

от 7 до min(8− 3 + 2, 6 + 3) = 7;
n3(2) от 3 до min(8−3 + 3, 2 + 3) = 5; n3(3)

от 4 до min(8− 3 + 3, 3 + 3) = 6;
n3(4) от 5 до min(8−3 + 3, 4 + 3) = 7; n3(5)

от 6 до min(8− 3 + 3, 5 + 3) = 8;
n3(6) от 7 до min(8−3 + 3, 6 + 3) = 8; n3(7)

от 8 до min(8− 3 + 3, 7 + 3) = 8.
Отсюда по (3) получаем последовательно-

сти всех размеров пучков по шагам перечисле-
ния исходов, указанным в индексе, и по всем
конкретным значениям из диапазона измене-
ния предшествующего добавленного элемента,
указанного в скобках:

a1 = 6 − 1 + 1 = 6; а пучковая структура
1-го шага ā∗1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1);

a2(1) = 4−1 = 3; a2(2) = 5−2 = 3; a2(3) =
6− 3 = 3; a2(4) = 7− 4 = 3; a2(5) = 7− 5 = 2;
a2(6) = 7−6 = 1; т. е. пучковая структура 2-го
шага ā∗2 = (3, 3, 3, 3, 2, 1);

a3(2) = 5−2 = 3; a3(3) = 6−3 = 3; a3(4) =
7− 4 = 3;

a3(3) = 3; a3(4) = 3; a3(5) = 8− 5 = 3;
a3(4) = 3; a3(5) = 3; a3(6) = 8− 6 = 2;
a3(5) = 3; a3(6) = 2; a3(7) = 8− 7 = 1;
a3(6) = 2; a3(7) = 1; a3(7) = 1;

т. е. пучковая структура 3-го шага
ā∗3 = (3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 2, 3, 2, 1, 2, 1, 1), что по
(4) дает N = 36.

Добавленные элементы в пучках всех трех
шагов в обозначениях m̄i = (mi1, . . . ,miNi−1

),
i – номер шага, соответственно равны

m̄1 = (1, 2, 3, 4, 5, 6);

m̄2 = (2, 3, 4, 3, 4, 5, 4, 5, 6, 5, 6, 7, 6, 7, 7); (5)

m̄3 = (3, 4, 5, 4, 5, 6, 5, 6, 7, 4, 5, 6, 5, 6, 7, 6, 7, 8, 5,
6, 7, 6, 7, 8, 7, 8, 6, 7, 8, 7, 8, 8, 7, 8, 8, 8).

Представим граф перечисления исходов
схемы в примере, где в итерациях будем ука-
зывать следующий добавленный элемент в ис-
ходе схемы, которым является набор добав-
ленных элементов по траектории графа – по-
следовательность добавленных элементов; на
рисунке 2 все исходы приведены в графе.

Число исходов по графу n = 36 совпало с
вычисленным по (4), а виды исходов – с полу-
ченными значениями по (5).

Рис. 2. Граф перечисления исходов схемы в при-
мере 1
Fig. 2. Enumeration graph of the scheme outcomes
in example 1

2. Задача нумерации

Принципиально задача нумерации (ЗН) ре-
шена в [5] с r последовательными зависимыми
действиям выбора по одному элементу в исхо-
де схемы сочетаний в нашей схеме. С учетом
характера этих действий по пучковой струк-
туре графа перечисления ее исходов, исследо-
ванной в п. 1, решение ЗН будет здесь приве-
дено.
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Прямая задача нумерации

Пусть задан номер N∗ = N
(r)
∗ исхода схемы.

Требуется найти его вид R∗ = R
(r)
∗ при полу-

ченных в п. 1 пучковых структурах графа на
каждом шаге. Для этого решаем следующие
подзадачи (шаги):

1) ищем номер пучка, содержащего иско-
мый исход, что совпадает с номером N

(r−1)
∗

предшествующего состояния на (r−1)-м шаге:

N
(r−1)
∗ = δ +max t :

 t∑
j=1

a∗rj = A(i)
r 6 N

(r)
∗

 ,

(6)

где δ = 0 при Ar = N
(r)
∗ и δ = 1 при Ar < N

(r)
∗ ;

заменяя в (6) r на i, доходим по рекурренте
(2) до первого шага;

2) по (6) ищем номера {pi}, i = 1, r состоя-
ний, предшествующих искомому в пучках при
N

(0)
∗ = 1:

pi = N
(i)
∗ −Ai; (7)

3) из логики перечисления и нумерации исхо-
дов схемы и из рекуррентных формул (2) и
(3) соответственно диапазонов выбора элемен-
та исхода на i-м шаге и размеров пучков гра-
фа перечисления исходов схемы и из (5) по ре-
зультату п. 2) получаем исход i-го действия

ni = pi +miN
(i−1)
∗

, i = 1, r; (8)

4) объединяя результаты п. 3) всех r дей-
ствий, находим R∗.

Пример 2. Пусть в условиях примера 1
N∗ = 16. Тогда по графу на рисунке 2 визу-
ально получаем R

(3)
∗ = (2, 5, 6).

Проверим этот результат по формулам (6),
(7) и (8):

по виду ā∗i из п. 1 в примере 1 и (6) N (2)
∗ =

5 + 1 = 6; по (7) p3 = 16 − 15 = 1; из m̄3 и (8)
получаем n3 = 1 + 5 = 6;

по виду ā∗i из п. 1 в примере 1 и (6) N (1)
∗ =

1 + 1 = 2; по (7) p2 = 6 − 3 = 3; из m̄2 и (8)
получаем n2 = 3 + 2 = 5;

по виду ā∗i из п. 1 в примере 1 и (6) N (0)
∗ =

1 + 1 = 2; по (7) p1 = 2 − 1 = 1; из m̄1 и (8)
получаем n1 = 1 + 1 = 2;

объединяя результаты значений n1, n2, n3,
получаем искомый вид исхода схемы R

(3)
∗ =

(2, 5, 6), что совпадает с визуальным результа-
том.

Обратная задача нумерации

Пусть дан вид исхода R∗ = (n1, . . . , nr).
Нужно найти его номер N∗.

Задача решается по траектории от началь-
ного состояния к искомому в графе перечис-
ления исходов схемы путем определения на
каждом шаге номера пучка и номера в пуч-
ке прохождения этой траектории, который в
[5] не найден. Тогда по полученной в п. 1 пуч-
ковой структуре графа с известными разме-
рами пучков на каждом шаге искомый номер
получаем как сумму размеров предшествую-
щих пучков искомого состояния траектории
r-го шага, сложенной с его номером в содер-
жащем его пучке на r-м шаге. Таким образом,
решение задачи проводится в три шага:

1) нахождение номеров последовательных
состояний траектории в пучках графа пере-
числения исходов схемы {li}, i = 1, r, по ре-
куррентной формуле:

li = ni − ni−1 (9)

при n0 = 0;
2) нахождение номеров последовательных

пучков, предшествующих пучкам прохожде-
ния траектории в графе от начального исхода
к конечному данного вида, т. е. перечисления
исходов схемы {qi}, i = 1, r, по формулам:

q1 = 0, q2 = n1 − 1, qi =

qi−1∑
j=1

I(a∗ij) + li−1 − 1,

(10)
где I(z) = 0 при z = 0 и I(z) = 1 при z > 0;

3) вычисление искомого номера исхода по
номеру содержащего его пучка и его номера
в этом пучке при известных из п. 1 размерах
пучков по формуле:

N∗ =

qr∑
j=1

a∗rj + lr. (11)

Пример 3. Пусть в условиях примера 1
R

(3)
∗ = (2, 5, 6). Тогда по графу на рисун-

ке 2 визуально получаем N
(3)
∗ = 16. Прове-

рим этот результат по формулам (9)–(11) при
n1 = 2, n2 = 5, n3 = 6: по (9) l1 = 2,
l2 = 5 − 2 = 3, l3 = 6 − 5 = 1; из приме-
ра 1 ā∗1 = (1, 1, 1, 1, 1, 1), ā∗2 = (3, 3, 3, 3, 2, 1),
ā∗3 = (3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 3, 2, 2, 2, 1, 2, 1, 1) и по (10)
q1 = 0, q2 = 1, q3 = 3 + 2 = 5;

по данным выше ā∗1, ā
∗
2, ā

∗
3, l3, q2 и по (11)

N∗ = 3 + 3 + 3 + 3 + 3 + 1 = 16, что совпа-
дает с визуальным результатом.
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3. Вероятностное распределение ис-
ходов схемы

Вероятности исходов схемы вычисляются
по графу перечисления исходов схемы по фор-
муле умножения вероятностей последователь-
ных наборов их элементов из данных в (2) диа-
пазонов в соответствии с процедурой их пере-
числения, описанной в п. 1. Неравные вероят-
ности исходов возникают в связи с уменьше-
нием части диапазонов варьирования правых
границ вариантов значений элементов исхода
схемы сочетаний по мере их роста в порядке
перебора в соответствии с (2). Для иллюстра-
ции приведем вычисление вероятностей исхо-
дов схемы примера 1 (см. рис. 2), обозначая
их в порядке перечисления исходов схемы че-
рез (p1, p2, . . . , p36):

p1 = p2 = . . . = p24 = p27 = p28 = p29 =
(1/6)(1/3)(1/3) = 1/54;

p25 = p26 = p30 = p31 = (1/6)(1/3)(1/2) =
1/36;

p32 = (1/6)(1/3) · 1 = 1/18;
p33 = p34 = (1/6)(1/2)(1/2) = 1/24;
p35 = (1/6)(1/2) · 1 = 1/12;
p36 = (1/6) · 1 · 1 = 1/6.
Проверка на распределение:

∑36
i=1 pi =

(27/54) + (4/36) + (1/18) + (2/24) + (1/12) +
(1/6) = 1.

4. Моделирование исходов схемы
В отличие от обычного моделирования ис-

ходов схемы, состоящего в проведении проце-
дуры их непосредственного формирования с
учетом специфики схемы, аналитический ре-
зультат решения прямой ЗН для исходов схе-
мы дает возможность проведения единообраз-
ного подхода к моделированию ее исходов –
так называемого быстрого моделирования при
известном вероятностном распределении исхо-
дов путем разыгрывания для каждого по од-
ному случайному числу его номера методом
маркировки (см. [7]), определяющего вид ис-
хода, что требует меньшего числа операций.

5. Приближенное оценивание числа
исходов схемы по модели

Моделируем по [7] NA исходов схемы со-
четаний из n различимых элементов по r без
учета их порядка из Cr

n. Для каждого исхода
вычисляем его степ и определяем среди смо-
делированных число M исходов со степами
< S. Тогда искомое число исходов нашей схе-
мы приближенно определяется методом про-
порций по формуле

N ≈ MCr
n

NA
= Ñ ,

где достаточно большое значение числа NA

определяется требуемыми точностью и надеж-
ностью оценки для N из нижеприведенных
неравенств. Исследуем качество полученной
оценки Ñ для N исходов нашей схемы, где
M/NA – наблюденная частота успеха опыта
– появления ее исхода среди NA исходов схе-
мы размещений. Число M можно представить
в виде M = X1 + X2 + . . . + XNA

, где при
i = 1, NA {Xi} – случайные величины, имею-
щие распределение Бернулли с вероятностью
успеха p = N/Cr

n. Тогда по уточненной по
неравенству Чебышева теореме Бернулли вы-
полняются соотношения

γ = P

(∣∣∣∣MNA
− N

Cr
n

∣∣∣∣ < ε∗
)

=

= P

(∣∣∣∣MCr
n

NA
−N

∣∣∣∣ < ε∗Cr
n = ε

)
=

= P (|Ñ −N | < ε) > 1− p(1− p)
NA(ε∗)2

> 1− (Cr
n)2

4NAε2
,

где для оценки Ñ числа N исходов нашей схе-
мы ε – ее точность, а γ > 1 − (Cr

n)
2

4NAε2 – оценка
ее надежности γ с этой точностью. Для полу-
чения нетривиальной оценки для γ потребуем,
чтобы NA > (Cr

n)2/4ε2.
Более точную оценку надежности γ с за-

данной точностью ε оценки Ñ числаN исходов
нашей схемы можно получить по следствию из
теоремы Муавра-Лапласа из соотношений

γ = P

(∣∣∣∣MNA
− N

Cr
n

∣∣∣∣ 6 ε∗
)

=

= P

(∣∣∣∣MCr
n

NA
−N

∣∣∣∣ 6 ε∗Cr
n = ε

)
=

= P (|Ñ −N | 6 ε) ≈ 2Φ
(
ε∗
√
NA/p(1− p)

)
>

> 2Φ(2ε
√
NA/C

r
n),

где Φ(x) = (1/
√

2π)
∫ x
0 exp−x2/2 dx – табличная

функция Лапласа.
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