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АЛГОРИТМ ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ИДЕНТИФИКАЦИИ
МОДЕЛИ БЫСТРОЙ ВОДОРОДОПРОНИЦАЕМОСТИ

Ю.В. Заика, Н. И. Родченкова

Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН, Петрозаводск

Производство высокочистого водорода необходимо для экологически чистой
энергетики и различных химико-технологических процессов. Методом изме-
рения удельной водородопроницаемости исследуются различные сплавы, пер-
спективные для использования в газоразделительных установках. Требуется
оценить параметры диффузии и сорбции с тем, чтобы иметь возможность чис-
ленно моделировать различные сценарии и условия эксплуатации материала
(включая экстремальные), выделять лимитирующие факторы. В статье пред-
ставлены нелинейная модель быстрой водородопроницаемости в соответствии
со спецификой эксперимента и алгоритм ее параметрической идентификации.

Ключ е вы е c л о в а: водородопроницаемость; нелинейные краевые задачи;
разностные схемы; численное моделирование.

Yu.V. Zaika, N. I. Rodchenkova. PARAMETRIC IDENTIFICA-
TION ALGORITHM FOR A FAST HYDROGEN
PERMEABILITY MODEL
High-purity hydrogen is required for clean energy and a variety of chemical
technology processes. Various alloys, which may be well-suited for use in gas-
separation plants, were investigated by measuring specific hydrogen permeability.
One had to estimate the parameters of diffusion and sorption to numerically
model the different scenarios and operational conditions of the material usage
(including extreme ones), and identify the limiting factors. This paper presents a
nonlinear model of fast hydrogen permeability in accordance with the specifics of the
experiment and the parametric identification algorithm. This work was supported
by the Russian Foundation for Basic Research (Project No. 15-01-00744).
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Введение
Исследования взаимодействия изотопов во-

дорода с конструкционными материалами
инициированы прежде всего задачами энер-
гетики, защиты металлов от водородной кор-
розии, проектирования химических реакто-
ров [2, 3, 6, 8, 10, 13, 14, 17, 20, 21]. Мето-
дом измерения удельной водородопроницаемо-
сти исследуются различные сплавы, перспек-
тивные для использования в газоразделитель-
ных установках. Требуется оценить парамет-

ры диффузии и сорбции с тем, чтобы иметь
возможность численно моделировать различ-
ные сценарии и условия эксплуатации матери-
ала (включая экстремальные), выделять ли-
митирующие факторы. Некоторые частные за-
дачи водородного материаловедения, созвуч-
ные теме данной работы, представлены и ис-
следованы в [12, 15, 23, 27, 28].

Лимитирующими являются не только диф-
фузионные процессы, но и физико-химические
явления на поверхности [2, 3]. Параметры пе-
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реноса зависят и от технологических особен-
ностей получения материала, поэтому вряд ли
следует ориентироваться на «табличные зна-
чения», нужны эффективные алгоритмы ре-
шения обратных задач параметрической иден-
тификации адекватных математических моде-
лей по экспериментальным данным. В статье
остановимся на методе проницаемости, учиты-
вая лишь основные факторы для прикладной
задачи мембранной фильтрации и информа-
ционные возможности рассматриваемого экс-
перимента. Основой для проведенных матема-
тических исследований послужили работа [16]
и данные по водородопроницаемости некото-
рых перспективных сплавов [11].

Модель водородопроницаемости

Распределенная модель переноса
Вначале кратко опишем эксперимент. Об-

разец конструкционного материала, нагрето-
го до фиксированной температуры, является
перегородкой вакуумной камеры. Предвари-
тельно проведена дегазация. В начальный мо-
мент времени на входной стороне скачкообраз-
но создается давление молекулярного водоро-
да. Измеряется падающее давление на входе и
растущее давление в выходной емкости.

Рассмотрим перенос водорода сквозь обра-
зец материала (пластину толщиной ` и площа-
дью S). Температура T постоянна в течение
одного эксперимента. Концентрация раство-
ренного водорода (в атомарном состоянии) от-
носительно мала и диффузионный поток мож-
но считать пропорциональным градиенту кон-
центрации. Часть атомов H взаимодействует
с ловушками (микродефекты различной при-
роды, включая микрополости), которые могут
удерживать водород. Ограничимся представ-
лением об «ограниченном стоке» без дополни-
тельной детализации. В качестве модели диф-
фузии с ограниченным захватом в объеме при-
мем нелинейную систему уравнений

∂c

∂t
= D(T )

∂2c

∂x2
− f(T , z, c), (1)

∂z

∂t
= f ≡ a(T )

[
1− z(t, x)

zmax

]
c− aout(T )z, (2)

где c(t, x) — концентрация диффундирующе-
го водорода (атомарного); z(t, x) — концентра-
ция захваченного диффузанта; D — коэффи-
циент диффузии; a ≡ ain и aout — коэффици-
енты поглощения и высвобождения атомов H
ловушками. Знак тождества часто используем
в смысле равенства по определению. Величи-
ну zmax считаем малой, захват носит характер

поправки и не требует более детального моде-
лирования. Для конструкционных материалов
(рассматривается металлический сплав) в ра-
бочем диапазоне температур T ∈ [500, 800]K,
как правило, aout � ain и в процессе на-
сыщения (проницаемости) нет необходимости
усложнять модель (далее полагаем aout = 0).
Величины D, a зависят от температуры T об-
разца по закону Аррениуса с предэкспонен-
циальными множителями D0, a0 и энергиями
активации ED, Ea (R — универсальная газо-
вая постоянная): D = D0 exp

{
−ED/[RT (t)]

}
,

a = a0 exp
{
−Ea/[RT (t)]

}
. Начальные данные:

в силу предварительной дегазации

c(0, x) = 0, z(0, x) = 0, x ∈ [0, `]. (3)

Из баланса потоков получаем следующие
нелинейные граничные условия:

−dQin

dt
=
[
2s(T )µ(T )p0(t)−

− b(T )c20(t)
]
S = −SD ∂c

∂x

∣∣∣
x=0

, (4)

−dQout

dt
=
[
2s(T )µ(T )p`(t)−

− b(T )c2` (t)
]
S = SD

∂c

∂x

∣∣∣
x=`

. (5)

Здесь Qin(t), Qout(t) — количество атомов во-
дорода во входной емкости объема Vin и вы-
ходной емкости объема Vout, c0(t) ≡ c(t, 0),
c`(t) ≡ c(t, `). Газообразный водород в рас-
сматриваемом «рабочем» диапазоне темпера-
тур находится в молекулярной форме, но для
единообразия, поскольку сквозь металличе-
скую мембрану диффундирует атомарный во-
дород, подсчет будем вести в атомах. Согласно
кинетической теории газов плотность Jp пада-
ющего на поверхность потока частиц связана
с давлением p по формуле Герца –Кнудсена:
Jp = p/

√
2πmkT (k — постоянная Больцма-

на, m — масса молекулы водорода). В контек-
сте рассматриваемой методики эксперимента
удобно в качестве единиц измерений выбрать
[`] = см, [p] = торр. Тогда численно получаем
зависимость Jp = µp, µ(T ) ≈ 2.474 · 1022/

√
T(

[µ] = 1H2
/(торр см2 с), [T ] = K

)
. На поверхно-

сти происходят процессы физической адсорб-
ции, хемосорбции, диссоциации молекул на
атомы, растворения. Лишь малая часть «на-
летающих» атомов H окажется в абсорбиро-
ванном состоянии в объеме. Это отражается
множителем 2s. Можно вместо 2s написать s
(как параметр модели), но далее удобно в за-
писи 2s безразмерный вероятностный множи-
тель s интерпретировать как долю абсорбиру-
емых атомов H. Итак, 2sµp— результирующий
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поток атомов в объем сквозь поверхность без
разделения на более элементарные стадии. По
контексту слово «плотность» опускаем.

Далее, J0,` = bc20,` — это плотности потоков
десорбции из образца (отклонение от квадра-
тичности существенно лишь при экстремаль-
ных температурах), b — коэффициент десорб-
ции. Для s и b также предполагаем арре-
ниусовскую зависимость от температуры. По
крайней мере формально: в экспоненте «энер-
гия активации» Es может оказаться и отри-
цательной величиной как линейная комбина-
ция энергий активаций и теплот поверхност-
ных процессов на пути «из газа в раствор».
Если с обеих сторон мембраны поддерживать
постоянное давление насыщения ps = const
(s − saturation) молекулярного водорода при
постоянной температуре T , то в итоге уста-
новится равновесная концентрация c̄ раство-
ренного атомарного диффузионно подвижно-
го водорода. Из модели (4), (5), приравни-
вая производные к нулю, получаем c̄ ∝ √ps :
c̄ = Γ

√
ps, Γ ≡

√
2sµ/b.

Уточним экспериментальные условия.
Объемы Vin,out — несколько литров, толщина
мембраны ` меньше мм, площадь S — око-
ло см2, давление напуска p0(0) — несколь-
ко десятков торр. Диапазон [pmin, pmax] неве-
лик, ограничимся zmax = σc̄, σ 6 0.1. Это
не приведет к нарушению закона Сивертса(
c̄ + zmax ∝

√
ps
)
, причем c̄ + zmax ≈ c̄ = Γ

√
ps

в пределах экспериментальной точности.
Остается определить величины Qin, Qout.

В масштабе времени переноса сквозь мембра-
ну газ находится в термодинамическом квази-
равновесии, поэтому воспользуемся формулой
N = pV/(kT ). Здесь N — количество частиц
газа, занимающего объем V при температу-
ре T и давлении p (в системе СИ [p] = Па,
[V ] = м3, [k] = Дж/К). С учетом соотноше-
ний торр = 133.322Па, Па = Дж/м3 (фор-
мально), получаем для соответствующих дав-
лений и объемов в граничных условиях (4), (5)
Q = 2N = αpV/T , α ≈ 1.931·1019. Здесь p,V ,T
означают численные значения в выбранных
единицах (торр, см3, К).
Замечание. Конструктивно мембрана нахо-
дится в трубке (которая нагрета до задан-
ной температуры) между входной и выход-
ной емкостями. Диаметр трубки достаточно
велик, чтобы критерием термодинамического
квазиравновесия газа в трубке и емкостях счи-
тать равенство давлений. В кинетической кон-
станте µ(T ) следует брать температуру мем-
браны. В объемах Vin,out (массивные оболоч-
ки которых находятся при комнатной темпе-
ратуре) газ может нагреваться. Целесообраз-

но в предварительном эксперименте напустить
в емкости «комнатный» газ при практически
непроницаемой металлической мембране. За-
тем нагреть трубку и зафиксировать повыше-
ния давлений. В рамках приближения (урав-
нения состояния) идеального газа это позволя-
ет оценивать приращения температуры газа в
емкостях. Соответствующие температуры га-
за и нужно использовать в приведенной для
Q формуле (и последующих, за исключени-
ем значения µ). Необходимость такого уточне-
ния определяется особенностями конкретной
экспериментальной установки. Соответствую-
щая корректировка значенийT в дальнейших
выкладках не должна вызывать затруднений.
К тому же эта процедура относительно слабо
влияет на итоговый расчет модельных давле-
ний с учетом погрешностей измерений и при
относительно больших объемах V .

Модель быстрой проницаемости
Из физических соображений ясно, что, ко-

гда мембрана тонкая и материал обладает вы-
сокой водородопроницаемостью, быстро уста-
новится квазистационарный режим: ловушки
насыщены и распределение диффузанта прак-
тически линейное по толщине. В этом смысле
расчеты в рамках приведенной выше «общей»
модели подтверждают ее адекватность. При
отсутствии возможности измерять приповерх-
ностные концентрации на практике часто ис-
пользуется приближение Ричардсона для про-
никающего потока:

J(t) = −D∂xc = D`−1
[
c0(t)− c`(t)

]
≈

≈ JR(t) = DΓ`−1
[√

p0(t)−
√
p`(t)

]
.

Поставим задачу моделирования концентра-
ций c0,` по давлениям p0,` (что представляет
и самостоятельный интерес) без квазиравно-
весного упрощения c(t) = Γ

√
p(t).

Спустя малое в масштабе эксперимента
время t0 наступает квазистационарный режим
(ловушки насыщены и ∂xc = −[c0(t)−c`(t)]/`),
что существенно упрощает исходную модель
(1)–(5) (с учетом формулы Q = αpV/T ):

ṗ0,`(t) = ∓β0,`
[
c0(t)− c`(t)

]
, (6)

t > t0 > 0, β0,` ≡ SD
[
αVin,out`

]−1
T,

2sµp0,`(t)−bc20,`(t) = ±D`−1
[
c0(t)−c`(t)

]
. (7)

Поскольку в силу баланса «вход–выход» вы-
полняются равенства ṗ`(t) = −VinV −1out ṗ0(t) ⇒
p`(t) = p`(t0) + VinV

−1
out

[
p0(t0) − p0(t)

]
, то до-

статочно из граничных условий (7) выразить
концентрации c0,`(t) = c0,`(p0(t)) и подставить
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в первое уравнение (6) (выбор знаков соответ-
ствует порядку индексов 0, `).

Для численного моделирования удобны
безразмерные нормированные переменные

X0,`(t) = 1 + 2`c0,`(t)bD
−1, (8)

a0,`(t) = 4`2Γ2p0,`(t)b
2D−2− 1.

При этом система уравнений (7) компактно за-
писывается в симметричном виде a0 + 2X` =
X2

0 , a` + 2X0 = X2
` . Для переменной X ≡ X`

получаем неполное уравнение четвертой сте-
пени [X2−a`]2 = 4[2X+a0], которое решается
в радикалах (нас интересует положительный
корень из физических соображений). Правда,
явное выражение несколько громоздко и все
равно придется численно интегрировать пер-
вое уравнение (6) вида ṗ0 = f(p0). Поэтому на-
целимся на вывод дифференциальных уравне-
ний для X0,`, поскольку информация о дина-
мике граничных концентраций c0,` представ-
ляет и самостоятельный интерес.

Продифференцируем по времени уравне-
ния (7) и подставим производные давлений
из (6). В переменных X0,` получим систему

Ẋ0(t) = −2sM0

[
X0 −X`

]
·
X` − VinV −1out

X0X` − 1
, (9)

Ẋ`(t) = 2sM`

[
X0 −X`

]
·
X0 − V −1in Vout

X0X` − 1
, (10)

M0 ≡
µST

αVin
, M` ≡

µST

αVout
, t > t0.

Замена переменных (8) определяет концен-
трации c0,`(t), по которым из уравнений (7)
вычисляются модельные давления p0,`(t).

Сформулируем поэтапно алгоритм числен-
ного моделирования давлений p0,`(t) (t > t0)
при текущих значениях коэффициентов D, b,
s (авторы пользовались свободно распростра-
няемым пакетом Scilab). Ориентируемся на
«обычные» условия эксперимента [11, 16, 18,
19, 30], включая значения p, T , `, V , S.

1. Фиксируем t = t0: пропускаем быстрые
переходные процессы (десятки секунд в мас-
штабе часов эксперимента). Для переменной
X ≡ X` выбираем корень полинома четвертой
степени [X2−a`(t0)]2−4[2X+a0(t0)]. Из физи-
ческих соображений c`(t0) > c̄`(t0) и, следова-
тельно, X > 1+

√
1 + a` = 1+2`Γ

√
p`(t0)bD

−1.
2. Из системы уравнений a0 + 2X` = X2

0 ,
a` + 2X0 = X2

` (t = t0) находим недостающее
значение X0(t0). Достаточно и одного уравне-
ния, но учитываем усредняющие процедуры,
включая определение значений p0,`(t0).

3. С полученными начальными данными
численно интегрируем систему ОДУ (9), (10).
Замена переменных (8) определяет концентра-
ции c0,`(t), по которым из уравнений (7) вы-
числяются модельные давления p0,`(t), t > t0.

Вычислительные эксперименты показыва-
ют, что модельные кривые уже практически
неотличимы (при t > t0) от тех, которые гене-
рируются исходной принятой моделью — нели-
нейной распределенной краевой задачей.

Отметим принципиальное отличие от ква-
зиравновесной модели (приближения Ричард-
сона), где единственным параметром для
аппроксимации экспериментальных давлений
является комплекс Φ = DΓ. При реализации
описанного выше алгоритма существенными
являются все варьируемые параметры исход-
ной модели, влияющие на проницаемость: D,
b, s. Тем самым модель быстрой водородопро-
ницаемости не теряет информативность о рас-
сматриваемых параметрах переноса.

Моделирование H-проницаемости

Комплексирование экспериментов
В экспериментальной практике широко

применяются различные модификации мето-
дов прорыва и термодесорбционной спектро-
метрии (ТДС). Результаты измерений зависят
не только от особенностей установок, но и от
тщательности подготовки образцов новых пер-
спективных материалов, подлежащих тести-
рованию на водородопроницаемость. Неред-
ко последовательная смена методик приводит,
например, к появлению дополнительных при-
месей на поверхности образца, что существен-
но влияет на воспроизводимость результатов.
Эти данные являются входными при решении
обратных задач параметрической идентифи-
кации, чувствительных к уровню различно-
го рода погрешностей. В этой связи целесооб-
разно комплексирование экспериментов с це-
лью повышения точности и информативности
измерений. Предлагается следующий вариант
«каскадного» эксперимента.

Мембрана, нагретая до фиксированной
температуры, является перегородкой вакуум-
ной камеры. Предварительно проведена дега-
зация образца. С входной стороны скачкооб-
разно создается достаточно высокое давление
газообразного водорода. С выходной стороны
производится непрерывная вакуумная откач-
ка и с помощью масс-спектрометра опреде-
ляется проникающий поток. Это эксперимент
прорыва. Его достоинством является надеж-
ное определение коэффициента диффузии ме-
тодом Дайнеса –Бэррера (по так называемому
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времени запаздывания). Это позволяет «от-
делить» в модели объемные процессы от по-
верхностных, параметры которых значитель-
но труднее оценить. По достижении стацио-
нарного уровня проникающего потока повы-
шаем входное давление и дожидаемся уста-
новления нового стационарного значения. По
трем (как минимум) скачкам на входе фик-
сируем стационары на выходе, что позволя-
ет оценить «степень прямолинейности» изо-
термы. Затем прекращаем откачку, и экспе-
римент переходит в стадию «сообщающихся
сосудов», как описано выше. После выравни-
вания давлений (образец практически равно-
мерно насыщен водородом) можно отключить
нагрев, затем произвести откачку с обеих сто-
рон мембраны и начать медленный нагрев об-
разца (ТДС-эксперимент). При этом не проис-
ходит разгерметизации диффузионной ячейки
и поверхность образца не загрязняется допол-
нительными примесями. Детали первых двух
стадий далее будут уточняться по мере изло-
жения метода решения обратной задачи пара-
метрической идентификации.

Численное моделирование прорыва

Ориентируемся для определенности на до-
статочно подробные описания условий экспе-
риментов и данные по сплавам с высокой водо-
родопроницаемостью на основе металлов 5-й
группы, в частности ванадия, представленные
в публикациях [1, 5, 11, 16, 18, 19, 22, 30].
Фиксируем T = 673K, ` = 0.05 см, µ(T ) =

2.474 × 1022/
√
T 1H2

/(торр см2 с), D = 2 ×
10−5 см2/с, Γ = 2 × 1020 1H/(см3√торр), Φ =

DΓ = 4× 1015 1H/(см с√торр). Задаем значе-
ние s = 1.2 × 10−4 и вычисляем соответству-
ющий коэффициент десорбции b = 2µs/Γ2 =
5.7× 10−24 см4/с. Задаем тройку входных дав-
лений p̄1,2,3 = {30, 50, 70} торр, которые скач-
кообразно устанавливаются и поддерживают-
ся до достижения стационарных потоков на
выходе. Предварительно мембрана дегазиро-
вана, с выходной стороны ведется постоянная
вакуумная откачка. Температуру газа во вход-
ной и выходной емкостях (достаточно большо-
го объема) считаем равной 300K. Эта незна-
чительная поправка к комнатной температуре
обусловлена нагревом диффузионной ячейки с
образцом (уточняется характеристиками кон-
кретной экспериментальной установки).

Условия эксперимента таковы, что на выхо-
де мембраны концентрация практически нуле-
вая, а на входе относительно быстро устанав-
ливается стационарная концентрация (но она
ниже равновесной): c̃ < c̄. В рамках модели

определяем c̄i и c̃i по формулам

c̄i =
√

2µsp̄ib−1,

2µsp̄− bc̃2 = J̄ = Dc̃`−1 ⇒

⇒ c̃i =− a+
√
a2 + Γ2p̄i, a ≡ D[2b`]−1.

Для фиксированных выше модельных значе-
ний параметров

c̃1 = 1.06× 1021 < c̄1 = 1.09× 1021,

c̃2 = 1.38× 1021 < c̄2 = 1.41× 1021,

c̃3 = 1.64× 1021 < c̄3 = 1.67× 1021.

Далее приведем решения стандартных кра-
евых задач с граничными условиями I рода,
соответствующих скачкам входного давления.

I этап. Краевая задача метода прорыва:

ct = Dcxx, 0 < x < `, t > 0,

c(t, 0) = c̃1, c(t, `) = 0, t > 0,

c(0, x) = 0, x ∈ [0, `].

Решение в форме ряда Фурье:

c(t, x) = c̃1 (`− x)`−1−

−
∞∑
n=1

2c̃1
nπ

exp
{
− n2π2Dt

`2

}
sin

nπx

`
.

Проникающий поток:

J1(t) = −Dcx|` = Dc̃1`
−1×

×
[
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n exp
{
− n2π2Dt

`2

}]
.

С вычислительной точки зрения целесооб-
разно перейти к безразмерному времени t′ =
Dt/`2, ориентированному на характерное вре-
мя диффузии `2/D. При малых t→ 0 возника-
ет особенность при непосредственном исполь-
зовании частичной суммы представления

f(t′) = 1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n exp {−n2π2t′}. (11)

Приведем другое выражение для f , исполь-
зуя аппарат тэта-функций Якоби. Точнее, нас
интересует функция

θ3(t, x)=1+2

∞∑
n=1

exp{−n2π2t} cos(2nπx), t>0.

При x = 0 имеем другое представление [9]

θ3(t, 0) = 1 + 2
∑∞

n=1
exp{−n2π2t} =

=
1√
πt

∑∞

−∞
exp

{
− n2

t

}
. (12)
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Ряд слева быстро сходится при больших зна-
чениях t, а ряд справа — при малых t (кото-
рые нас сейчас и интересуют). Если опреде-
лить θ(t) =

∑
exp{−πn2t} (n ∈ Z, t > 0), то

получим соотношение θ(1/t) =
√
tθ(t), или

√
t
∑

exp{−πn2t}=
∑

exp{−πn2t−1} (n ∈ Z),

известное как функциональное уравнение для
тэта-функции [7]. После технических преобра-
зований получаем

f(t′) =
2√
πt′

∑
m=2n−1

exp
{−m2

4t′

}
(n ∈ N). (13)

Для полноты изложения приведем подроб-
ные выкладки, которые можно пропустить.
Для разбиения на суммы с четными и нечет-
ными номерами слагаемых удобно ввести обо-
значение

∑′ ≡∑1,3,5,.... Преобразования:

f(t′) = 1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n exp {−n2π2t′} =

= 1− 2
∑′

exp {−n2π2t′}+

+ 2

∞∑
n=1

exp {−4n2π2t′}︸ ︷︷ ︸
четн.

(12)
=

(12)
= −2

∑′
· · ·+ 1

2
√
πt′

∞∑
−∞

exp
{−n2

4t′

}
=

= −2
∑′

. . .+
1

2
√
πt′

[
1+ 2

∞∑
n=1

exp
{−n2

4t′

}]
=

= −2
∑′
· · ·+ 1

2
√
πt′

[
2
∑′

exp
{−n2

4t′

}
+

+ 1 + 2

∞∑
n=1

exp
{
− n2

t′

}
︸ ︷︷ ︸

четн.

] (12)
=

(12)
=

1√
πt′

∑′
exp

{
− n2

4t′

}
+

+
1

2
√
πt′

[√
πt′
{

1 + 2

∞∑
n=1

exp{−n2π2t′}
}]
−

− 2
∑′

exp {−n2π2t′} =

=
1√
πt′

∑′
exp

{
− n2

4t′

}
+

1

2
f(t′)⇒

⇒ f(t′) =
2√
πt′

∑′
exp

{
− n2

4t′

}
.

Для рассматриваемой прикладной задачи
с достаточной точностью можно положить
(используя лишь частичные суммы из пяти
слагаемых):

1. t′ ∈ [0, 10−4]⇒ f(t′) ≡ 0;

2. t′ ∈ [10−4, 10−1]⇒ f(t′) : (13);

3. t′ ∈ [10−1, 1]⇒ f(t′) : (11);
4. t′ > 1⇒ f(t′) = 1.

Функция f(t′) имеет S-образный вид кривой
насыщения (см. врезку на рисунке 1).

Окончание I этапа: c(t∗, x) = c̃1(`− x)`−1.

II этап (t∗ → t0 = 0, начало отсчета t):

ct = Dcxx, 0 < x < `, t > 0,

c(t, 0) = c̃2, c(t, `) = 0, t > 0,

c(0, x) = c̃1(`− x)`−1, x ∈ [0, `].

Решение: c(t, x) = c̃2 (`− x)`−1−

−2

∞∑
n=1

c̃2 − c̃1
nπ

exp
{
− n2π2Dt

`2

}
sin

nπx

`
.

Проникающий поток:

J2(t) = D`−1
[
c̃1 + (c̃2 − c̃1)×

×
[
1 + 2

∞∑
n=1

(−1)n exp
{
− n2π2Dt

`2

}]]
.

Окончание II этапа: c(t∗, x) = c̃2(`− x)`−1.
III этап. Формулы аналогичны с цикличе-

ской заменой c̃1 → c̃2, c̃2 → c̃3.
Результат склейки этапов в единый «экс-

периментальный» график проникающего по-
тока J(t) (условно t = (t1, t

∗
1 + t2, t

∗
2 + t3),

J = (J1, J2, J3)) показан на рисунке 1.
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Рис. 1. Установление стационарных потоков
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Пересчет давления в поток
В реальном эксперименте измеряется не

проникающий поток, а давление газа в выход-
ном объеме V = Vout. Поэтому приведем со-
ответствующую формулу пересчета. Обозна-
чим ν скорость откачки вакуумной системы
([ν] = м3/с). За основу примем уравнение со-
стояния идеального газа: pV = NkT . Здесь
[p] = Па, [V ] = м3, N — число частиц (мо-
лекул H2), k — константа Больцмана. Диффе-
ренцируя по t, получаем ṗV = ṄkT .

Подсчитаем баланс частиц за время ∆t:

∆N =
J`
2
S∆t− ν∆t

N

V
, J` = −SD ∂c

∂x

∣∣∣
`
,

где [N/V ] = 1H2
/м3 — концентрация, [J`] =

1H/(м2 с). Множитель 1/2 появился из-за того,
что диффузионный поток атомарный, а части-
цей в объеме V является молекула H2.

Поделим уравнение материального баланса
на ∆t и устремим ∆t→ 0. В итоге:

Ṅ(t) =
J`(t)

2
S − ν

V
N(t)⇒

⇒ ṗV = ṄkT = kT
[J`

2
S − ν

V
N
]

=

= kTS
J`(t)

2
− ν

V
kTN(t)︸ ︷︷ ︸
p(t)V

⇒

⇒ ṗ(t) =
kTS

2V
J`(t)−

ν

V
p(t), p(0) = 0.

Обозначая θ1 = kTS/(2V ), θ0 = V/ν, получаем
ṗ = θ1J` − p/θ0 (p0 = 0), откуда

p(t) = θ1

∫ t

0
exp

{τ − t
θ0

}
J`(τ) dτ.

Формула пересчета давления в поток:

J`(t) =
2V

kTS
ṗ(t) +

2ν

kTS
p(t).

Измеряемая функция p(t) зашумлена, по-
этому сначала применяем процедуру сглажи-
вания, а потом вычисляем производную ṗ(t).
Заметим, что при достаточно мощной откач-
ке и относительно медленной проницаемости
первое слагаемое играет роль малой поправ-
ки к приближению J` ≈ 2ν p(t)/(kTS). По
мере асимптотического выхода на стационар
ṗ→ 0⇒ J̄ = 2ν p̄/(kTS).

Для вычисления времени запаздывания
(см. далее) необходимо интегрирование:∫ t

0
J`(τ) dτ =

2V

kTS
p(t) +

2ν

kTS

∫ t

0
p(τ) dτ,

что не требует предварительной аппроксима-
ции ṗ(t). Составной формулы Симпсона доста-
точно. Следует не забыть, что в текущем пунк-
те используются единицы измерения [kT ] =
Дж = Н · м, [L] = м, [p] = Па = Н/м2

(Па ≈ 7.5×10−3 торр), [J ] = 1H/(м2 с). В даль-
нейшем изложении возвращаемся к принятым
в данной статье единицам измерения.
Краевая задача водородопроницаемости

По достижении стационара в методе про-
рыва прекращаем откачку на выходе и поддер-
жание постоянного давления на входе. Ком-
плексный эксперимент переходит в стадию
«сообщающихся сосудов»: давление на входе
падает, на выходе растет (измеряются p0,`(t)).
Пока речь идет о прямой задаче моделирова-
ния давлений водорода в объемах Vin,out.

Дополнительные входные данные: S =
0.5 см2, Vin = 1500 см3, Vout = 2200 см3, p0(0) =
p̄0 = p̄3, c̄ = Γ

√
p̄0. Здесь ориентируемся на

экспериментальные условия и данные по спла-
ву V85Ni15, конкретизированные в [5, 11].

Решаем краевую задачу водородопроница-
емости, ловушками пренебрегаем (a = 0):

∂c

∂t
= D(T )

∂2c

∂x2
, c(0, x) = (`− x)c̃3`

−1,

2s(T )µ(T )p0,`(t)− b(T )c20,`(t) = ∓D ∂c

∂x

∣∣∣
x=0,`

,

dQin,out

dt
= −

[
2sµ p0,`(t)− bc20,`(t)

]
S,

Qin,out = αp0,`(t)Vin,outT
−1.

Уточним, что в зависимостях D, b, s, µ отT
берется температура мембраны, а в выражени-
ях для Qin,out — температура газа в емкостях
(учитываем поправку к комнатной температу-
ре вследствие нагрева диффузионной ячейки).
Модельные кривые давлений молекулярного
водорода представлены на рисунке 2.
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Рис. 2. Динамика давлений p0,`(t)
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Достаточно стандартных пакетов приклад-
ных программ, если вместо «полной» моде-
ли использовать систему ОДУ (9), (10) (в вы-
ражения M0,` подставляем значения темпера-
туры водорода в объемах Vin,out). Для это-
го следует пропустить начальное время t0
в пределах нескольких минут, пока устано-
вится квазистационарный режим (не квази-
равновесный). Затем применяем изложенный
выше алгоритм для модели быстрой прони-
цаемости. На рисунке 2 отражено, что су-
щественной дополнительной ошибки числен-
ного моделирования не возникает (визуаль-
но кривые совпадают). В принципе, дождав-
шись равномерного насыщения образца (вы-
равнивания давлений), можно перейти к ТДС-
эксперименту. В данной статье ограничимся
«склейкой» только двух типов экспериментов
и ссылками [24–26] (ТДС-модели для цилин-
дрического образца и порошка представлены
в публикациях [4, 27, 29]).

Для тестирования излагаемого далее алго-
ритма решения обратной задачи параметри-
ческой идентификации численно генерирова-
лись модельные кривые. Затем порождающие
их параметры «забывались».

Общая методика идентификации

Определение времени запаздывания
Для полноты изложения кратко опишем

метод оценки коэффициента диффузии, пред-
ложенный Дайнесом –Бэррером. Асимптоти-
чески график потока J1(t) выходит на ста-
ционар J̄1 = Dc̃1/`. Соответственно, Q(t) =∫ t
0J(τ) dτ ≈ J̄1[t− `2/(6D)] (t > t∗ = t∗1). Пере-
сечение асимптоты с осью t дает так называе-
мое время запаздывания τ0 = `2/(6D), по ко-
торому оценивается коэффициент диффузии.
Аналитически

τ0 ≈ t∗ −
∫ t∗

0
J1(τ)J̄−11 dτ, J1 ≈ J̄1, t > t∗.

Обратим внимание на то, что под интегра-
лом — относительная величина, не требую-
щая абсолютных значений проникающего по-
тока в каких-либо единицах измерения (J̄1 =
sup J1(t)). Кроме того, значение τ0 не зависит
от c̃1. Обычно считается, что на входе быст-
ро устанавливается практически равновесная
концентрация c̄1 = Γ

√
p̄1, что позволяет по со-

ответствующему значению J̄1 = Dc̄1/` допол-
нительно оценить растворимость Γ =

√
2sµ/b

и проницаемость Φ = DΓ. В данной работе
считаем такое предположение слишком опти-
мистическим. Ослабим его с целью повыше-
ния точности дальнейших оценок. Полагаем,

что по условиям эксперимента можно считать
быстрым установление стационарной входной
концентрации c0(t) ≈ c̃1 < c̄1 (t > ε, ε� 1) при
соблюдении c`(t) ≈ 0. Само значение c̃1 еще
предстоит уточнить. Таким образом, на дан-
ном этапе достоверной считаем только оценку
коэффициента диффузии D.

При новом отсчете времени (t∗ → t0 = 0),
интегрируя выражение J2(t), получаем∫ t

0
[J2(τ)− J̄1] dτ ≈ [J̄2 − J̄1] · [t− `2(6D)−1],

где J̄i = Dc̃i/`, t > t∗ = t∗2. Формально, меняя
не только начальное время, но и уровень от-
счета потока (превышение значения J̄1), полу-
чаем те же выражения для времени запазды-
вания и оценки D. Дополнительной информа-
ции (об искомых поверхностных параметрах
b, s) нет, но тройной прорыв позволяет усред-
ненно уточнить D. Для модельного численно-
го эксперимента τ01 ≈ τ02 ≈ τ03 ≈ 20.82 с.
Изотерма. Начальные приближения b, s

В экспериментальной практике часто стро-
ят и анализируют изотерму — график зависи-
мости стационарного проникающего потока J̄
от входного давления p̄ при вакуумной откач-
ке на выходе. Если ориентироваться на закон
Сивертса и (квази)равновесную концентрацию
c̄ = Γ

√
p̄ на входе (соответственно J̄ = Dc̄/`),

то естественно строить график J̄ = J̄(
√
p̄).

Проанализируем уравнение стационара:

2sµp̄− bc̃2 = J̄ = Dc̃`−1 ⇒

⇒ c̃ = a
[
− 1 +

√
1 + a−2Γ2p̄

]
, a ≡ D(2`b)−1,

J̄ = Dc̃`−1 = D`−1a
[
− 1 +

√
1 + a−2Γ2p̄

]
.

Асимптотический анализ показывает, что за-
висимость J̄(

√
p̄) имеет вид параболы (J̄ ∝ p̄)

при малых давлениях напуска p̄:

a−2Γ2p̄ ≡ x2 (x ∝
√
p̄)⇒

⇒ c̃ = a
[
− 1 +

√
1 + x2

]
= a[0.5x2 + . . . ]

и вид прямой при относительно больших p̄:

a−2Γ2p̄� 1⇒ J̄ = −D2(2`2b)−1+DΓ`−1
√
p̄.

По прямолинейному участку изотермы нахо-
дим DΓ/` (наклон) и, зная оценку D, опре-
деляем начальное приближение коэффициен-
та растворимости Γ. По пересечению прямой
с осью ординат находим b. Зная значения Γ =√

2sµ/b и b, вычисляем s и Φ = DΓ.
Графическая иллюстрация (используя ми-

нимальный набор вычисленных модельных
значений J̄1,2,3) представлена на рисунке 3.
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Рис. 3. Экстраполяция изотермы стационара J̄

Отметим, что найденные начальные при-
ближения хорошо согласуются с исходными
«забытыми» параметрами:

«истинное» зн-е приближ. зн-е
D 2.00× 10−5 2.0012× 10−5

b 5.72× 10−24 5.8371× 10−24

s 1.20× 10−4 1.2221× 10−4

Γ 2.00× 1020 1.9984× 1020

Φ 4.00× 1015 3.9993× 1015

Финальная стадия алгоритма
параметрической идентификации

Приведенная таблица отражает лишь вы-
числительные погрешности при решении пря-
мой и обратной задач. Реальные эксперимен-
тальные данные зашумлены. Алгоритм иден-
тификации использует лишь интегральные
операторы обработки измерений, что нацелено
на определенную помехоустойчивость. В ме-
тоде прорыва погрешности измерений значи-
тельны, требуются данные о проникающем по-
токе (а это связано с уточнением характери-
стик вакуумной системы). Модель скачка кон-
центрации растворенного водорода на входе
также не отличается высокой точностью. При-
ходим к выводу, что стадия «сообщающихся
сосудов», когда измеряются давления молеку-
лярного водорода в течение длительного вре-
мени, характеризуется значительно более вы-
сокой точностью измерений.

Поэтому первую стадию комплексного экс-
перимента воспринимаем как этап начальной
оценки коэффициентов D, b, s. Принципиаль-
ным моментом является единственность реше-
ния обратной задачи, поскольку данные, по-
лученные на тонких мембранах, обобщаются
(пересчитываются) на реальные конструкции.

Окончательная «доводка» результата осу-
ществляется локальным варьированием пред-
варительных значений D, b, s уже по моде-
ли быстрой водородопроницаемости (система
ОДУ). Обычно довольствуются приемлемым
визуальным совпадением экспериментальных
и модельных графиков давлений. Теоретиче-
ский анализ сопоставимости уровня погрешно-
стей измерений (а известны лишь примерные
оценки) и точности решения обратной задачи
параметрической идентификации (математи-
чески трудная задача) практически нереален
и не является первостепенно актуальным.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(грант № 15-01-00744).
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