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Предлагается стохастическая модель многосерверной системы массового об-
служивания с одновременным занятием и одновременным освобождением за-
явкой случайного числа серверов и пороговым (гистерезисным) управлением
скоростью обслуживающих устройств. Для предложенной модели определены
характеристики качества обслуживания и производительности системы. Пред-
ставлены результаты численного эксперимента, иллюстрирующего зависимость
характеристик модели от порога переключения. Предложенная модель позво-
ляет оценить возможности экономии энергии на вычислительном кластере при
контроле качества обслуживания без вмешательства в работу реальной систе-
мы.
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ние; вычислительный кластер; энергоэффективность.

A. S. Rumyantsev, K. A. Kalinina, T. E. Morozova. STOCHASTIC
MODELING OF A HIGH-PERFORMANCE CLUSTER WITH
HYSTERETIC CONTROL OF SERVICE RATE
A stochastic model of a multiserver queueing system with simultaneous service of a
customer by a random number of servers and threshold-based (hysteretic) control
of the service rate is presented. The performance and quality-of-service measures of
the model are defined. Numerical results of experiments studying the dependence of
performance/energy measures on the service rate switching threshold are presented.
The model allows studying the energy efficiency of a high-performance cluster under
quality-of-service and performance constraints.
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Введение

Высокопроизводительные вычислительные
кластеры широко применяются для ускоре-
ния расчетов в науке и промышленности. Вы-
сокое энергопотребление кластеров и нерав-

номерность нагрузки дают потенциал для
применения методов экономии энергии. Об-
щие для всех многосерверных систем ме-
ханизмы управления энергопотреблением до-
ступны для непосредственного применения на
уровне системного и пользовательского про-

��
��
76



граммного обеспечения вычислительного кла-
стера. Среди таких механизмов наибольший
потенциал экономии обеспечивают состояния
пониженного энергопотребления ACPI (сон,
глубокий сон, выключение), однако примене-
ние данных механизмов негативно отражает-
ся на качестве обслуживания. Это связано с
тем, что уход системы в состояние понижен-
ного энергопотребления и возвращение в ра-
бочий режим требуют значительных времен-
ных затрат. Поэтому оптимизация управле-
ния механизмами ACPI на многосерверных
системах, как правило, выполняется относи-
тельно компромиссного критерия, включаю-
щего качество обслуживания и энергопотреб-
ление, в аддитивном либо мультипликативном
виде [7, 8, 10].

Важным отличием высокопроизводитель-
ного кластера от классической многосервер-
ной системы (например, серверной фермы) яв-
ляется возможность запуска пользовательской
программы одновременно на всех вычисли-
тельных узлах (серверах), что может служить
препятствием для выключения части серверов
с помощью ACPI.

Один из базовых механизмов экономии,
оказывающих наименьшее влияние на каче-
ство обслуживания, состоит в управлении ско-
ростью серверов вычислительного кластера
(например, с помощью подсистемы cpufreq
операционных систем Linux). Как правило, по-
добные механизмы основаны на переключении
состояний методом порогового (в частности,
гистерезисного) управления, например, с ис-
пользованием специальных приложений (та-
ких, как регулятор ondemand из подсистемы
cpufreq ядра операционной системы Linux).
Такое переключение происходит практически
мгновенно, при этом снижение частоты и пи-
тающего напряжения оказывает существен-
ное влияние на энергопотребление системы [9].
Кроме того, в отличие от механизма ACPI
управление скоростью обслуживания оставля-
ет доступными все серверы, не препятствуя за-
пуску на них пользовательских программ.

На практике подбор параметров управле-
ния зачастую производится эксперименталь-
но, поскольку аналитические результаты до-
ступны лишь для упрощенных моделей, на-
пример, для односерверных систем [1, 13]. При
этом важно не только учитывать максималь-
но возможную экономию, но и контролировать
качество обслуживания. Подчеркнем, что по-
ток заявок на обслуживание в системе имеет
случайный характер [6]. Таким образом, воз-
никает задача разработки стохастической мо-
дели вычислительного кластера с управлени-

ем скоростью обслуживания для подбора оп-
тимальных параметров конфигурации.

Стохастические модели многосерверных
систем с одновременным занятием и одновре-
менным освобождением заявкой случайного
числа серверов рассматривались в ряде ра-
бот. Так, в работе [4] рассмотрена двухсер-
верная система с одновременным обслужива-
нием серверами одной заявки либо обслужи-
ванием по отдельности двух последователь-
ных заявок. В работе [12] представлена мо-
дель многосерверной системы, в которой за-
явке требуется случайное число процессоров
на одно и то же случайное время, и с помо-
щью матрично-аналитического метода прове-
ден численный анализ основных характери-
стик системы. В работе [2] для двух серверов
найдено стационарное распределение состоя-
ний системы. В работе [17] предложена модель
процесса нагрузки вычислительного кластера,
основанная на модификации рекурсии Кифе-
ра – Вольфовица. В работе [3] доказан крите-
рий стационарности двухсерверной системы, а
в работе [14] матрично-аналитическим мето-
дом доказан критерий стационарности моде-
ли вычислительного кластера с любым числом
серверов, входным потоком марковского типа
и экспоненциальным распределением времени
обслуживания. В то же время общим базовым
предположением указанных моделей является
постоянная скорость обслуживания на серве-
рах системы.

В данной работе предлагается новая стоха-
стическая модель вычислительного кластера с
управлением скоростью серверов гистерезис-
ного типа, обобщающая ранее предложенную
модель процесса нагрузки [17].

Структура работы следующая. В первом
разделе предложена стохастическая модель
системы массового обслуживания с гистере-
зисным управлением скоростью обслуживаю-
щих устройств, предложены рекуррентные со-
отношения для расчета динамики состояния
системы, предложен способ построения векто-
ра нагрузки в моменты наступления базовых
событий. Во втором разделе представлены ре-
зультаты численного эксперимента по анализу
характеристик системы в зависимости от па-
раметров управления.

Стохастическая модель вычисли-
тельного кластера с управлением
скоростью обслуживания

Рассматривается система обслуживания,
имеющая c серверов, которые одновременно
могут работать на одной из двух скоростей,
каждый при этом выполняя r1 или r2 (> r1)
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единиц работы за единицу времени. На вход
системы поступает поток заявок, пусть tj есть
время поступления заявки с номером j > 1
(где t1 = 0). Заявка j обладает двумя ха-
рактеристиками: объемом работы Sj ∈ R+ и
требуемым числом серверов Nj ∈ {1, . . . , c},
которые занимаются и освобождаются заяв-
кой одновременно. Если свободных серверов
для обслуживания заявки недостаточно либо в
системе ожидают обслуживания другие заяв-
ки, то пришедшая заявка поступает в общую
очередь. Поступление ожидающих заявок на
обслуживание происходит в порядке прихо-
да в систему (дисциплина обслуживания First
Come First Served, FCFS). Поступившая на об-
служивание заявка проводит на серверах вре-
мя до исчерпания объема работы Sj , при этом
в процессе ее обслуживания скорость серве-
ров может меняться. Это означает, что ре-
альное время обслуживания заявки j заранее
неизвестно, но, очевидно, лежит в интервале
[Sj/r2, Sj/r1].

Предполагается, что в системе реализован
двухпороговый механизм управления скоро-
стью серверов. Все серверы системы мгновен-
но переключаются на высокую скорость r2, ес-
ли сумма оставшихся объемов работ заявок,
находящихся в системе, включая вновь при-
шедшую заявку (суммарная работа), превы-
шает наперед заданный порог k2. Если же сум-
марная работа в системе опустится ниже поро-
га k1 6 k2, то все серверы системы мгновенно
снижают скорость до r1. Отметим, что вклю-
чение высокой скорости r2 происходит лишь в
моменты прихода заявок.

Управление скоростью обслуживающих
устройств может оказывать влияние не толь-
ко на энергопотребление системы, но и на мет-
рики качества обслуживания, такие как сред-
нее число заявок в системе/очереди, среднее
время ожидания/пребывания заявки. Для на-
хождения оптимальной конфигурации систе-
мы необходимо определить как целевую функ-
цию (связанную с энергопотреблением систе-
мы), так и ограничения, накладываемые на
качество обслуживания. Целью дальнейшего
анализа является построение математической
модели системы и ее верификация методом
имитационного моделирования.

Основные рекуррентные соотношения
Для дальнейшего анализа необходимо вве-

сти ряд обозначений. Прежде всего заметим,
что в системе возможны три типа базовых со-
бытий: приход заявки в систему, уход заяв-
ки из системы, снижение суммарной работы
до уровня k1. Важно подчеркнуть, что, в от-
личие от классической многопроцессорной си-

стемы без управления скоростью обслужива-
ния, в момент ухода заявки может произойти
как уменьшение, так и увеличение числа за-
явок, находящихся на обслуживании (что свя-
зано с дополнительным параметром заявки —
числом требуемых серверов), причем начать
обслуживание могут несколько заявок одно-
временно. Таким образом, для исследования
динамики системы важны все три указанных
типа базовых событий. В то же время превы-
шение суммарной работой уровня k2 возможно
лишь в момент прихода очередной заявки, по-
этому множество моментов переключения на
высокую скорость есть подмножество момен-
тов прихода.

Обозначим Ti — i-й момент наступления ба-
зового события в системе. В следующих обо-
значениях нижний индекс i означает, что объ-
ект рассматривается в момент времени Ti.
Обозначим в момент времени Ti

• Mi — упорядоченное (в порядке поступ-
ления) множество номеров заявок, нахо-
дящихся в системе;

• Bi(j), j ∈Mi — оставшаяся (незавершен-
ная) работа заявки j, находящейся в си-
стеме;

• Ri — скорость серверов.

Будем называть {Mi, {Bi(j), j ∈Mi}, Ri} со-
стоянием системы в момент времени Ti. Сле-
дующие (необходимые для анализа) величины
являются производными величинами от состо-
яния системы в момент времени Ti:

• Mi = max
k>1
{j1 < · · · < jk ∈ Mi :∑k

t=1Njt 6 c} ⊆ Mi — множество номе-
ров заявок, находящихся на обслужива-
нии;

• Wi =
∑

j∈Mi
Bi(j) — суммарная работа;

• νi = |Mi| — число заявок в системе;

• Qi = |Mi\Mi| — число заявок в очереди.

Необходимо подчеркнуть, что определение
множества Mi номеров заявок, находящих-
ся на обслуживании, в общем случае зависит
от дисциплины обслуживания. Изменяя пра-
вило включения заявок из Mi в множество
Mi, можно изменять дисциплину обслужива-
ния системы без изменения модели.

Определим базис стохастической рекурсии.
Будем полагать, что первым событием, насту-
пающим в момент времени T1 = t1 = 0, явля-
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ется приход первой заявки. Тогда

M1 = {1}, B1(1) = S1,

R1 = r1I{S1 6 k2}+ r2I{S1 > k2}
M1 = {1},W1 = S1, ν1 = 1, Q1 = 0,

где I{·} есть индикатор события.
Изменение состояния системы при переходе

от события i к событию i+ 1 определим с по-
мощью рекуррентных соотношений. Момент
времени Ti+1 наступления события с номером
i+ 1 можно определить как момент наступле-
ния ближайшего из трех событий: ближайше-
го прихода заявки, ближайшего потенциаль-
ного ухода заявки и ближайшего потенциаль-
ного момента включения пониженной скоро-
сти (полагаемого равным бесконечности, если
суммарная работа ниже уровня k1) соответ-
ственно, т. е.

Ti+1 = min

{
tA(Ti)+1, Ti + min

j∈Mi

Bi(j)

Ri
,

Ti +
Wi − k1

I{Wi > k1}Ri

}
, (1)

где A(t) = j, tj 6 t < tj+1, j > 1 есть
число приходов в [0, t]. Можно заметить, что
A(Ti) = j, если Ti = tj для некоторого j. Под-
черкнем, что указанные моменты наступления
событий являются потенциальными, посколь-
ку скорость обслуживания до этих моментов
может измениться, тем самым изменив время
наступления событий. Обозначим τi = Ti+1−Ti
интервал времени между событиями, i > 1.

Для удобства введем следующие индикато-
ры: IAi — индикатор того, что момент Ti есть
приход заявки, т. е. IAi = I{Ti = tA(Ti)}; IDi —
индикатор ухода заявки в момент Ti (если ми-
нимум в (1) реализуется на втором элементе) и
ISi — индикатор включения пониженной ско-
рости (из-за снижения суммарной работы до
уровня k1). Отметим, что IAi + IDi + ISi = 1.
Можно считать, что указанные индикаторы
являются метками, связанными с моментами
событий Ti, что позволяет единообразно опре-
делить изменения состояния системы в момен-
ты наступления базовых событий.

Множество номеров заявок в системе Mi+1

в момент Ti+1 наступления i + 1-го события
может измениться в связи с уходом либо при-
ходом очередной заявки следующим образом:

Mi+1 =Mi ∪ {A(Ti+1) : I
A
i+1 = 1}\

\{di+1 : I
D
i+1 = 1}, (2)

где di+1 есть номер потенциально уходящей за-
явки в момент Ti+1, определяемый следующим

образом:

di+1 = argmin
j∈Mi

Bi(j)

Ri
. (3)

Если же индикатор соответствующего собы-
тия (приход/уход заявки) равен 0, то соответ-
ствующее одноэлементное множество считаем
пустым.

Следующее соотношение определяет вели-
чину незавершенной работы заявки j, находя-
щейся в системе в момент Ti+1:

Bi+1(j) =

{
Bi(j)− τiRi, j ∈Mi ∩Mi+1

Sj , j ∈Mi+1\Mi.
(4)

Таким образом, для заявки j, находившейся
на обслуживании в момент Ti, работа Bi(j)
уменьшается к моменту Ti+1 пропорционально
скорости Ri. Для заявок, ожидающих в очере-
ди, как и для вновь пришедшей заявки (ес-
ли был приход заявки), работа равна первона-
чальной (зафиксированной в момент прихода
заявки). Уходящая в момент Ti+1 заявка ис-
ключается из дальнейшего рассмотрения. За-
метим, что

Mi+1 = (Mi+1\Mi) ∪ (Mi ∩Mi+1),

т. е. Bi+1(j) в (4) полностью определен для
всех j ∈Mi+1.

Скорость обслуживания на всех процессо-
рах системы будет определяться следующим
соотношением:

Ri+1 =r1I{Wi+1 6 k1}+ r2I{Wi+1 > k2}
+RiI{k1 < Wi+1 6 k2}. (5)

Напомним, что величина Wi+1 может быть
определена через состояние системы в момент
Ti с использованием рекурсии (4). Отметим,
что в частном случае k1 = k2 скорость об-
служивания становится производной величи-
ной от состояния системы, поскольку зависит
лишь от текущего состояния системы (не от
предыдущего значения скорости).

Характеристики системы
Определим некоторые характеристики ка-

чества обслуживания предложенной модели.
Для заявки j момент поступления на обслужи-
вание можно определить следующим образом:

tSj = min{Ti > tj : j ∈Mi}. (6)

Подчеркнем, что момент tSj совпадает либо с
моментом прихода tj заявки j, либо с момен-
том ухода заявки, находившейся в системе в
момент tj , уход которой освободит ожидаемые
заявкой j ресурсы.
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При этом время ухода самой заявки j мож-
но определить как

tDj := {Ti > tSj : j = di, I
D
i = 1}. (7)

С помощью (6), (7) можно определить такие
важные характеристики качества обслужива-
ния заявки j > 1, как:
• tSj − tj — время ожидания заявки;

• tDj − tSj — время обслуживания заявки;

• tDj − tj — время отклика системы;

• tDj −tj
tDj −tSj

— замедление заявки;

• max
[

tDj −tj
max(tDj −tSj ,T0)

, 1
]
— усеченное сверху

замедление заявки (для фиксированного
T0 > 0);

• max
[

tDj −tj
Nj max(tDj −tSj ,T0)

, 1
]
— усеченное свер-

ху нормированное замедление заявки.
Отметим, что замедление заявки (отношение
общего времени пребывания заявки в системе
ко времени ее обслуживания) является харак-
теристикой, специфичной для вычислитель-
ных кластеров [5]. Усеченное сверху, как и нор-
мированное по количеству процессоров замед-
ление являются вариантами характеристики
замедления заявки, исключающими выбросы
исходной характеристики при малых значени-
ях времени обслуживания заявки [5, 16].

Определим теперь характеристики произ-
водительности системы. Важной характери-
стикой, связанной с дисциплиной обслужива-
ния, является потерянная работа. При непу-
стой очереди данная характеристика отража-
ет простой серверов, вызванный их нехваткой
для заявки, ожидающей в начале очереди (ко-
гда требуемое число серверов превышает чис-
ло свободных). Определим число свободных
серверов в момент Ti:

ψi = c−
∑
j∈Mi

Nj , i > 1. (8)

Тогда потерянная работа за интервал [Ti, Ti+1)
равна

ψiτiRiI{Qi > 0}, i > 1. (9)
Таким образом, потерянная работа являет-
ся суммарной работой, которая могла быть
выполнена на простаивающих серверах, при
условии, что очередь системы непуста.

Еще одна важная характеристика произво-
дительности — уровень загрузки системы. Бу-
дем считать, что уровень загрузки равен 1, ес-
ли в системе есть очередь. При этом проста-
ивающая мощность, если она имеется, хотя и

свободна, но не выполняет полезной работы.
Если же очередь пуста, то уровень загрузки
является отношением числа занятых к обще-
му числу серверов. Таким образом, уровень за-
грузки в момент Ti равен

c− ψiI{Qi = 0}
c

, i > 1. (10)

Наконец, рассмотрим энергопотребление
системы. Если в момент Ti в системе нахо-
дится только одна заявка и эта заявка поки-
дает систему, то момент Ti является момен-
том опустошения системы. Обозначим I0i =
I{IDi = 1, νi = 0} индикатор опустошения си-
стемы в момент Ti. Очевидно, тогда в момент
Ti+1 возможен только приход заявки, а интер-
вал [Ti, Ti+1) является интервалом простоя си-
стемы. В ином случае (т. е. при νi > 0) система
потратит за время τi энергию, соответствую-
щую скорости Ri. Обозначим e(R) = e1I{R =
r1} + e2I{R = r2} функцию стоимости актив-
ного режима, где ej есть стоимость единицы
времени работы на скорости rj , j = 1, 2. Тогда
энергопотребление за интервал [Ti, Ti+1) будет
равно

Ei := τi
[
e0I

0
i + e(Ri)(1− I0i )

]
, (11)

где e0 есть стоимость единицы времени работы
в режиме простоя.

Предложенные рекуррентные соотноше-
ния (2)–(5) для вычисления последовательных
состояний системы позволяют формулировать
задачи оптимизации с ограничениями как на
производительность системы, так и на каче-
ство обслуживания заявок. В качестве приме-
ра приведем постановку задачи минимизации
среднего энергопотребления при выполнении
фиксированного числа заявок N0, с учетом
допустимого увеличения средней суммарной
работы (деградации качества обслуживания).
Обозначим среднее энергопотребление в систе-
ме с одним порогом переключения k1 = k2 = k

E(k) =

∑N(k)
i=1 Ei

TN(k)
, (12)

где N(k) 6 3N0 есть число базовых событий,
наступивших в системе при обслуживании N0

заявок. При этом E(0) есть среднее энергопо-
требление в системе без управления, работаю-
щей на высокой скорости r2. Обозначим сред-
нюю суммарную работу в моменты прихода
заявок

W (k) =

∑N(k)
i=1 Wi

N(k)
. (13)

Тогда задача минимизации энергопотребления
при ограничении на качество обслуживания
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может быть сформулирована следующим об-
разом:

E(k)→ min
k>0

,

W (k) 6 (1 + ε)W (0),

где ε > 0— неотрицательная константа, харак-
теризующая деградацию качества обслужива-
ния. Во втором разделе данной статьи пред-
ставлены результаты численного эксперимен-
та по решению данной задачи оптимизации.

Вектор нагрузки на серверы
Важной характеристикой системы являет-

ся нагрузка (незавершенная работа на серве-
рах) в момент Ti. Для исследования процесса
нагрузки многопроцессорной системы приме-
няется вектор Кифера – Вольфовица [11]. Про-
цесс нагрузки представляет собой оставшуюся
работу на серверах в момент непосредствен-
но перед приходом очередной заявки. Отме-
тим, что диспетчеризация заявки на серве-
ры при построении вектора происходит сра-
зу после прихода, поскольку заявка направ-
ляется на наименее занятый сервер. Как пра-
вило, серверы являются идентичными, и по-
рядок серверов внутри вектора соответствует
возрастанию оставшейся работы. Модифика-
ция рекурсии Кифера – Вольфовица для по-
строения процесса нагрузки вычислительного
кластера в моменты прихода заявок предло-
жена в работе [17]. В данном разделе пред-
ложен метод построения вектора нагрузки на
основе состояния системы в каждый момент
времени Ti.

Рассмотрим множество неотрицательных
упорядоченных векторов длины c:

Z = {x ∈ Rc
+ : x1 6 · · · 6 xc}.

Определим отображение σ : Z × {1, . . . , c} ×
R+ → Z, осуществляющее планирование заяв-
ки (диспетчеризацию заявки на серверы). От-
метим, что это отображение зависит от дис-
циплины обслуживания. Пусть W ∈ Z — век-
тор нагрузки (незавершенной работы) на сер-
верах. Предположим, что необходимо запла-
нировать обслуживание заявки с объемом ра-
боты b ∈ R+ и требуемым числом серверов n ∈
{1, . . . , c}. В предположениях модели (уход на
обслуживание в порядке поступления, дисци-
плина FCFS)

σ := σ[W,n, b] =

= R(Wn + b, . . . ,Wn + b︸ ︷︷ ︸
n

,Wn+1, . . . ,Wc), (14)

где отображение R(·) упорядочивает компо-
ненты вектора в порядке возрастания. Таким

образом, планирование заявки с объемом ра-
боты b и требуемым числом серверов n на об-
служивание осуществляется на n наименее за-
нятых серверов в системе, при этом заявке
необходимо ожидать освобождения наиболее
занятого из них (ожидать выполнения работы
объема Wn).

Для получения вектора нагрузки в момент
Ti необходимо последовательно применить
планирование ко всем заявкам j1, . . . , j|Mi| ∈
Mi, находящимся в системе. Результатом бу-
дет вектор нагрузки Wi(|Mi|), получаемый с
помощью следующего соотношения:

Wi(k) = σ[Wi(k − 1), Bi(jk), Njk ], (15)

где k = 1, . . . , |Mi|, а базис индукции представ-
лен нулевым векторомWi(0) := 0 ∈ Z. Иными
словами, (15) означает, что планирование за-
явки jk ∈ Mi осуществляется с учетом теку-
щей нагрузки в результате диспетчеризации
заявок j1, . . . , jk−1, а также оставшегося вре-
мени обслуживания Bi(jk) и числа требуемых
серверов Njk . При этом заявке jk необходи-
мо дождаться выполнения величины работы
[Wi(k − 1)]Njk

(т. е. Njk-й компоненты векто-
ра нагрузки Wi(k − 1)) наиболее занятого из
требующихся ей серверов.

Важно отметить связь предложенной моде-
ли с ранее исследованной моделью вычисли-
тельного кластера без управления скоростью
обслуживания. В работе [15] для исследова-
ния критерия стационарности модели вычис-
лительного кластера применялся матрично-
аналитический метод. При этом состояние си-
стемы представляло собой двухкомпонентный
марковский процесс {X(t), Y (t), t > 0}, где
X(t) есть число заявок в системе в момент t, а
Y (t) есть число серверов, которые требуются
min{X(t), c} заявкам с наименьшими номера-
ми среди находящихся в системе. Для данного
процесса был предложен критерий стационар-
ности в следующем виде:

λES
c∑

i=1

1

i

c∑
j=i

p∗ij

s∑
t=c−j+1

pt < 1, (16)

где
pt = P{N = t}, t = 1, . . . , c,

а p∗ij есть j-я компонента i-кратной дискрет-
ной свертки вектора p := (p1, . . . , pc) с самим
собой, т. е. p∗ij = P(N̂1 + · · · + N̂i = j), где
N̂i есть независимые копии с.в. N . (Здесь S —
типичный объем работы заявки, а N — типич-
ное число требуемых серверов.) Для получе-
ния критерия стационарности исследовалась
интенсивность перехода процесса между со-
стояниями в моменты прихода и ухода заявок.

��
��
81



Отметим, что предложенная модель позволя-
ет получить значения процесса {X(t), Y (t)} в
указанные базовые моменты Ti. Действитель-
но, предположим, что k1 = k2 = 0 (или k1 =
k2 =∞), что означает, что система всегда ра-
ботает на скорости r2 (или r1). Тогда

X(Ti) = |Mi|,
Y (Ti) = (Nj1 , . . . , Njmin(c,|Mi|)

),

j1, . . . , jmin(c,|Mi|) ∈Mi, i > 1.

Это означает, что для исследования стацио-
нарности модели, работающей на постоянной
скорости, можно применять ранее полученный
критерий стационарности (16) (для пуассонов-
ского входного потока и экспоненциального
времени обслуживания).

Таким образом, предложенная модель поз-
воляет исследовать метрики качества обслу-
живания вычислительного кластера с управ-
лением скоростью обслуживающих устройств
для определения оптимальной конфигурации,
минимизирующей энергопотребление при кон-
троле за качеством обслуживания.

Заметим, что для минимизации используе-
мой памяти при проведении численных экспе-
риментов состояние системы можно хранить в
виде следующего множества:{
Ti; I

A
i , I

D
i , I

S
i ;Ri; (17)

{A(Ti+1) : I
A
i+1 = 1} ∪ {δi+1 : I

D
i+1 = 1}

}
, i > 1.

Таким образом, хранится только время на-
ступления события, тип события и, при необ-
ходимости, номер приходящей/уходящей за-
явки. Такая запись позволяет по индукции
восстановить состояние системы в каждый мо-
мент времени Ti.

Численный эксперимент
Для иллюстрации возможности анализа ха-

рактеристик системы с помощью разработан-
ной модели проведены численные эксперимен-
ты. В экспериментах рассматривается систе-
ма, состоящая из c = 10 серверов, на вход ко-
торой поступает пуассоновский поток заявок
интенсивности λ = 1. Размер работы распре-
делен экспоненциально с ES = 1. Количество
серверов, требующихся заявке, имеет равно-
мерное распределение pt = 1/c, t = 1, . . . , c.
Высокая и низкая скорость обслуживания вы-
бирались следующим образом: в первом экс-
перименте критерий стационарности (16) был
выполнен как для системы, работающей толь-
ко на скорости r1, так и для системы, работа-
ющей на скорости r2. Во втором эксперименте
критерий (16) был нарушен для системы, ра-
ботающей на скорости r1. Таким образом, ис-
пользовались следующие пары значений: для

первого эксперимента r1 = 0.9, r2 = 1.5; для
второго эксперимента r1 = 0.6, r2 = 1.5. В
каждом эксперименте фиксировалось значе-
ние k1 = k2 = k ∈ {1, . . . , 50}, затем ге-
нерировалось 100 траекторий процесса обслу-
живания, в каждой траектории проходило об-
служивание 20 000 заявок. Стоимость энер-
гопотребления в режиме простоя, на низкой
и высокой скорости была выбрана следую-
щим образом: e0 = 1, e1 = 2, e2 = 4. По-
лученное в результате имитационного моде-
лирования значение среднего энергопотребле-
ния (12) и средней суммарной работы (13)
усреднялось по всем траекториям для данно-
го k. Расчеты производились на кластере ЦКП
КарНЦ РАН «Центр высокопроизводительной
обработки данных». Результаты эксперимен-
тов представлены графически в форме зави-
симости E(k) и W (k) от k = 1, . . . , 50. Приве-
дем для сравнения базовые значения энерго-
потребления и качества обслуживания в систе-
ме без управления, работающей на скорости r2
(напомним, при этом k = 0): E(0) = 2.822888,
W (0) = 1.636116; и на скорости r1 (k = ∞):
E(∞) = 1.892117, W (∞) = 6.528911.

На рисунке 1 представлен результат перво-
го численного эксперимента. Видно, что с ро-
стом значения порога переключения скорости
k средние значения энергопотребления и каче-
ства обслуживания стремятся к E(∞) иW (∞)
соответственно.

На рисунке 2 представлен результат второ-
го численного эксперимента. Видно, что с ро-
стом значения порога переключения скорости
k среднее энергопотребление стремится к по-
стоянной величине из интервала (E(0), E(∞)).
В то же время в связи с нестационарностью си-
стемы, работающей на низкой скорости, сред-
няя суммарная работа линейно растет.

Заключение

Предложена модель вычислительного кла-
стера на основе рекуррентных соотношений,
описывающих последовательные изменения
состояния системы. Эта модель позволяет
формализовать широкий круг систем с управ-
лением скоростью обслуживания. Небольшие
изменения ключевых соотношений модели
позволяют охватить системы с различными
дисциплинами обслуживания. Кроме того, мо-
дель может быть адаптирована для исследо-
вания эффекта от применения режимов пони-
женного энергопотребления ACPI. В дальней-
шем планируется исследовать монотонность
характеристик системы относительно управ-
ляющих последовательностей и ключевых па-
раметров.
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Рис. 1. Среднее энергопотребление (левая часть), средняя суммарная работа (правая часть) в
10-серверной системе. Критерий стационарности выполнен для системы при r1 = 0.9 и r2 = 1.5
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Рис. 2. Среднее энергопотребление (левая часть), средняя суммарная работа (правая часть) в
10-серверной системе. Критерий стационарности нарушен при скорости r1 = 0.6 и выполнен при скоро-
сти r2 = 1.5
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