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МОДЕЛЬ ПОЛТЕРОВИЧА – ХЕНКИНА С АМОРТИЗАЦИЕЙ
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Проводится качественное исследование модели Полтеровича – Хенкина, ко-
торая является математической формализацией шумпетеровской концепции
экономической динамики. Рассмотрены три уровня технологического разви-
тия предприятий с учетом амортизации. Доказана глобальная асимптотическая
устойчивость положения рановесия. Найдены инвариантные множества.

Ключ е вы е c л о в а: модель Полтеровича – Хенкина; устойчивость; инвари-
антное множество.

A. N. Kirillov, I. V. Danilova. POLTEROVICH – HENKIN
MODEL WITH DEPRECIATION
The qualitative analysis of the Polterovich – Henkin model, a mathematical forma-
lization of the Shumpeterian concept of economical dynamics, was carried out.
Three levels of technological development of an enterprise are considered taking
into account depreciation. The global asymptotic stability of equilibrium is proved.
The invariant sets were found.

K e ywo r d s: Polterovich – Henkin model; stability; invariant set.

Введение

В работе [5] австрийский экономист
Дж. Шумпетер (1883–1950) разработал тео-
рию экономического развития, основанную на
концепции распространения новых техноло-
гий имитационным и инновационным путем.
ТеорияШумпетера активно развивается в раз-
личных направлениях до сих пор. Математи-
ческий формализм этой теории был предло-
жен в работе В.М. Полтеровича, Г.М. Хен-
кина [3], которые построили модель, описы-
вающую динамику распределения предпри-
ятий отрасли по уровням технологического
развития. Их модель ведет свое происхожде-
ние от известного в гидродинамике уравнения
И. Бюргерса.

Дадим краткое описание модели Полтеро-
вича – Хенкина. Рассмотрим производствен-
ную систему (объединение предприятий, от-
расль), состоящую из конечного числа пред-
приятий, упорядоченных по уровням эффек-
тивности с номерами 1, 2, ..., N . В качестве по-
казателя уровня эффективности можно взять,
например, рентабельность [1]. Предполагает-
ся, что с течением времени предприятие мо-
жет переходить с уровня n на следующий, бо-
лее высокий, уровень n+ 1.

Пусть Fn = Fn(t) – доля предприятий, на-
ходящихся в момент времени t на уровнях с
номерами, не превышающими n ∈ N ∪ {0},
t ∈ [0,∞), Fn(t) ∈ [0, 1]. Последовательность
(F1(t), ..., FN (t)) описывает динамику распре-
деления предприятий по уровням эффектив-
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ности. Очевидно, что yn(t) = Fn(t)−Fn−1(t) –
доля предприятий, находящихся в момент вре-
мени t на уровне n. Предполагается, что доля
предприятий, переходящих с уровня n на уро-
вень n+ 1 за счет инноваций, пропорциональ-
на доле предприятий, находящихся на уровне
n, т. е. равна αyn(t) = α(Fn(t) − Fn−1(t)), где
α – коэффициент интенсивности инновацион-
ного перехода, α > 0. Далее, доля предприя-
тий, переходящих с уровня n на уровень n+ 1
за счет имитации, предполагается пропорцио-
нальной yn и доле предприятий, находящихся
на уровнях, более высоких, чем n, т. е. равна
β(1− Fn(t))(Fn(t)− Fn−1(t)), где β – коэффи-
циент интенсивности имитационного перехода,
β > 0. В итоге получаем модель динамики пе-
рехода предприятий с n-го на n+ 1-й уровень

Ḟn = −α(Fn−Fn−1)+β(1−Fn)(Fn−Fn−1), (1)

где n = 1, ..., N − 1, F0(0) = 0, FN (t) = 1. Та-
ким образом, первое слагаемое в правой части
характеризует убывание Fn за счет инноваций,
а второе – за счет имитаций. В модели (1) не
учитывается возможность перехода предприя-
тий на более низкие уровни, т. е. амортизация.
Сами авторы модели отмечают, что в случае
учета процесса амортизации не удается полу-
чить аналитически решение системы (1), полу-
ченное ими в [3]. В работе [1] модель (1) приме-
няется для описания процесса развития пред-
приятий черной металлургии СССР за период
с 1976 по 1988 гг. При этом учтена амортиза-
ция, но производится только численный ана-
лиз модели, показывающий удовлетворитель-
ный прогноз модельной динамики в сравнении
с реальной динамикой. Следует отметить, что
модификация модели Полтеровича – Хенкина,
без амортизации, исследовалась в работе [4],
где в частном случае было показано ее совпа-
дение с цепочкой Ленгмюра.

В настоящей работе проводится качествен-
ное исследование модели Полтеровича – Хен-
кина с учетом амортизации, для трех уров-
ней эффективности. Находятся инвариантные
множества. Показано существование един-
ственного положения равновесия соответству-
ющей динамической системы. Доказана гло-
бальная асимптотическая устойчивость поло-
жения равновесия.

Модель с амортизацией на втором
уровне

Пусть количество уровней технологическо-
го развития предприятий N = 3. Сначала рас-
смотрим модель с возможностью перехода с

третьего на второй уровень. Тогда динами-
ка системы Полтеровича – Хенкина задается
уравнениями


Ḟ1 = −(α+ β(1− F1))F1,

Ḟ2 = −(α+ β(1− F2))(F2−
−F1) + µ(1− F2).

(2)

При этом F3(t) = 1, µ(1− F2) – слагаемое, за-
дающее переход с уровня n = 3 на уровень
n = 2, µ – коэффициент интенсивности про-
цесса амортизации, µ > 0.

Теорема 1. Квадрат Π = [0, 1]× [0, 1] – инва-
риантное множество системы 2.

Доказательство. Для доказательства опреде-
лим положение векторов скорости системы в
точках, принадлежащих сторонам квадрата Π.
На стороне F1 = 0, F2 ∈ [0, 1] вектор скоро-
сти направлен вдоль этой стороны, так как
Ḟ1(t) = 0, на F1 = 1, F2 ∈ [0, 1] имеем
Ḟ1(t) = −α < 0, при F2 ∈ (0, 1) Ḟ2(t) =
−(α+β(1−F2))(F2−1)+µ(1−F2) > 0, в точке
(1, 0) имеем Ḟ2(t) = α + β > 0, в точке (1, 1)

имеем Ḟ2(t) = 0, т. е. траектории не покидают
квадрат Π через сторону F1 = 1, F2 ∈ [0, 1].
Далее, при F2(t) = 0 и F1 ∈ (0, 1) имеем
Ḟ2(t) = (α + β)F1 + µ > 0, т. е. траекто-
рии не покидают квадрат Π через эту сторо-
ну. Наконец, если F2(t) = 1, F1 ∈ (0, 1), то
Ḟ2(t) = −α(1−F1) < 0, что окончательно дока-
зывает утверждение об инвариантности Π.

Таким образом, квадрат Π является фазо-
вым пространством системы (2) (см. рис. 1).
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Рис. 1. Фазовый портрет системы 2
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Найдем положения равновесия системы
(2): F ∗ = (F ∗

1 , F
∗
2 ) ∈ Π. Приравняв правые

части к нулю, после несложных преобразова-
ний получаем единственное положение равно-
весия, принадлежащее Π:

F ∗
1 = 0, F ∗

2 =
α+ β + µ−

√
(α+ β + µ)2 − 4µβ

2β
.

Выясним характер устойчивости положе-
ния равновесия F ∗. Линеаризуя систему (2) в
окрестности точки F ∗, находим собственные
числа матрицы коэффициентов: λ1 = −(α +
β) < 0, λ2 = βF ∗

2 < 0. Таким образом, положе-
ние равновесия F ∗ асимптотически устойчиво.
Можно показать, что F ∗ глобально асимпто-
тически устойчиво, т. е. область асимптоти-
ческой устойчивости – все фазовое простран-
ство Π. Это можно сделать, используя рассуж-
дения, представленные в следующем разделе
для более сложного случая.

Экономическая интерпретация получен-
ного результата: асимптотическое распре-
деление предприятий по уровням эффек-
тивности имеет вид: F ∗

1 = 0, F ∗
2 =

α+β+µ−
√

(α+β+µ)2−4µβ

2β , F ∗
3 = 1, т. е. с течением

времени практически все предприятия перей-
дут на второй и третий уровень. В этом отли-
чие от модели без амортизации, где все пред-
приятия переходят на третий уровень (см. [3]).

Модель с амортизацией на первом
и втором уровнях

Далее будем учитывать возможность пере-
хода предприятий как с третьего уровня на
второй, так и со второго – на первый. Для это-
го добавим в правую часть системы 2 слагае-
мое µ(F2 − F1). Получим систему


Ḟ1 = −(α+ β(1− F1))F1+

+µ(F2 − F1),

Ḟ2 = −(α+ β(1− F2))(F2−
−F1) + µ(1− F2).

(3)

Теорема 2. Квадрат Π = [0, 1] × [0, 1] — ин-
вариантное множество системы (3).

Доказательство. Доказательство с неболь-
шими очевидными изменениями повторяет до-
казательство теоремы 1.

Теорема 3. Система 3 имеет единственное
положение равновесия F ∗ = (F ∗

1 , F
∗
2 ) в квад-

рате Π.

Доказательство. Положения равновесия си-
стемы 3 являются решениями системы алгеб-
раических уравнений{
−(α+ β(1− F1))F1 + µ(F2 − F1) = 0

−(α+ β(1− F2))(F2 − F1) + µ(1− F2) = 0.

Для удобства введем обозначения: x = F1, y =
F2. Из первого уравнения системы получаем:
y = (α+β(1−x)+µ)x

µ = fp(x) – парабола, пе-
ресекающая ось ox в точках x1 = 0, x2 =
1 + α+µ

β > 1. Вершина параболы – точка мак-
симума функции fp(x) – имеет ординату y =
(α+β+µ)2

4βµ > 1. При этом точка (1, 1) лежит ни-
же параболы. Следовательно, парабола, про-
ходя через начало, пересекает верхнюю сторо-
ну квадрата Π: x ∈ (0, 1), y = 1.

Из второго уравнения: x = y − µ
β +

αµ
β(α+β(1−y)) – гипербола. Асимптоты гипербо-
лы y = 1+α

β , y = x+ µ
β . Нетрудно показать, что

одна из ветвей гиперболы лежит выше асимп-
тоты y = 1 + α

β и, значит, не имеет общих то-
чек с квадратом Π. Вторая ветвь проходит че-
рез точку (1, 1) и пересекает сторону квадрата
x = 0, y ∈ (0, 1). В силу вышесказанного, па-
рабола и гипербола имеют единственную об-
щую точку (точку пересечения) в квадрате Π,
а именно – положение равновесия F ∗ (см. рис.
2).
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Рис. 2. Пересечение главных изоклин системы 3
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Теорема 4. Положение равновесия (F ∗
1 , F

∗
2 ) –

глобально асимптотически устойчиво.

Доказательство. Разобьем квадрат Π на че-
тыре области Di, i = 1, 2, 3, 4, изоклинами
g(x, y) = 0, h(x, y) = 0. Пусть

D1 = {(x, y) ∈ Π : g > 0, h > 0},
D2 = {(x, y) ∈ Π : g < 0, h < 0},
D3 = {(x, y) ∈ Π : g > 0, h < 0},
D4 = {(x, y) ∈ Π : g < 0, h > 0}.

Несложно показать, что области D1, D2 ин-
вариантны: траектории пересекают границы
этих областей снаружи внутрь. Это определя-
ется знаками функций h и g в точках границ.
Рассмотрим семейство прямых l1 : x + y = c1,
l2 : x − y = c2, где c1 ∈ [0, 2], c2 ∈ [−1,−1].
Определим направления пересечений траекто-
риями системы 3 отрезков прямых l1, l2, при-
надлежащих областям Di. Обозначим через
l11, l12 отрезки прямых семейства l1, принадле-
жащие областям D1, D2 соответственно и че-
рез l23, l24 – отрезки прямых семейства l2, при-
надлежащие областям D3, D4 соответствен-
но. Каждый отрезок типа l24 делит область
D4 на две области: содержащую точку (1,0)
– область D40 и не содержащую ее – область
D41. Траектории пересекают отрезки l24, пе-
реходя из D40 в D41. Это следует из того, что:
(x−̇y) = g(x, y) − h(x, y) < 0, поскольку в об-
ласти D4 : g < 0, h > 0, а значит, функция
(x−y)(t) убывает вдоль траекторий. Следова-
тельно, траектории, начинающиеся в D4, либо
стремятся к положению равновесия F ∗, либо
входят в области D1, D2. Далее каждый от-
резок типа l23 делит область D3 на две об-
ласти: содержащую точку (1,1) – область D30

и не содержащую ее – область D31. При этом
(x−̇y) = g(x, y) − h(x, y) > 0, поскольку в об-
ласти D3: g > 0, h < 0, а значит, функция
(x − y)(t) возрастает вдоль траектории. Сле-
довательно, траектории, начинающиеся в D3,
либо стремятся к положению равновесия F ∗,
либо входят в области D1, D2.

Итак, траектории, начинающиеся в D3 или
в D4, либо стремятся к F ∗, либо попадают в
инвариантные области D1 или D2. Пусть тра-
ектории попали в D1. Отрезок типа l11 делит
D1 на две области: содержащую точку (0,0) –
областьD10 и не содержащую ее – областьD11.
Траектории пересекают отрезки l11, переходя
из D10 в D11. При этом D11 содержит поло-
жение равновесия F ∗. Взяв отрезок l11 сколь
угодно близким к точке F∗, получаем, что тра-
ектории, начинающиеся в D1, входят в любую
сколь угодно малую область D11 и не покида-
ют ее.

Аналогичное рассуждение можно провести
для областей, принадлежащих D2 и имеющих
граничную компоненту – отрезок l12. Из выше-
сказанного следует, что положение равновесия
F∗ глобально асимптотически устойчиво (см.
рис. 3).

Рис. 3. Пересечение траекториями системы 3 пря-
мых x+ y = c1 и x− y = c2

Замечание: Из доказательства следует су-
ществование семейства инвариантных обла-
стей, являющихся невыпуклыми криволиней-
ными шестиугольниками типа ABCDPQ, где
AB – отрезок l12, точки P, D принадлежат
компоненте h = 0 границы области D1, Q –
точка пересечения прямых семейств l1, l2, про-
ходящих через точки A и P , т. е. AQ, QP – от-
резки – граничные компоненты шестиугольни-
ка, CD – отрезок семейства прямых l2 такой,
что точка D принадлежит дуге PF ∗ кривой
h = 0, а точка C – дуге BF ∗ кривой g = 0. Две
оставшиеся компоненты криволинейного ше-
стиугольника – дуги PD и BC кривых h = 0
и g = 0 соответственно. Траектории, начи-
наясь в квадрате Π, входят в любой описан-
ный шестиугольник, что доказывает глобаль-
ную устойчивость.

BF ∗ – дуга кривой g = 0, PF ∗ – дуга кри-
вой h = 0 (см. рис. 4).
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Рис. 4. Инвариантность множества ABCDPQ

Заключение

Проведено качественное исследование дву-
мерной нелинейной динамической системы,
являющейся моделью Полтеровича – Хенки-
на с амортизацией. Найдены инвариантные
множества. Доказана единственность и гло-
бальная асимптотическая устойчивость поло-
жений равновесия в моделях с амортизацией
на одном и двух уровнях. В последующих ис-
следованиях предполагается рассмотреть мо-
дель произвольной размерности и отказаться
от условия равенства коэффицентов интенсив-
ности инноваций и имитаций на всех уровнях.
Также представляет интерес построение мо-
дели с динамически изменяющейся структу-

рой на основе подхода, предложенного в [2].
При этом коэффициенты интенсивности инно-
ваций и имитаций α и β могут рассматривать-
ся как управляемые параметры.
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