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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА ИДЕНТИФИКАЦИИ
СПЕКТРОВ ТЕРМОДЕСОРБЦИИ ВОДОРОДА
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В рамках технологических задач водородного материаловедения (включая про-
ект ITER) ведется интенсивный поиск различных по назначению конструк-
ционных материалов с заданными пределами водородопроницаемости. Одним
из экспериментальных методов является термодесорбционная спектрометрия
(ТДС). Образец, насыщенный водородом, дегазируется в условиях вакуумиро-
вания и монотонного нагрева. С помощью масс-спектрометра регистрируется
десорбционный поток, позволяющий судить о характере взаимодействия изото-
пов водорода с твердым телом. В статье представлены распределенная краевая
задача термодесорбции с динамическими граничными условиями и численный
метод моделирования ТДС-спектра, требующий лишь интегрирования нели-
нейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) невысо-
кого порядка (по сравнению, например, с методом прямых). Предложен метод
оценки коэффициентов растворения и десорбции в условиях реального дина-
мического взаимодействия поверхностных и диффузионных процессов, без ис-
кусственного разделения исследований на режимы лимитирования диффузией
(DLR) и поверхностных реакций (SLR).

Ключ е вы е c л о в а: водородопроницаемость; поверхностные процессы; тер-
модесорбция; динамические граничные условия; параметрическая идентифи-
кация; численное моделирование.

Yu. V. Zaika, E. K. Kostikova. INVERSE PROBLEM OF
IDENTIFICATION OF HYDROGEN THERMODESORPTION
SPECTRA

One of the technological challenges for hydrogen materials science (including the
ITER project) is the currently active search for structural materials with various
potential applications that will have predetermined limits of hydrogen permeability.
One of the experimental methods is thermal desorption spectrometry (TDS). A
hydrogen-saturated sample is degassed under vacuum and monotone heating. The
desorption flux is measured by mass spectrometer to determine the character of
interactions of hydrogen isotopes with the solid. The paper presents a distributed
boundary-value problem of thermal desorption with dynamical boundary conditions
and a numerical method for TDS spectrum simulation, where only integration of a
nonlinear system of low order (compared with, e. g., the method of lines) ordinary
differential equations (ODE) is required. A method for estimating dissolution
and desorption coefficients in a real dynamic interaction of surface and diffusion
processes without the artificial division of studies into diffusion limited regime
(DLR) and surface limited regime (SLR) is suggested. This work was supported
by the Russian Foundation for Basic Research (project № 15-01-00744).
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Введение

Интерес к взаимодействию изотопов водо-
рода с различными материалами носит много-
плановый характер [1–4, 11, 12, 15–17, 23, 24].
Достаточно упомянуть перспективы развития
энергетики, проблему защиты конструкцион-
ных материалов от водородной коррозии, за-
дачи проектирования химических реакторов,
ракетостроения. Некоторые аспекты водород-
ного материаловедения, связанные с темати-
кой данной статьи, исследованы в [6–9, 13,
21, 26, 30]. Работа является непосредственным
продолжением [19, 27–29].

Экспериментальный опыт показывает, что
лимитирующими являются не только диффу-
зия, но и физико-химические процессы на по-
верхности [1, 2]. Параметры переноса зави-
сят и от технологических особенностей по-
лучения партии материала, поэтому вряд ли
следует ориентироваться на получение «таб-
личных значений», нужны эффективные алго-
ритмы обработки экспериментальных данных.
В статье остановимся на моделировании тер-
модесорбции, учитывая лишь основные лими-
тирующие факторы и информативность рас-
сматриваемого варианта ТДС-эксперимента.

Работы [6, 13, 21, 27] посвящены пробле-
ме интерпретации ТДС-пиков. Анализ причин
различных всплесков термодесорбции принци-
пиально важен при выборе реакторных кон-
струкционных материалов, контактирующих
с изотопами водорода. В [6, 13] представлен
достаточно подробный обзор. При численном
моделировании без учета динамики поверх-
ностных процессов ТДС-пики вынужденно ин-
терпретируются как следствие захвата диф-
фундирующего атомарного водорода дефекта-
ми структуры материала (ловушками) с раз-
личными энергиями связи и(или) как прояв-
ление многоканальной диффузии [5]. Разнооб-
разие причин этим не исчерпывается. В [27]
показано, что к появлению пика десорбции мо-
гут приводить и определенные сочетания ско-
ростей поверхностных и диффузионных про-
цессов. Таким образом, проблема интерпрета-
ции ТДС-спектра усложняется.

Данная работа, являясь продолжением [27],
использует ту же математическую модель. По-
этому авторы будут стремиться к более сжа-
тому изложению вопросов, подробнее осве-
щенных в [27]. Основным результатом настоя-
щей статьи является метод параметрической
идентификации по экспериментальным дан-
ным. Трудности решения обратных задач ма-
тематической физики хорошо известны, име-

ется обширная математическая литература и
ряд специализированных журналов (inverse
problems, ill-posed problems . . . ). В эксперимен-
тальной практике, чтобы избежать вычисли-
тельной некорректности многопараметриче-
ских обратных задач, стараются свести оцен-
ку параметров к раздельному исследованию
DLR (diffusion limited regime) и SLR (surface
limited regime). Но реальный материал экс-
плуатируется в условиях динамического взаи-
модействия «поверхность–объем». Для оценки
коэффициента диффузии имеются подробно
разработанные методики. Значительно слож-
нее определить параметры десорбции и рас-
творения (если искусственно не занижать тем-
пературу, чтобы «отключить» объемные про-
цессы). В статье представлен алгоритм, кото-
рый позволяет оценить коэффициенты десорб-
ции и растворения, когда диффузия активно
взаимодействует с поверхностными процесса-
ми. Авторы стремились к использованию ми-
нимального математического аппарата, что-
бы алгоритм был доступен для реализации на
уровне использования свободно распространя-
емых математических пакетов (без необходи-
мости разработки специализированного про-
граммного обеспечения).

Математическая модель переноса

Уравнение диффузии
Рассмотрим диффузию водорода в образ-

це тестируемого материала (пластине толщи-
ной `). Для определенности подразумеваем
металл, сплав. Материал однороден, чтобы
пренебречь взаимодействием атомов H с ло-
вушками. Нагрев достаточно медленный. Для
диффузии примем стандартное уравнение:

ct(t, x) = D(T )cxx(t, x), (t, x) ∈ Qt∗ , (1)

где Qt∗ = (0, t∗) × (0, `); c(t, x) — концентра-
ция диффундирующего H. Зависимость коэф-
фициента диффузии D от температуры T =
T (t) соответствует закону Аррениуса: D(T ) =
D0 exp

{
−ED/[RT ]

}
.

Можно учесть несколько каналов диффу-
зии (транскристаллическую, по границам зе-
рен, вдоль дефектов) с взаимообменом между
ними. Однако значительное увеличение числа
неизвестных априори параметров делает зада-
чу их оценки труднообозримой. Информатив-
ность ТДС-эксперимента ограничена, так что
можно считать D в уравнении (1) некоторым
интегральным эффективным показателем.

��
��
32



«В погоне» за описанием множества пиков
термодесорбции удобна модель

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2− (2)

−
m∑
ν=1

[
a−ν
[
1− Zν

]
c(t, x)− a+

ν zν(t, x)
]
,

∂zν
∂t

= a−ν (T )
[
1− Zν

]
c(t, x)− a+

ν (T )zν(t, x),

где zν(t, x) — концентрации атомов водоро-
да, захваченного дефектами различных типов;
a∓ν — коэффициенты поглощения и выделе-
ния H ловушками; Zν ≡ zν(t, x)/zνmax — сте-
пень насыщения

(
zνmax = max zν

)
. Для прак-

тических целей захват учтен в простейшей
«интегральной» форме, уточнение геометрии
дефектов и их распределения существенно
усложнило бы модель. Если дефект, например,
не микрополости, а включения гидридной фа-
зы, то на этапе ТДС-дегазации коэффициент
a−j (T ) тождественно равен нулю, а значение
a+
j (T ) положительно лишь после достижения

критической температуры:T (t) >Tcrit.
За счет различных энергий связи (соот-

ветствующих коэффициентов Ea) можно до-
биться заданного количества ТДС-пиков. При
этом такая модель требует специализирован-
ного программного обеспечения. Алгоритмы
на основе разностных схем и результаты чис-
ленного моделирования представлены в ра-
ботах [19, 28]. В данной статье ограничимся
уравнением (1) (D = Deff).

Динамические граничные условия
Особенность модели связана с динамиче-

скими нелинейными граничными условиями.
Пусть пластина контактирует с газообразным
H2 и поверхность является существенным по-
тенциальным барьером (см. [1, с. 177–206; Га-
бис, Компаниец, Курдюмов]). Тогда с учетом
(де)сорбционных процессов краевые условия
моделируются следующим образом:

c(0, x) = c̄(x), x ∈ [0, `], t ∈ [0, t∗], (3)

c0(t) = g(T )q0(t), c`(t) = g(T )q`(t), (4)

q̇0(t)= µ(T )s(T )p0(t)−b(T )q2
0(t)+Dcx(t, 0), (5)

q̇`(t)=µ(T )s(T )p`(t)−b(T )q2
` (t)−Dcx(t, `), (6)

b(T )=b0 exp
{
−Eb[RT ]−1

}
,

s(T )=s0 exp
{
−Es[RT ]−1

}
.

Здесь: c0(t) ≡ c(t, 0), c`(t) ≡ c(t, `) —
граничные объемные концентрации H (знак

тождества часто используем в смысле равен-
ства по определению); q0,`(t) — концентрации
на поверхностях (x = 0, `, q̇ ≡ dq/dt); g(T ) —
параметр локального равновесия между кон-
центрациями на поверхности и в приповерх-
ностном объеме (коэффициент быстрого рас-
творения); µ — газокинетический коэффици-
ент; p0,`(t) — давления молекулярного газа
(H2); b(T ) — коэффициент десорбции. Мате-
матическая корректность таких динамических
граничных условий доказана в [31].

В модели фигурирует как молекулярный,
так и атомарный водород. Для единообразия
подсчет будем вести в атомах: [c] = 1/см3,
[q] = 1/cм2, [Dcx]=[bq2]=1/cм2c. В кинетичес-
кой теории газов величина µp определяет чис-
ло частиц (в данном случае H2), соударяю-
щихся с единичной площадкой поверхности
в единицу времени. Но за счет множителя s
удобно воспринимать слагаемое µsp как плот-
ность потока атомов, оседающих на поверхно-
сти (без разделения процесса на стадии). Вме-
сто s можно написать 2s и интерпретировать
s как долю адсорбируемых атомов H.

В масштабе рассматриваемого далее ТДС-
эксперимента удобно выбрать [p] = mopp.
Тогда получаем выражение µ(T ) =

(2πmkT )−1/2 ≈ 2.474 × 1022/
√
T . Здесь [µ] =

1H2
/(mopp cм2c), [T ] = K (под корнем чис-

ленное значение температуры), k — постоян-
ная Больцмана, m — масса молекулы водо-
рода. Зависимостью кинетической константы
от температуры (µ ∝ 1/

√
T ) часто пренебре-

гают на фоне экспоненты в зависимости s(T ).

Баланс потоков «поверхность–объем»
Модель (4) быстрого растворения (локаль-

ного равновесия) на поверхности получается
из более общих соотношений

k−(T )
[
1− c0,`(t)c

−1
max

]
q0,`(t)− (7)

−k+(T )
[
1− q0,`(t)q

−1
max

]
c0,`(t) = ∓D(T )cx

∣∣
0,`
.

Коэффициенты k−, k+ характеризуют интен-
сивность растворения в объеме и выхода на по-
верхность. Если эти процессы в рассматривае-
мом диапазоне температур существенно быст-
рее диффузии и концентрации далеки от мак-
симальных, то, полагая в относительном мас-
штабе Dcx ≈ 0, получаем соотношение (4)
с g = k−/k+. Если поверхность изотропна
(в смысле Ek− ≈ Ek+), то g(T ) слабо зависит
от температуры. Формально можно записать
g(T ) = g0 exp{−Eg/[RT}], Eg = Ek− − Ek+ ,
но «энергия активации» Eg не обязательно по-
ложительна. Наличие «порогового» множите-
ля [1 − c/cmax] приводит к замедлению рас-
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творения при c0,` → cmax. Аналогично интер-
претируется другой множитель, где величи-
на θ(t) = q(t)/qmax означает степень запол-
нения поверхности. В балансовых уравнениях
(5), (6) можно моделировать плотность потока
адсорбции атомов H выражением µsp[1− θ]2.
Но при ТДС-дегазации в диапазоне достаточ-
но высоких «рабочих» температур θ � 1.

Эти упрощения согласуются с ограничен-
ной информативностью ТДС-эксперимента.
При большом количестве параметров легче ап-
проксимировать экспериментальные данные.
Но теряется единственность оценок. Это мо-
жет привести к существенным ошибкам при
экстраполяции результатов «с тонкой пласти-
ны на стенку», что неявно предполагается.

ТДС-эксперимент
Уточним рассматриваемый вариант ТДС-

эксперимента. В камеру c пластиной из ис-
следуемого металла или сплава подается
водород в газовой фазе при сравнительно
большом давлении. Образец нагрет с целью
увеличения скорости сорбции. После равновес-
ного насыщения он быстро охлаждается (от-
ключается ток нагрева). В режиме последу-
ющего постоянного вакуумирования камеры
образец медленно нагревается. Нагрев обыч-
но линейный:T (t) =T 0 + vt. Скорость нагре-
ва v невелика. По достижении максимальной
температуры (если дегазация еще не заверши-
лась) нагрев прекращается:T (t) =Tmax. С по-
мощью масс-спектрометра измеряется давле-
ние p(t) молекулярного водорода в вакуум-
ной камере, обусловленное десорбцией J(t) ≡
Jdes(t) = b(t)q2(t). Здесь и далее для упроще-
ния обозначений примем сокращенную запись

b(t) ≡ b(T (t)), D(t) ≡ D(T (t)), s(t) ≡ s(T (t)).

Обобщенный коэффициент g быстрого раство-
рения (локального равновесия «поверхность–
объем») считаем константой (Ek− = Ek+)
в пределах диапазона нагрева. Для метода
ТДС выполнена симметрия:

p(t) = p0,`(t), q(t) = q0,`(t), c0(t) = c`(t), (8)

D(t)cx(t, 0) = −D(t)cx(t, `), c̄(x) = c̄ = const.

Время t∗ окончания эксперимента определим
дегазацией: p(t) ≈ 0, t > t∗, c(t∗, x) ≈ 0,
x ∈ [0, `]. Информативность начальной и ко-
нечной стадии эксперимента невелика, так что
достаточно ограничиться t∗, когда поток из
образца упадет на порядок по сравнению с
максимумом. Экспериментальными данными
считаются графики плотности десорбции J(t)

или ТДС-спектры J(T ) (T (t) ↔ t) при раз-
личных условиях насыщения и скоростях на-
грева. «Пересчет» p(·) 7→ J(·) конкретизи-
руется характеристиками экспериментальной
установки. Современное оборудование позво-
ляет достигать достаточно глубокого вакуума
(10−9 − 10−7 mopp). Поэтому на этапе насы-
щения слагаемое P ≡ µsp (P � 1) является
определяющим, а на этапе дегазации ресорб-
цией можно пренебречь (P � 1).

Подчеркнем, что описан один из вариан-
тов насыщения. Используются также криоген-
ные технологии и электрохимический способ.
Целесообразно процесс насыщения согласовы-
вать с условиями эксплуатации конструкци-
онного материала. Соответствующие техниче-
ские корректировки далее непринципиальны.

Анализ равновесия
Кратко проанализируем равновесные соот-

ношения в рамках принятого уровня детали-
зации моделирования. Пусть давление и тем-
пература постоянны. Формально равновесие
характеризуется равенством нулю всех про-
изводных. Ориентируясь на широко применя-
емый закон Сивертса, будем интересоваться
пропорциональностью величине √p.

1. На поверхности выполнено соотношение

µsp[1− θ1]2 − bq2 = 0, θ1 ≡
q

qmax
.

Здесь θ1 — степень заполнения поверхности
(далее у θi аналогичный смысл). Параметр s
можно заменить (переобозначить) на 2s, если
интерпретировать s как долю адсорбируемых
атомов из газовой фазы. Выразим θ1:

ν2 ≡ µs

bq2
max

⇒ pν2[1− θ1]2 = θ2
1 ⇒

⇒ θ1 =
ν
√
p

1 + ν
√
p
< 1, ν

√
p� 1 ⇒ θ1 ∝

√
p.

2. В равновесии «поверхность–объем»(
θ2 ≡ c/cmax, k1 ≡ k−qmax, k2 ≡ k+cmax,
γ ≡ k1/k2

)
из соотношений (7) получаем

k1θ1[1− θ2] = k2θ2[1− θ1] ⇒ θ2 =
γθ1

1 + [γ − 1]θ1
.

3. Учтем емкость ловушек (ограничимся
одним типом, m = 1). Воспользуемся урав-
нением (2), добавив для симметрии множи-
тель насыщения [1 − θ2] при z = zν . Тогда
(θ3 ≡ z/zmax, a ≡ a+zmax/[a

−cmax]) получим

θ2[1− θ3] = θ3[1− θ2]a ⇒ θ3 =
θ2

a+ [1− a]θ2
.
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Эксперимент «насыщение-дегазация» дает ин-
формацию о некоторой средней концентрации
c̃ в объеме V = S` (торцами пренебрегаем):

V c̃ = 2θ1qmaxS + θ2cmaxV + θ3zmaxV.

Нормируем c̃ на cmax и рассмотрим функцию

Θ(p) ≡ c̃

cmax
=

2qmax

`cmax
θ1 + θ2 + θ3

zmax

cmax
. (9)

Нас интересуют графики в осях (√p,Θ). Чис-
ленные результаты показаны на рисунках 1, 2(
ā = a+/a−, cmax = 1018 H/см3, ` = 0.1 см

)
.

Параметров влияния достаточно много, но
обычно можно оценить порядки величин и по-
нять, каково «расстояние до прямолинейно-
сти» (до области адекватности закона Сиверт-
са).

zmax = 1017

a = 10-3

a = 10-1

a = 10

a = 10-3

a = 10-1

zmax = 7  1017.

a = 10

= 3  1015   .

qmax = 5  1015.

g = 102

Рис. 1. Степень насыщения. Влияние дефектов

g = 104

g = 102

g = 104

g = 102

= 3  1015 = 1016

qmax = 1015

zmax = 1016

a = 1

.

Рис. 2. Насыщение Θ. Влияние поверхности

Кривые Θ = f(
√
p) имеют характерный

вид «нарастающей волны». Это заметно лишь
в широком диапазоне давлений. Для указан-
ных параметров наиболее ярко точка перегиба

видна на кривых, маркированных звездочка-
ми. Анализ слагаемых в формуле (9) для об-
щей концентрации показывает, что точка пере-
гиба определяется выходом первого и третье-
го слагаемого на режим насыщения с дальней-
шим преобладанием роста θ2. Подчеркнем, что
в более узких диапазонах давлений графики
практически прямолинейны, что соответству-
ет участкам классического закона Сивертса.

Выскажем некоторое предостережение.
В экспериментальной практике при оценке во-
дородопроницаемости материалов часто для
плотности проникающего потока H использу-
ется приближение Ричардсона

JR(t)=Φ
[√
pin(t)−

√
pout(t)

]
`−1, pout<pin. (10)

Мембраны обычно очень тонкие, с относитель-
но высокой проницаемостью. Для градиента
концентрации можно принять равенство cx =
[cout−cin]/`. Тогда в рамках закона Фика «точ-
ной» является формула J = −D[cout − cin]/`.
Здесь J(t) — плотность проникающего пото-
ка атомарного водорода. Но непосредственно
граничные объемные концентрации не изме-
ряются, и приходится пользоваться квазирав-
новесным приближением, подставляя вместо c
равновесную концентрацию c̄ = Γ

√
p в соот-

ветствии с законом Сивертса (Γ — коэффици-
ент растворимости, кратко – растворимость).
В силу неравенств c̄in > cin, c̄out < cout та-
кая подстановка завышает второй множитель
в выражении J = D[cin − cout]/`: c̄in − c̄out >
cin − cout. Чтобы сохранить равенство, нужно
формально занизить значение D.

Итак, если по экспериментальным дан-
ным {p(t), J(t)} найдено подгонкой значение
Φ (проницаемость) в соответствии с форму-
лой (10), то Φ < DΓ. По заданным числам
Φ и Γ из формулы Φ = DΓ (которую обыч-
но используют) получаем нижнюю оценку ко-
эффициента диффузии D. Но это еще не все.
В режиме стационарной (квазистационарной)
проницаемости участвует в основном раство-
ренный диффузионно подвижный атомарный
водород. В рамках принятой модели (4)–(6)
имеем c̄ = Γ

√
p, Γ = g

√
µs/b. Эксперимент

«насыщение-дегазация» дает значение общей
концентрации c̃ > c̄ и завышенное (для задачи
проницаемости) значение Γmax: c̃ = Γmax

√
p.

Таким образом, можно подгонкой оценить
число Φ (проницаемость) по формуле (10).
Эта информация ценна на практике как удоб-
ный коэффициент пересчета давлений в поток.
Если же взять значение D из одного экспе-
римента (статьи), Γ — из другого источника
(Γmax), то получаем иерархию, строго говоря,
трех разных чисел: Φ < DΓ < DΓmax. Для
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материала с высоким уровнем захвата в ло-
вушки можно на порядок завысить вычислен-
ную проницаемость по сравнению с реальной.
Проницаемость Φ (как параметр в соотноше-
нии (10)) имеет S-образную (аррениусовскую)
форму кривой насыщения по порядку давле-
ний. Лишь при относительно высоких давле-
ниях (когда граничные концентрации прибли-
жаются к сивертсовским) имеем Φ ≈ DΓ.
Необходимо контролировать, что подразуме-
вается под одними и теми же терминами в раз-
ных публикациях и по какой модели каким ме-
тодом тот или иной коэффициент вычислялся
(коэффициенты не измеряются).

Функционально дифференциальное
ТДС-уравнение

Идентификация ТДС-спектров необходима
не только для выявления причин пиков термо-
десорбции, но и для численной экстраполяции
и обобщения результатов, полученных на ла-
бораторных образцах (обычно ` — доли мм).

В модели (2) за счет ловушек с парамет-
рами a±ν можно получить любое количество
пиков. Могут ли различные пики возникать
при дегазации практически однородного мате-
риала? Для выяснения этого вопроса ограни-
чимся простейшим уравнением диффузии (1),
но с динамическими симметричными гранич-
ными условиями (4)–(6), (8). Поверхность счи-
таем изотропной в смысле g = const в рам-
ках диапазона нагрева. Ресорбцией при ваку-
умировании пренебрегаем. Итак, мы ограни-
чились минимальным числом параметров для
модели, которая учитывает динамическое вза-
имодействие поверхностных процессов с диф-
фузией. Далее работаем в этом приближении.

Чтобы сравнивать модельные и экспери-
ментальные ТДС-спектры с целью оценки па-
раметров, нужна только поверхностная кон-
центрация (далее J ≡ Jdes = bq2). Естествен-
но попытаться избежать итерационного реше-
ния краевой задачи при текущих приближе-
ниях D0, ED, b0, Eb, s0, Es, g. Проведем пре-
образования, придя в итоге к интегрированию
лишь системы ОДУ невысокого порядка.
Вывод уравнения типа Риккати

Принятая модель ТДС-дегазации:

ct = D(t)cxx , c(0, x) = c̄, c0,`(t) = gq(t),

q̇(t) = −b(t)q2(t) +D(t)cx(t, 0), J(t) ≡ b(t)q2(t).

Сделаем замену времени t′ =
∫ t

0Ddτ :

ct(t, x)=cxx(t, x), c(0, x)= c̄, c0,`=gq(t), (11)

cx|0 = −cx|` = q̇(t) + J(t)D−1(t) (12)

(оставляем прежнее обозначение t). Считаем
q(t) функциональным параметром, а (12) —
дополнительным соотношением к линейной
задаче (11). Сделаем замену, приводящую кра-
евые условия в (11) к однородным:

ĉ = c(t, x)− gq(t), ĉt(t, x) = ĉxx(t, x) + f(t),

f(t) = −gq̇(t), ĉ(0, x) = ϕ̂(x) = 0, ĉ|0,` = 0.

Запишем решение линейной краевой задачи
с помощью функции мгновенного источника
(функции Грина):

ĉ(t, x) =

∫ t

0

∫ `

0
G1(x, ξ, t− τ)f(τ) dξ dτ,

G1(x, ξ, t)≡ 2

`

∞∑
n=1

exp
{
−n

2π2

`2
t
}

sin
nπx

`
sin

nπξ

`
.

В граничные условия входит ĉx(t, 0):

ĉx|0 = −4g

`

∫ t

0
q̇(τ)

∑′
exp

{n2π2

`2
(τ − t)

}
dτ,

∑′ ≡ ∑
n=1,3,5.... При τ = t ряд расходит-

ся, так что подразумевается почленное ин-
тегрирование. В исходном времени t имеем
cx(t, 0) = ĉx(t, 0) = cx(t, `) = ĉx(t, `),

cx(t, 0)=−4g

`

∑′
∫ t

0
q̇(τ) exp

{
−n

2π2

`2

∫ t

τ
D(s) ds

}
dτ.

Динамическое граничное условие запишется в
интегро-дифференциальной форме

q̇(t) = −b(t)q2(t)− (13)

− 4gD

`

∑′
∫ t

0
q̇(τ) exp

{
−n

2π2

`2

∫ t

τ
D(s) ds

}
dτ.

Полученное уравнение (13) с квадратичной
нелинейностью будем классифицировать
как функциональное уравнение Риккати
нейтрального типа. Уравнение эквивалент-
но исходной краевой задаче в том смыс-
ле, что решение q(t) однозначно определя-
ет решение c(t, x). Аналогия с ФДУ вида
ẋ(t) = F

[
t, x(t), ẋ(t), x[0,t], ẋ[0,t]

]
нейтрально-

го типа [10] связана с тем, что избавить-
ся от производной q̇ в правой части ин-
тегрированием по частям нельзя, так как
появится расходящийся ряд. Нас интере-
сует отрезок времени [t1, t2] ⊂ (0, t∗), со-
ответствующий пику термодесорбции (из-
мерения при t ≈ 0, t∗ малоинформатив-
ны). Уравнениям типа Риккати (включая
матричные в теории оптимального управ-
ления) посвящена обширная литература.
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Безразмерная форма задачи
Для моделирования удобно перейти к без-

размерным переменным, выполнив замены:
t′ =

∫ t
0D(τ)dτ/`2, x′ = x/`, v = q/q̄ (c̄ = gq̄).

Не меняя обозначения t, имеем:

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)− (14)

− 4g`
∑′
∫ t

0
v̇(τ) exp

{
−n2π2[t− τ ]

}
dτ,

где v(0) = 1, b̃(t) ≡ q̄b(t)`2/D(t) — безразмер-
ный параметр квадратичной «десорбции».
Этап начального насыщения

Остановимся на выбранном варианте (для
определенности) начального насыщения пла-
стины растворенным водородом и соответ-
ствующем уточнении коэффициента при квад-
ратичной нелинейности b̃(t). Насыщение про-
водится при относительно высоких температу-
ре T = const и давлении напуска p̄ = const
(для интенсификации сорбции). После уста-
новления равновесной концентрации имеем:

µ(T )s(T )p̄ = b(T )q̄2, c̄ = gq̄ (g = const),

⇒ c̄ = gb
−1/2
0

√
µsp̄

∣∣
T

exp
{
Eb[2RT ]−1

}
,

b̃(t) ≡ q̄ b(t)`2D−1 = c̄ b(t)`2[gD(t)]−1,

⇒ b̃(t) = b̃0 exp
{
−Eb̃[RT (t)]−1

}
,

Eb̃ ≡ Eb−ED,
b̃0 ≡ `2D−1

0

√
b0µsp̄

∣∣
T

exp
{
Eb[2RT ]−1

}
.

Формально b̃(t) ≡ b̃(T (t)) — аррениусовский
параметр с энергией активации Eb−ED. Как
правило, Eb > ED и поверхностные процес-
сы быстрее интенсифицируются с нагревом
(ḃ = . . . EbṪ , Ḋ = . . . EDṪ ), так что Eb̃ > 0.
Предэкспонента b̃0 зависит от всех парамет-
ров D0, b0, Eb, s0, Es (кроме ED). Тем самым
коэффициент b̃ в ТДС-эксперименте меняется
строго монотонно и находится в ограниченном
диапазоне 0 < b̃−6 b̃(t) 6 b̃+.

В дальнейшем будем ориентироваться на
предел поверхностной концентрации порядка
qmax ∼ 1015 − 1016 (монослой в рамках геомет-
рической статики). Если на этапе насыщения
для выбранных параметров q̄ > 1015, то при
численном моделировании учитываем степень
заполнения поверхности и вместо µsp̄ = bq̄2

используем соотношение µsp̄ [1− q̄q−1
max]2 = bq̄2

для вычисления начального значения q̄.
Вместе с тем такое априорное ограничение

(из соображений геометрического расположе-
ния неподвижных «шариков» на плоской по-
верхности) представляется дискуссионным. В

модели динамики порог концентрации qmax,
по-видимому, может быть и выше, если уточ-
нять, что понимать под «кипящим» поверх-
ностным слоем (при достаточно высокой тем-
пературе). Фактическое значение q̄ несколько
условно, поскольку на него сильное влияние
оказывает предварительная подготовка экспе-
римента (вакуумирование перед началом на-
грева). Но основная часть водорода находит-
ся в объеме, уравнение диффузии (как и сам
процесс) обладает сглаживающим эффектом,
и нас интересуют выраженные пики термоде-
сорбции (начальный и конечный отрезки вре-
мени эксперимента малоинформативны). По
этим причинам в начальных вычислениях до-
статочно правильно оценить порядок «эффек-
тивной» концентрации q̄, требования к высо-
кой точности здесь некритичны (и их практи-
чески не реализовать).

Подчеркнем, что обсуждался один из воз-
можных способов начального равномерного
насыщения. Можно придерживаться незави-
симой методики. По окончании эксперимента
(по зарегистрированной динамике десорбци-
онного потока) подсчитывается общее содер-
жание водорода в образце. В модели (по S, `
и текущей оценке g) определяется начальное
(равномерное) насыщение и соответствующее
значение q̄. Наконец, можно использовать дан-
ные по растворимости (c̄ = c̄(p̄,T̄ )), поскольку
обычно материал исследуется комплексно.

Выделение интегрируемой
особенности

Функциональное уравнение термодесорб-
ции (14) имеет особенность, которая затруд-
няет его численное решение. Функция

Θ(s) = 4
∑′

exp
{
−n2π2s

}
,
∑′
≡
∑

n=1,3,5...
,

имеет конечные значения при s > 0. Ряд
быстро сходится при больших s, а при фор-
мальной подстановке s = 0 (когда переменная
интегрирования τ достигает верхнего преде-
ла t) получаем расходящийся ряд. «Спасает»
почленное интегрирование. При этом слагае-
мые ряда имеют порядок O(n−2) (n = 2i − 1,
i > 1), что приводит к медленной сходимости.
Поставим следующую задачу: аппроксимиро-
вать уравнение системой ОДУ невысокого по-
рядка, чтобы можно было эффективно ис-
пользовать стандартные пакеты прикладных
программ (например, свободно распространя-
емый Scilab). Для явного выделения интегри-
руемой особенности проведем преобразования,
используя аппарат тэта-функций Якоби. Точ-

��
��
37



нее, нас интересует функция

θ3(t, x)=1+2

∞∑
n=1

exp{−n2π2t} cos(2nπx), t>0.

При x = 0 имеем другое представление [25]:

θ3(t, 0) = 1 + 2
∑∞

n=1
exp{−n2π2t} =

=
1√
πt

∑∞

−∞
exp

{
− n2

t

}
.

Ряд слева быстро сходится при больших зна-
чениях t, а ряд справа — при малых t (ко-
торые нас сейчас и интересуют). Если опре-
делить θ(t) =

∑
exp{−πn2t} (n ∈ Z, t > 0),

то получим соотношение θ(1/t) =
√
tθ(t), или√

t
∑

exp{−πn2t} =
∑

exp{−πn2/t} (n ∈ Z),
известное как функциональное уравнение для
тэта-функции [14].

Проведем вспомогательные преобразова-
ния, разбивая промежуточную сумму на
нечетные и четные слагаемые:

1√
πt

∞∑
−∞

exp
{
−n

2

t

}
=1+2

∞∑
n=1

exp{−n2π2t}=

= 1 + 2
∑′

+ 2

∞∑
k=1

exp{−k2π24t} =

= 2
∑′

+
1√
4πt

∞∑
−∞

exp
{
− n2

4t

}
.

Отсюда (после вычитания из первого ряда по-
следнего и удвоения) получаем искомое разло-
жение при s > 0:

Θ(s)≡4
∑′

exp
{
−n2π2s

}
=

1−Q√
πs
, Q(s)≡−2

∞∑
n=1

qn
2

,

q ≡ − exp{−1/(4s)}. Ряд Q быстро сходится
при малых значениях s. При s → +0 име-
ем Q → 0 и интегрируемую особенность
Θ ≈ 1/

√
πs. График функции Q(s) имеет

S-образный («аррениусовский») вид кривой
насыщения и уже Q(1) ≈ 0.9996. Функция
Q(s)/

√
πs монотонно возрастает до максиму-

ма (≈ 0.828 при s ≈ 0.334) с последующим мо-
нотонным затуханием. В представлении Q(s)
с помощью ряда достаточно ограничиться
небольшим числом слагаемых (5–8). В получа-
емом вместо (14) с помощью описанного пред-
ставления Θ(s) уравнении

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)−κ
∫ t

0

1−Q(t−τ)√
π[t− τ ]

v̇(τ) dτ (15)

дробь (слабая особенность под интегралом)
быстро убывает от бесконечности (τ = t) до
практически нуля (τ = t− 1). При t > 1 ниж-
ний предел интегрирования можно заменить
на t − 1. Таким образом, предысторию, кото-
рую можно не учитывать, нетрудно устано-
вить в исходном физическом времени по свя-
зи 1 = t′2 − t′1 =

∫ t2
t1
D(T (τ))dτ/`2. Компакт-

ное функционально дифференциальное (v̇ ≡
dv/dt) ТДС-уравнение (15) с начальными дан-
ными v(0) = 1 заменяет нелинейную краевую
задачу с динамическими граничными услови-
ями в том смысле, что для построения ТДС-
спектра нужна формально только динамика
поверхностной концентрации (десорбции).

Численный метод и
результаты моделирования

Для определенности ориентируемся на
опубликованные данные для никеля и ста-
ли (марки 12Cr18Ni10Ti) [3], вольфрама [4] и
бериллия [20, 22]. Оценки существенно зависят
от условий эксперимента и подготовки образ-
цов, так что значения воспринимаем как мо-
дельные для численных иллюстраций.

Общие величины: ` = 0.1 см, T0 = 300K.
Принятые значения параметров модели для
стали: b0 = 1.3 × 10−9 см2/с, Eb = 80 ×
103 Дж/моль, D0 = 3.1 × 10−4 см2/с, ED =
31 × 103, g = 50 см−1, c̄ = 5 × 1017 1/см3 (1 =

ат.H), Ṫ = 1K/с; для никеля: b0 = 1.53×10−14,
Eb = 43.2×103, D0 = 7.5·×10−3, ED = 40×103,
g = 102, s0 = 1.8 × 10−2, Es = 61.4 × 103,
c̄ = 9.9 × 1017 1/см3, p̄ = 37.4mорр, T = 770,
Ṫ = 0.5; для вольфрама: b0 = 6 × 10−4, Eb =
69.56× 103, D0 = 4.1× 10−3, ED = 37.63× 103,
g = 104, s0 = 9 × 10−3, Es = 15 × 103, c̄ =
7.8× 1014, p̄ = 670mорр, T = 1300, Ṫ = 5; для
бериллия: b0 = 3.1 × 10−9, Eb = 57.43 × 103,
D0 = 3 × 10−3, ED = 28 × 103, g = 2 × 102,
s0 = 1.44×10−4, Es = 1.82×103, c̄ = 5.2×1017,
p̄ = 760moрр, T = 1150, Ṫ = 5.

Основную роль в динамике дегазации игра-
ет квадратичная десорбция. Поэтому аппрок-
симировать будем интегральное слагаемое в
уравнении (15). При этом горизонт последей-
ствия равен h < 1 (τ ∈ [t, t−h] в безразмерном
времени, Q(1) ≈ 0.999). Ориентируясь на фор-
мулу трапеций численного интегрирования и
график гладкой функции Q(s)/

√
πs (рис. 3),

фиксируем h ∼ 0.3−0.4. Замена t′ =
∫ t

0Ddτ/`
2

ориентирована на характерное время диффу-
зии `2/D, так что такое h соответствует суще-
ственному отрезку физического времени в экс-
перименте. Будем последовательно на отрез-

��
��
38



ках безразмерного времени длины h аппрокси-
мировать ТДС-уравнение (15) системой ОДУ.

s

Q(s)

Q(s)=  2      q ,   q=   exp{  1/(4s)},
2

n=1

N

n

N > 10

Q(s)
s

1-Q(  )
0

s

d

s ~ 0.334~

Рис. 3. Функции Q(s) и Q(s)/
√
πs

Из-за неограниченной (но интегрируемой)
особенности основной вклад в интеграл вно-
сят значения v̇(τ), τ ≈ t. Поэтому с учетом во-
гнутости функции v̇ используем квадратичное
приближение v̇(τ) ≈ v̇(t) +A[t− τ ] +B[t− τ ]2.
Рассмотрим текущий отрезок t ∈ [kh, (k+1)h],
k > 0. Условия

v̇(τ)|kh = v̇(kh),

∫ t

kh
v̇(τ) dτ = v(t)− v(kh)

(полагаем v(t) ≈ v(kh)+ v̇(t)[t−kh]) определя-
ют искомые значения A(t), B(t) (const по τ):

v̇(τ) ≈ v̇(t) + 2
v̇(t)− v̇(kh)

t− kh
[t− τ ]−

− 3
v̇(t)− v̇(kh)

[t− kh]2
[t− τ ]2, (16)

τ ∈ [kh, t]
(
t ∈ [kh, (k + 1)h]

)
. Представляем

интеграл в (15) суммой: τ ∈ [0, kh], τ ∈ [kh, t].
Во втором слагаемом интегрируем в аналити-
ческом виде особенность v̇(τ)/

√
t− τ с подста-

новкой (16), а для интеграла без особенности(
Q(+0)/

√
+0 = 0

)
применяем теорему о сред-

нем и формулу трапеций:

t∫
kh

Q(t−τ)√
π[t−τ ]

v̇(τ) dτ= v̇(ξ)

t∫
kh

Q(t−τ)√
π[t− τ ]

dτ≈

≈ v̇(kh) + v̇(t)

2
√
π

· 1

2
·Q(t− kh)

√
t− kh.

Для аппроксимации первого интеграла
kh∫
0

1−Q(t−τ)√
π[t− τ ]

v̇(τ) dτ = 4
∑′

kh∫
0

v̇(τ)e−n
2π2[t−τ ] dτ

оставим справа несколько слагаемых с учетом
показателя n2 (для определенности n = 1, 3).
При этом отбросили отрицательные слагаемые
(v̇ < 0). Компенсируем это заменой kh на t и
введем дополнительно переменные w1,2(t):

wi(t) ≡
∫ t

0
exp{−(2i− 1)2π2[t− τ ]}v̇(τ) dτ,

ẇi(t) = −(2i− 1)2π2wi(t) + v̇(t), w1,2(0) = 0.

В итоге вместо (15) получаем систему ОДУ:

v̇(t) = −b̂(t)v2(t)+
κ̂√
π

[
2

15
+
Q(tk)

4

]√
tkv̇(kh)−

− 4κ̂
[
w1(t) + w2(t)

]
, (17)

ẇ1(t) = . . .−[4κ̂+π2]w1(t)− 4 κ̂w2(t),

ẇ2(t) = . . .− 4κ̂w1(t)− [4κ̂ + 9π2]w2(t),

b̂ ≡ b̃

1+ κ√
π

[
32
15−

Q(tk)
4

]√
tk
, v(0)=1, w1,2(0)=0,

κ̂ ≡ κ
1+ κ√

π

[
32
15−

Q(tk)
4

]√
tk
, tk ≡ t− kh.

Троеточие обозначает первую строку пер-
вого уравнения (−b̂ . . . v̇(kh)). Ряд для Q(s)
сходится очень быстро, в программной реали-
зации достаточно 5–8 членов.

Для вычисления искомой функции v(t) =
q(t)/q̄ на текущем отрезке безразмерного вре-
мени (в системе (17) t = t′, t′ ∈ [kh, (k + 1)h],
k > 0) используем стандартный метод Рунге –
Кутты 4-го порядка для интегрирования ОДУ
(авторы пользовались пакетом Scilab). В слу-
чае двухпиковой структуры ТДС-спектра для
повышения точности моделирования целесо-
образно использовать дополнительно перемен-
ные w3,4. После возвращения к физическо-
му времени получаем модельный ТДС-спектр
J(T ) = b(T )q2(t) (t′ ↔ t↔ T (t)).

Качественный вид ТДС-спектра металли-
ческих конструкционных материалов типичен.
На рисунках 4–7 представлены численно смо-
делированные ТДС-спектры для указанных
выше значений параметров водородопроница-
емости конструкционных материалов при ва-
рьировании скоростей нагрева. Принятая мо-
дель и без учета дефектов (ловушек) позволя-
ет получать различный вид двухпиковых гра-
фиков (когда интенсивнее низкотемператур-
ный всплеск либо же пики сравнимы). В верх-
ней части графиков для сравнения отмече-
но изменение так называемого транспортного
параметра W = `bvolc̄/D = `bc̄/(Dg2), кото-
рый является определяющим при исследова-
нии водородопроницаемости мембран [4]. Ори-
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ентировочно Surface Limited Regime (SLR) со-
ответствует W < 10−2, а лимитирование диф-
фузией (DLR) соответствуетW > 104. Для бе-
риллия и стали низкотемпературный ТДС-пик
происходит в диапазоне, когда сопоставимую
роль играют диффузия и процессы на поверх-
ности. Высокотемпературный пик наблюдает-
ся уже в зоне DLR. Для никеля поверхностные
процессы и диффузия оказывают сравнимое
воздействие во всем диапазоне температур, а
на графике при низких температурах видим
лишь ступень, напоминающую пик.

J(T) 10-14. 
DLR Beryllium

T = 10, 5, 2.5
. 

TBe
1

TBe
2

T

W

Рис. 4. ТДС-спектры, бериллий

T

J(T) 10
-14. 

W
Nickel

T = 1, 0.5, 0.25
. 

TNi

Рис. 5. ТДС-спектры, никель

Подробнее остановимся на рисунке 7, по-
скольку такой ТДС-спектр качественно отли-
чается от предыдущих. Разумеется, приведен-
ные выше значения параметров для вольфра-
ма являются условными. Помимо микропри-
месей существенное влияние имеют особенно-
сти обработки поверхности образца. Тем более
что в экспериментальной практике пластины
тонкие, объем мал и ярче влияние поверхност-

ных процессов. Это одна из причин разброса
количественных оценок параметров водородо-
проницаемости. Другая причина (и не послед-
няя): при обработке экспериментальных дан-
ных используются разные модели (хотя фор-
мально коэффициенты носят одно и то же на-
звание). На принятых модельных данных об-
наружен узкий всплеск с последующим затяж-
ным выходом на второй пик, менее выражен-
ный. Модель такова, что в образце нет доста-
точно емких ловушек (стандартное уравнение
диффузии), но более детальное внимание уде-
ляется поверхности (см.(4)–(6), пластина тон-
кая). Сначала активно десорбируется припо-
верхностный водород. По мере нагрева мед-
ленно активируется диффузия (градиент кон-
центрации значителен, подкачка к поверхно-
сти растет). Но обычно такие явления объяс-
няют наличием ловушек, а не динамикой вза-
имодействия «поверхность–объем».

J(T) 10
-13. 

TSt
1 TSt

2

DLR12Cr18Ni10Ti

T = 2, 1, 0.5
. 

T

W

Рис. 6. ТДС-спектры, сталь

J(T) 10
-12. 
DLR Tungsten

T = 7, 5, 2.5
. 

. 6
8 . 6

9

TW
1 TW

2
T

W

Рис. 7. ТДС-спектры, вольфрам
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В работе [18] на рисунке 1 имеется удиви-
тельно похожий экспериментальный график
(помеченный черными кружками). Хотя там
речь идет о примесях в вольфраме и дейтерии.
Смысл нашего модельного результата в том,
что помимо стандартного упоминания лову-
шек следует иметь в виду и другие возможные
причины различных ТДС-пиков.

На рисунках 8–11 отслеживается раздельно
динамика поверхностных процессов и диффу-
зии. Высокотемпературным пикам способству-
ет существенно возросший с нагревом коэф-
фициент десорбции и активизация диффузи-
онного притока из объема. Пики при относи-
тельно низких температурах происходят при
сравнительно небольшом диффузионном при-
токе к поверхности, но бо́льших концентраци-
ях в приповерхностном объеме.

сс

сс

сс

сс

сс

сс

сс сс
сс

сс

сс
сс

сс

Nickel

Beryllium

TBe
1

TNi TBe
2

сс сс

T

(q/q)2

(q/q)2

b/b0

b/b0

Рис. 8. Поверхностные параметры (Be, Ni)

TSt
1 TSt

2TW
1 TW

2

(q/q)2

b/b0

(q/q)2

12Cr18Ni10Ti

Tungsten

b/b0

T

Рис. 9. Поверхностные параметры (W, сталь)

Рисунок 12 иллюстрирует динамику кон-
центрации (недоступную для измерений)
внутри исследуемого материала. Прогиб про-
филя концентрации (от середины к краю пла-

стины) наименее выражен для никеля – доста-
точно быстро устанавливается концентрация,
близкая к равномерной. В бериллии и воль-
фраме, напротив, уже в начале эксперимента
происходит значительное снижение концен-
трации у поверхности и прогиб профиля кон-
центрации в дальнейшем при нагреве сохра-
няется. Для стали заметим, что лишь после
достижения достаточно высокой температуры
начинается активная дегазация образца.

T

JDiff  10 /. 4
c

JDiff = 

сс

сс

сс

сс
сс

сс

Beryllium

Tungsten

TW
1

TBe
1 TBe

2
TW

2

Рис. 10. Диффузионный приток к поверхности

T

12Cr18Ni10Ti

Nickel

TNi TSt
2TSt

1

JDiff  10 /. 4
c

JDiff = 

Рис. 11. Диффузионный приток к поверхности

Представим в компактной форме алгоритм
численного моделирования ТДС-спектра.

• Задаем значения параметров модели s0,
Es, b0, Eb, D0, ED, g. При условиях на-
сыщения p̄, T определяем величины c̄,
b̃(t′), κ = g` согласно изложенному на
стр. 37. На задании значения s(T ) можно
«сэкономить», если известна равновесная
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Рис. 12. Динамика распределения объемной концентрации внутри исследуемого материала

объемная концентрация c̄ растворенного
диффузионно подвижного водорода. Воз-
можны другие сценарии начального на-
сыщения (см. стр. 37). Соответствующая
корректировка начальных данных опре-
деляется особенностями реализации кон-
кретного ТДС-эксперимента.

• В безразмерном времени поэтапно (на
отрезках длины h) численно интегриру-
ем ODE-систему невысокого порядка ви-
да (17). В [27] представлены и другие
ODE-аппроксимации. Это стандартная
операция для любого современного мате-
матического пакета (включая freeware).

• По функции v(t′) = q(t′)/q̄ в исход-
ном физическом времени строим гра-
фик плотности термодесорбции J(t) =
b(T (t))q2(t) или ТДС-спектр J(T ).

Обратная задача параметрической
идентификации

Представленный алгоритм численного мо-
делирования позволяет быстро сканировать
различные сценарии и условия эксплуатации
материала (включая закон нагрева и экстра-
полирование результатов с ростом `). Это по-
лезная статистическая информация при выра-
ботке стратегии экспериментальных исследо-
ваний. Для относительно новых материалов
(различных сплавов) сначала нужно оценить
параметры водородопроницаемости. Здесь мы
сталкиваемся с обратными задачами матема-
тической физики, трудности решения которых
хорошо известны. Будем считать, что коэффи-
циент диффузии D(T ) известен (обычно ис-
пользуется метод Дайнеса – Бэррера в DLR-
режиме проницаемости). Поставим задачу: по
информации J(t) (потоку десорбции) оценить
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поверхностные параметры b0, Eb, g. При этом
мы находимся в реальных условиях, когда ди-
намика десорбции тесно связана с диффузией
в объеме. Задача оценки коэффициента объем-
ной десорбции (bvol = b/g2), когда накоплени-
ем на поверхности можно пренебречь (q̇ ≈ 0),
рассмотрена в работе [29].

Поскольку функция D(t) ≡ D(T (t)) из-
вестна, то целесообразно сразу перейти к без-
размерному времени t′, ориентированному на
характеристическое время диффузионного пе-
реноса `2/D. Чтобы не усложнять выкладки,
оставим прежнее обозначение t. Представим
нелинейное слагаемое в системе (17) в следую-
щем виде: b̂(t)v2(t) = α(κ)`J(t)/[D(t)c̄], J(t) ≡
b(t)q2(t). Здесь α — функция параметра κ, по-
лучаемая преобразованиями в силу обозначе-
ний в (14) и (17). Элементарные, но несколько
громоздкие формулы опускаем. Функция J(t)
(t = t′) известна по измерениям. После подста-
новки в (17) получаем систему трех линейных
ODE. Для повышения точности вычислений
целесообразно добавить переменные w3,4. Из-
мерения обычно зашумлены, но функция J(t)
входит в правую часть ODE и при интегриро-
вании происходит сглаживание.

Обратим внимание на то, что правые ча-
сти уравнений теперь зависят только от од-
ного оцениваемого коэффициента растворения
κ = g`. Это позволяет провести декомпозицию
алгоритма параметрической идентификации.

Задание значения g позволяет в итоге рас-
считать зависимость q(t) = q(t; g) в исходном
физическом времени t. Теперь вспомним, что

J=bq2⇒b=Jq−2⇒ ln b0−
Eb

R·103
· 103

T
=lnψ, (18)

где ψ(t) ≡ J/q2, T = T (t). В силу моно-
тонности нагрева t ↔ T (t), что позволяет
ввести координаты X ≡ 103/T , Y ≡ lnψ.
На плоскости (X,Y ) получаем параметриче-
ски заданную кривую X(t), Y (t). Судя по со-
отношению (18), это должна быть прямая ли-
ния с отрицательным угловым коэффициен-
том. Отсюда следует критерий выбора «пра-
вильного» значения g: кривая X(t), Y (t) =
ln{J(t)/q2(t; g)} должна оказаться отрезком
прямой на плоскости (X,Y ). Эта подзадача
скалярная, варьируется только g.

Формально продолжаем отрезок прямой до
пересечения с осями координат. Пересечение с
осью Y (X = 0) дает значение ln b0. Точка пе-
ресечения с осью абсцисс x̄ = 103 × R ln b0/Eb
определяет энергию активации Eb.

Трудоемкость алгоритма определяется ите-
рационным обращением к подпрограмме чис-
ленного решения начальной задачи для систе-

мы ODE. Это требует определенных усилий
и навыков работы с математическими пакета-
ми, но использование стандартной встроенной
операции несравнимо проще и быстрее итера-
ционного решения исходной нелинейной кра-
евой задачи с тремя варьируемыми парамет-
рами (требующей специализированного про-
граммного обеспечения).

103

Tx = 103R y Eb
-1

1.2

0.8

Tungsten

y = lnb0

ln{J(T(t)) q-2(T(t),g)}

Рис. 13. Оценка параметров десорбции, вольфрам

12Cr18Ni10Ti
103

T

x = 
103Ry

Eb

~ - 2.128~

1.2

0.8

ln{J(T(t)) q-2(T(t),g)}

Рис. 14. Оценка параметров десорбции, сталь

Предложенный метод выпрямления проил-
люстрирован на рисунках 13–16. Для тестиро-
вания алгоритма были построены модельные
спектры (при g = const). Для получения бо-
лее точных оценок на двухпиковых спектрах
численно решалась система из пяти уравнений
вида (17) для переменных v(t), w1−4(t). Допол-
нительно проводилась серия экспериментов на
спектрах, в которые добавлена случайная по-
грешность до 20% (использовалась стандарт-
ная функция Scilab генерирования случайных
чисел, распределенных по равномерному зако-
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ну). Алгоритм идентификации на основе ин-
тегрирования системы ОДУ (с подстановкой
J(t) в правые части) показал помехоустойчи-
вость обработки входных данных.

x = 
103Ry

Eb

~ - 2.837~

103

T

ln{J(T(t)) q-2(T(t),g)}

y = ln b0

0.8

1.2 Beryllium

Рис. 15. Оценка b, g (Be, зашумленный спектр)

103

T

ln{J(T(t)) q-2(T(t),g)}

Nickel

1.2

0.8

y = ln b0

x = 
103Ry

Eb

~ - 6.122~

Рис. 16. Оценка b, g (Ni, зашумленный спектр)

Начальное значение g дает баланс

c̄`+ 2q̄ = c̄[`+ 2g−2] = 2

∫ t∗

0
J(τ) dτ.

Эксперименты показали, что точность такой
оценки снижается при g � 1. На графиках
представлены кривые с использованием «пра-
вильного» численного значения κ, при кото-
ром полученная кривая близка к отрезку пря-
мой, и кривые, получаемые при отклонении от
κ на 20%. Относительная погрешность тести-
рования алгоритма идентификации не превы-
шает нескольких процентов (сказываются вы-
числительные погрешности решения как пря-
мой, так и обратной задачи). Заметна высо-
кая чувствительность (особенность типа «вер-

тикальный клюв») при превышении «истинно-
го» значения κ. Математическая особенность
возникает из-за того, что формально функ-
ция v(t) меняет знак, принимая и отрицатель-
ные значения. Авторы не заботились о том,
чтобы избежать такого «нефизического» пе-
рехода, поскольку это ярко свидетельствует о
неправильном выборе значения κ. Такие же
численные эксперименты проведены для за-
шумленных графиков. С более высокой точно-
стью восстанавливаются энергии активации,
поскольку энергетические характеристики ак-
тивнее влияют на десорбцию по мере нагре-
ва. С математической точки зрения совпаде-
ния модельных и экспериментальных кривых
добиваться не обязательно (с учетом экспери-
ментальных погрешностей в десятки процен-
тов). ОДУ-аппроксимация вполне адекватна.

Заключение

В статье анализируется проблема иденти-
фикации спектров термодесорбции водорода
из конструкционных материалов, применяе-
мых в ядерной энергетике. На качественном
уровне идентификация состоит в выявлении
причин всплеска десорбции. Обычно ТДС-
пики связывают с высвобождением водорода
из ловушек с различными энергиями связи.
Как показано на простейшей модели диффу-
зии (однородный материал), учет динамики
поверхностных процессов может дать двухпи-
ковую структуру даже на очень тонких экс-
периментальных образцах. Тенденция списы-
вать все на «теорию различных ловушек» по-
нятна, но объем образца практически нулевой
для проявления емкости захвата.

Другая часть проблемы — параметриче-
ская идентификация. Имеется большое раз-
нообразие моделей водородопроницаемости,
включая различные граничные условия (что
влечет вариативность оценок коэффициен-
та диффузии даже по порядку). ТДС-
эксперимент имеет естественные ограниче-
ния информативности. Результаты должны
корректно (единственным образом) численно
экстраполироваться, например, с ростом тол-
щины материала (экспериментальные образ-
цы очень тонкие из-за ограничений времени
измерений). В статье нелинейная краевая за-
дача (стандартное уравнение диффузии, но с
динамическими граничными условиями) све-
дена к функционально дифференциальному
уравнению для поверхностной концентрации,
поскольку для построения ТДС-спектра тре-
буется лишь динамика десорбции. Предло-
жен эффективный вычислительный алгоритм,
ориентированный на использование математи-
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ческих пакетов (в том числе freeware). Основ-
ной итоговый результат статьи — геометриче-
ски прозрачный метод решения обратной за-
дачи идентификации поверхностных парамет-
ров, когда десорбция динамически взаимосвя-
зана с диффузией в объеме.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(грант №15-01-00744).
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