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ЭКОЛОГО-ЭКОНОМИЧЕСКАЯ СИСТЕМА ЭКСПЛУАТАЦИИ
БИОРЕСУРСОВ С АСИММЕТРИЧНЫМИ УЧАСТНИКАМИ
А. Н. Реттиева

Институт прикладных математических исследований Карельского научного центра РАН

Исследована теоретико-игровая модель эколого-экономической системы в дис-
кретном времени. В игре участвуют агенты (фирмы или рыболовецкие арте-
ли), производящие вылов биоресурсов на конечном промежутке времени. Аген-
ты эколого-экономической системы различаются временем участия в процес-
се эксплуатации ресурса. Целью работы является определение кооперативного
поведения участников и применение разработанной схемы для рационального
использования биоресурсов водоемов Республики Карелия.

Ключ е вы е c л о в а: задача управления биоресурсами; асимметричные игро-
ки; арбитражное решение Нэша.

A. N. Rettieva. ENVIRONMENTAL-ECONOMIC SYSTEM OF
BIORESOURCE USE WITH ASYMMETRIC AGENTS
A discrete time game-theoretic model of an environmental-economic system is
considered. Agents (firms or fishermen’s artel cooperatives) that exploit the fish
stock on a finite planning horizon are the participants of the game. The agents
have different exploitation times. The main goal of the paper is to construct the
cooperative behavior of the participants and to apply the presented setup for wise
use of aquatic bioresources of the Republic of Karelia.

K e ywo r d s: bioresource management problem; asymmetric players; Nash
bargaining solution.

Введение

Задачи рационального природопользова-
ния являются актуальными для Республи-
ки Карелия, обладающей большими запаса-
ми возобновляемых ресурсов. В связи с тем,
что эгоистическое (некооперативное) поведе-
ние участников процесса эксплуатации нега-
тивно отражается на состоянии экологической
системы, необходима разработка методов под-
держания кооперативного поведения агентов
эколого-экономической системы. Еще одной
актуальной задачей является определение ко-
оперативного поведения в случае несиммет-
ричности агентов, т. к. возобновляемые ре-

сурсы Республики Карелия подвергаются сов-
местной эксплуатации различными экономи-
ческими субъектами.

В данной статье исследована модель, в ко-
торой агенты различаются временем участия
в процессе эксплуатации ресурса. Такая ситу-
ация типична для водоемов Республики Ка-
релия, где есть постоянный (или длительно
существующий) хозяйствующий субъект. При
этом в различные периоды могут возникать
участники, получающие лицензию на эксплу-
атацию ресурсов на определенный срок. Ко-
гда время участия одного из агентов меньше,
чем у другого, игрок включается в процесс
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эксплуатации на фиксированное время и го-
тов вступить в кооперацию, зная, что это бо-
лее прибыльно для него. Но так как у агента
меньший, чем у партнера, горизонт планиро-
вания, то он должен получить выгоду от ко-
операции большую, чем игрок, который про-
должает процесс эксплуатации ресурса даль-
ше.

В работе [3] было предложено использова-
ние арбитражной схемы Нэша для определе-
ния кооперативных стратегий и выигрышей
игроков в асимметричных задачах. При этом
использовались две переговорные схемы: для
всего периода продолжения игры и рекурсив-
ная арбитражная процедура, в которой арбит-
ражная схема применяется на каждом шаге
игры.

В данной статье предложенный подход
с использованием арбитражной схемы Нэша
применяется для модели с различным време-
нем участия. При этом агенты не различают-
ся коэффициентами дисконтирования, как это
было в [2], поскольку хозяйствующие субъек-
ты Республики Карелия находятся в одних и
тех же экономических условиях. Предложен-
ная схема апробируется для популяции сига
озера Сямозеро. По имеющимся данным мат-
ричным методом оценки запаса была восста-
новлена численность популяции и парамет-
ры функции развития. Проведено сравнение
состояния экологической системы и прибыли
агентов при кооперативном и эгоистическом
поведении.

Модель и кооперативное поведение

Рассматривается теоретико-игровая мо-
дель эколого-экономической системы, связан-
ной с эксплуатацией возобновляемых ресур-
сов. Для описания такой системы использует-
ся так называемая модель «рыбных войн» [4],
характеризующаяся степенной функцией раз-
вития популяции и логарифмическими функ-
циями выигрышей агентов. Пусть два агента
(фирмы или рыболовецкие артели) эксплуати-
руют ресурс. Динамика развития популяции
имеет вид

xt+1 = (εxt − u1t − u2t)α , x0 = x , (1)

где xt > 0 – размер популяции в момент вре-
мени t, ε ∈ (0, 1) – коэффициент естествен-
ной выживаемости, α ∈ (0, 1) – коэффициент
естественного роста, uit > 0 – вылов агента i,
i = 1, 2.

Заметим, что при отсутствии эксплуатации
у данной системы существует стационарное со-
стояние x = 1. Если x0 > 1, то популяция убы-
вает, неограниченно приближаясь к x = 1, ес-

ли же x0 < 1, то возрастает с такой же асимп-
тотой.

Предполагается логарифмический вид
функций выигрышей агентов эколого-
экономической системы. Применение таких
функций связано с задачей максимизации тем-
пов роста функции производства (в данном
случае – вылова), что легко показать в задаче
с непрерывным временем. Рассмотрим сум-
марное дисконтированное значение удельной
скорости роста функции u(t)∫ ∞

0
e−ρt

u′(t)

u(t)
dt .

Проинтегрировав по частям, считая, что
u(0) = 1 и e−ρt lnu(t) → ∞ при t → ∞, по-
лучаем∫ ∞

0
e−ρt

u′(t)

u(t)
dt = ρ

∫ ∞
0

e−ρt lnu(t)dt .

Таким образом, задача максимизации ско-
рости роста функции u(t) эквивалентна задаче
максимизации функции lnu(t) на бесконечном
промежутке планирования.

В данной статье предполагается, что аген-
ты эколого-экономической системы различа-
ются горизонтами планирования, что соот-
ветствует реальным процессам эксплуатации
биоресурсов водоемов Республики Карелия.
Пусть первый агент эксплуатирует ресурс на
протяжении n1 моментов времени, а второй –
на протяжении n2 моментов времени. Предпо-
ложим, для определенности, что n1 < n2. Та-
ким образом, в данной модели на временном
промежутке [0, n1] агенты вступают в коопера-
цию, и необходимо определить их кооператив-
ные стратегии. После момента n1 до момента
n2 второй агент продолжает процесс эксплу-
атации индивидуально. Следовательно, выиг-
рыши агентов эколого-экономической системы
имеют следующий вид:

J1 =

n1∑
t=0

δt ln(uc1t) ,

J2 =

n1∑
t=0

δt ln(uc2t) +

n2∑
t=n1+1

δt2 ln(u
a
2t) , (2)

где uci , i = 1, 2 – кооперативные стратегии, ua2
– стратегия второго агента, эксплуатирующе-
го ресурс индивидуально.

Для построения кооперативных стратегий
и выигрышей участников процесса эксплуа-
тации применяется арбитражная схема Нэша
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для всего периода продолжения игры [3]. Та-
ким образом, решается следующая задача:

(V c
1 (x)[0, n1]− V N

1 (x)[0, n1])×
×(V c

2 (x)[0, n1]+V
ac
2 (xcn1)[n1, n2]−

− V N
2 (x)[0, n1]−V aN

2 (xNn1)[n1, n2]) =

= (

n1∑
t=0

δt ln(uc1t)− V N
1 (x)[0, n1])×

×(
n1∑
t=0

δt ln(uc2t) +

n2∑
t=n1+1

δt ln(ua2t)−

− V N
2 (x)[0, n1]−V aN

2 (xNn1)[n1, n2])→max , (3)

где V N
i (x)[0, n1] – выигрыши в равновесии

по Нэшу, V ac
2 (xcn1)[n1, n2] – выигрыш второго

агента, когда он эксплуатирует ресурс инди-
видуально после n1 периодов кооперативного
поведения участников, V aN

2 (xNn1)[n1, n2] – вы-
игрыш второго агента, когда он эксплуатирует
ресурс индивидуально после n1 периодов неко-
оперативного поведения участников.

Пользуясь результатами [2] и [3], запишем
выигрыши в равновесии по Нэшу на проме-
жутке времени [0, n1]:

V N
i (x)[0, n1] =

n1∑
j=0

aj lnx+

n1∑
j=1

δn1−jAj−δn1 ln k ,

(4)
где a = αδ, i = 1, 2, k – параметр разделения
ресурса в конечный момент времени,

Aj = ln
[( ε

j∑
l=1

al( j∑
l=0

al
)2
− 1

) j∑
l=0

al

(

j∑
l=1

al)

j∑
l=1

al]
.

Тогда, при эгоистическом поведении обоих
участников, размер популяции после n1 пери-
одов эксплуатации примет вид

xNn1 = xα
n1

0 (εa2)

n1∑
j=1

αj n1∏
l=1

( (l−1∑
j=0

aj
)2

( l∑
j=0

aj
)2
− 1

)αn1−l+1

.

(5)
Рассмотрим временной промежуток

[n1, n2], где второй агент эксплуатирует ре-
сурс индивидуально. Используя [3], запишем
выигрыш второго агента, оставшегося в про-
цессе эксплуатации, в виде

V ac
2 (xcn1)[n1, n2] =

n∑
j=0

aj lnx+

n∑
j=1

δn−jBj , (6)

где n = n2 − n1,

Bj =

j∑
l=0

al ln
( ε

j∑
p=0

ap

)
+

j∑
l=1

al ln
( j∑
p=1

ap
)
.

А выигрыш второго агента V aN
2 (xNn1)[n1, n2],

когда он участвует в процессе эксплуатации
индивидуально после некооперативного пове-
дения участников, – это выигрыш (6) с началь-
ным размером популяции xNn1 (см. (5)):

V aN
2 (xNn1)[n1, n2] =

n∑
j=0

aj ln(xNn1)+

n∑
j=1

δn−jBj .

Следовательно, все выигрыши, кроме ко-
оперативных, в задаче (3) определены, а ко-
оперативные стратегии и выигрыши получены
в следующем утверждении.

Утверждение 1. Кооперативные выигрыши
в задаче (1), (2) имеют вид

Hc
1n1

(γc11, . . . , γ
c
1n1
, γc21, . . . , γ

c
2n1

;x) =

=

n1∑
j=0

aj lnx+

n1∑
j=1

δn1−j ln(γc1j)+

+

n1∑
j=1

δn1−j
j∑
i=1

ai ln(ε− γc1j − γc2j)+δn1 ln k , (7)

Hc
2n1

(γc11, . . . , γ
c
1n1
, γc21, . . . , γ

c
2n1

;x) =

=

n2∑
j=0

aj lnx+

n1∑
j=1

δn1−j ln(γc2j)+

+

n1∑
j=1

δn1−j
n+j∑
i=1

ai ln(ε− γc1j − γc2j) +

+

n∑
j=1

δn2−jBj+δn1

n∑
j=0

aj ln(1− k) , (8)

где n = n2 − n1.
Кооперативные стратегии агентов связа-

ны как

γc1t=

εγc11
n+t−1∑
j=0

aj

ε
n+t∑
j=0

aj+γc11
n+t−1∑
j=t

aj
, (9)

γc2t=

ε− γc1t
t∑

j=0
aj

n+t∑
j=0

aj
. (10)
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Стратегия γc11 первого агента на послед-
нем шаге определяется из решения одного из
уравнений условий первого порядка.

Доказательство. Для определения коопера-
тивного поведения в n1-шаговой игре опреде-
лим кооперативные стратегии, начиная с шага
n1.

Считаем, что после момента времени n1
первый игрок получает в качестве компенса-
ции долю k от оставшегося ресурса, а второй
игрок продолжает процесс эксплуатации с до-
ли (1 − k) неиспользованного ресурса. Этот
подход отличается от традиционного равного
деления, параметр k предполагается здесь за-
ранее заданным, но он может быть использо-
ван и для регулирования кооперативного по-
ведения.

Рассмотрим одношаговую игру, выигрыш
первого агента имеет вид

Hc
11(u1, u2;x)=ln(u1)+δ ln(k(εx−u1−u2)α)=
= (1 + a) lnx+ a ln(εx− u1 − u2) + δ ln k ,

(11)

второго агента –

Hc
21(u1, u2;x) = ln(u2) + δV ac

2 (xcn1)[n1, n2] =

= ln(u2) + δ

n∑
j=0

aj ln((1− k)(εx− u1 − u2)α)+

+

n∑
j=1

δn+1−jBj =

= ln(u2) +

n+1∑
j=1

aj ln(εx− u1 − u2)+

+

n∑
j=1

δn+1−jBj + δ

n∑
j=0

aj ln(1− k) .

(12)

Используя арбитражную схему Нэша,
определим кооперативные стратегии из ре-
шения следующий задачи:

(Hc
11(u1, u2;x)− V N

1 (x)[n1 − 1, n1])×
×(Hc

21(u1, u2;x)−
− [V N

2 (x)[n1 − 1, n1] + V aN
2 (xNn1)[n1, n2]]) =

= (Hc
11 − V N

1 )(Hc
21 − Ṽ N

2 )→ max
u1,u2

,

(13)

где Ṽ N
2 обозначено выражение в квадратных

скобках, а Hc
11, H

c
21 имеют вид (11), (12).

В [2] приведено доказательство того, что
решения данной и последующих используе-

мых в доказательстве оптимизационных за-
дач достигаются во внутренней точке допусти-
мого множества и единственны. Поэтому из
условий первого порядка получим следующую
связь кооперативных стратегий агентов в од-
ношаговой игре:

u2 =
εx− u1(1 + a)

n+1∑
j=0

aj
. (14)

Как и ранее [2], [3], предполагается, что
стратегии агентов линейно зависят от количе-
ства ресурса u1 = γc11x, u2 = γc21x, откуда по-
лучаем

γc21 =
ε− γc11(1 + a)

n+1∑
j=0

aj
. (15)

Теперь рассмотрим задачу (3) с двумя ша-
гами, где стратегии агентов линейны uc1t =
γc1tx, u

c
2t = γc2tx. Функция выигрыша первого

агента в двухшаговой игре имеет вид

Hc
12(γ

c
11, γ

c
12, γ

c
12, γ

c
22;x) =

=ln(γc12x)+δH
1c
1 (γc11, γ

c
21; (εx−γc12x−γc22x)α)=

= ln(γc12x) + δ(1 + a) ln(εx− γc12x− γc22x)α+
+ δ(ln(γc11) + a ln(ε− γc11 − γc21) + δ ln k) =

= (1 + a+ a2) lnx+ ln(γc12) +

+ a(1 + a) ln(ε− γc12 − γc22) +
+ δ ln(γc11) + δa ln(ε− γc11 − γc21) + δ2 ln k ,

а второго –

Hc
22(γ

c
11, γ

c
21, γ

c
12, γ

c
22;x) =

=ln(γc22x)+δH
1c
2 (γc11, γ

c
21; (εx−γc12x−γc22x)α)=

= ln(γc22x) + δ

n+1∑
j=0

aj ln(εx− γc12x− γc22x)α +

+ δ ln(γc21) + δ

n+1∑
j=1

aj ln(ε− γc11 − γc21) +

+

n∑
j=1

δn+2−j
2 Bj + δ2

n∑
j=0

aj ln(1− k) =

=ln(γc22)+

n+2∑
j=0

aj lnx+

n+2∑
j=1

aj ln(ε−γc12−γc22)+

+ δ ln(γc21) + δ

n+1∑
j=1

aj ln(ε− γc11 − γc21) +

+

n∑
j=1

δn+2−jBj + δ2
n∑
j=0

aj ln(1− k) .
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Для определения кооперативного поведе-
ния в этой двухшаговой игре необходимо ре-
шить следующую задачу:

(Hc
12(γ

c
11, γ

c
21, γ

c
12, γ

c
22;x)− V N

1 (x)[n1 − 2, n1])×
×(Hc

22(γ
c
11, γ

c
21, γ

c
12, γ

c
22;x) −

− [V N
2 (x)[n1 − 2, n1] + V aN

2 (xNn1)[n1, n2]]) =

= (Hc
21 − V N

1 )(Hc
22 − Ṽ N

2 )→ max
γc
11,γ

c
21,γ

c
12,γ

c
22

,

(16)

где Ṽ N
2 обозначено выражение в квадратных

скобках.
Аналогично одношаговой игре для опреде-

ления оптимального решения необходимо и до-
статочно использовать условия первого поряд-
ка, откуда получим связь между кооператив-
ными стратегиями агентов на втором шаге ви-
да

γc22 =
ε− γc12(1 + a+ a2)

n+2∑
j=0

aj

и соотношение между кооперативными стра-
тегиями первого агента на обоих шагах:

γc12 =

εγc11
n+1∑
j=0

aj

ε
n+2∑
j=0

aj + γc11a
2
n−1∑
j=0

. (17)

Следовательно, все параметры выражены
через одну неизвестную стратегию γc11 перво-
го агента на последнем шаге, для определения
которой необходимо численно решить одно из
уравнений условий первого порядка.

Продолжая процесс для n1-шаговой игры,
получим кооперативные выигрыши в виде (7),
(8) и кооперативные стратегии в виде (9),
(10).

Моделирование популяции сига
озера Сямозеро

Для моделирования использовались фак-
тические данные о многотычинковом сиге озе-
ра Сямозеро [5]. Для восстановления числен-
ности сига был использован матричный метод
оценки запаса [1].

Полученные оценки размера популяции за
длительный период позволили оценить пара-
метры функции ее развития. Наиболее адек-
ватной ситуации оказалась степенная функ-
ция развития со следующими параметрами:

α = 0, 89 , ε = 1, 45 .

Данные о восстановленной численности по-
пуляции и динамика популяции с такой функ-
цией развития представлены на рисунке 1.

Рис. 1. Размер популяции: сплошная линия – сте-
пенная функция развития, пунктир – восстанов-
ленная функция развития

Численное моделирование было проведено
со следующими параметрами:

x0 = 177, 547 , δ = 0, 85 , k =
1

3
.

Приведем результаты для горизонтов пла-
нирования

n1 = 10 , n2 = 20 .

Численно получено γc11 = 0, 3434.
Сравним кооперативный и некооператив-

ный выигрыши первого агента на временном
промежутке [0, n1]:

V c
1 (x)[0, n1] = 11, 6938 >

> V N
1 (x)[0, n1] = 10, 6075 .

Для второго агента сравним его коопера-
тивный выигрыш на промежутке [0, n1] плюс
выигрыш от индивидуального поведения на
промежутке времени [n1, n2] после кооперации
с некооперативным выигрышем на промежут-
ке [0, n1] плюс выигрыш от индивидуального
поведения на промежутке времени [n1, n2] по-
сле эгоистического поведения:

V c
2 (x)[0, n1] + V ac

2 (xcn1)[n1, n2] = 13, 3032 >

> V N
2 (x)[0, n1] + V aN

2 (xNn1)[n1, n2] = 12, 6271 .

Заметим, что кооперативные выигрыши
обоих агентов эколого-экономической системы
больше, чем выигрыши в равновесии по Нэшу.

На рисунке 2 показан размер популяции на
всем промежутке планирования [0, n2], откуда
заметим, что кооперативное поведение благо-
творно влияет на экологическую обстановку.
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Это связано с тем, что при кооперации уста-
навливается более «щадящий» режим эксплу-
атации.

Рис. 2. Размер популяции: сплошная линия – ко-
оперативное поведение, пунктир – равновесие по
Нэшу

Рис. 3. Вылов первого игрока: сплошная линия –
кооперативное поведение, пунктир – равновесие по
Нэшу

Рис. 4. Вылов второго игрока: сплошная линия –
кооперативное поведение+индивидуальный, пунк-
тир – равновесие по Нэшу+индивидуальный

Вылов первого агента на промежутке [0, n1]
показан на рисунке 3, а вылов второго участ-
ника на промежутках [0, n1] и [n1, n2] – на ри-
сунке 4. Заметим, что при кооперации вылов
второго агента меньше, чем в равновесии по
Нэшу, но это компенсируется его дальнейшей
индивидуальной эксплуатацией ресурса.

Заключение

Традиционно теоретико-игровые задачи
управления биоресурсами рассматривались в
предположении симметричности агентов. В
предыдущих работах [2], [3] были исследо-
ваны модели, в которых участники имеют
различные коэффициенты дисконтирования,
и предложены схемы определения кооператив-
ного поведения.

В данной статье метод построения коопера-
тивных стратегий и выигрышей агентов с ис-
пользованием арбитражной схемы Нэша при-
менен для теоретико-игровой модели эксплу-
атации ресурсов с участниками, различающи-
мися горизонтами планирования. Определены
стратегии и выигрыши обоих агентов эколого-
экономической системы.

Для численного моделирования были ис-
пользованы данные о популяции сига озера
Сямозеро. Использована степенная функция
развития популяции и произведена калибров-
ка параметров для соответствия данным о вос-
становленной матричным методом оценки за-
паса численности популяции сига. Показано,
что применение арбитражной схемы для опре-
деления кооперативного поведения выгодно
обоим агентам и при этом благоприятно вли-
яет на состояние экологической системы.

Работа выполнена при поддержке Россий-
ского фонда фундаментальных исследований,
гранты 16-01-00183_а, 16-41-100062 р_а.
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