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КОМБИНАТОРНЫЙ АНАЛИЗ СХЕМЫ
СОЧЕТАНИЙ С ЗАДАННЫМ
МИНИМАЛЬНЫМ РАЗМАХОМ ВЫБОРКИ
Н. Ю. Энатская
Московский институт электроники и математики
Национального исследовательского университета «Высшая школа экономики»

Производится прямой перебор исходов схемы методом графов, находится их
число, определяется вероятность появления ее исходов в общей схеме сочета-
ний, для исходов схемы решается задача нумерации и на ее основе предлагается
алгоритм их быстрого моделирования.

Ключ е вы е c л о в а: схема сочетаний; минимальный размах выборки; задача
нумерации; моделирование.

N. Yu. Enatskaya. COMBINATORIAL ANALYSIS OF A
COMBINATIONS CIRCUIT WITH GIVEN MINIMAL RANGE
OF SAMPLE
Outputs of the circuit are enumerated directly by the graph method, their number
and probability in the general combinations circuit are determined, the problem
of enumeration of outputs is solved and the algorithm of their rapid modeling is
suggested on this basis.

K e ywo r d s: combinations circuit; minimal range of sample; enumeration problem;
modeling.

Введение

Схема сочетаний – одна из основных ши-
роко распространенных в теории и практике
комбинаторных схем [1–7], возникает при вы-
боре r элементов из n различимых элементов
без возвращения и без учета их порядка или
при размещении r неразличимых частиц по
одной по n различимым ячейкам. Интерпре-
тация размещения частиц по ячейкам схемы
сочетаний используется в статистике Ферми–
Дирака [6], а при неограниченном числе ча-
стиц в ячейке – в статистике Бозе–Эйнштейна
и является в этом случае схемой сочетаний с
повторением, т. е. схемой выбора с возвраще-

нием или размещения частиц по ячейкам без
ограничения числа частиц в каждой из них.

Схема сочетаний участвует во многих важ-
ных распространенных математических фор-
мулах: биноме Ньютона, биномиальной схеме
и биномиальном распределении вероятностей,
в выражениях для чисел исходов многих ком-
бинаторных схем и т. д.

Число исходов схемы сочетаний есть Cr
n =

n!/r!(n− r)!. (В схеме сочетаний с повторени-
ями число исходов – Cr

n+r−1).

Свойства сочетаний подробно рассмотре-
ны, например, в [6].
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Производящая функция последовательно-
сти чисел Cr

n и Cr
n+r−1 приведена в [2] и [6]:

n∑
r=0

Cr
nx

r = (1 + x)n;

∞∑
r=0

Cr
n+r−1x

r = (1− x)−n.

Моделирование исходов схемы сочетаний при-
ведено в [7].

В [9] и [10] соответственно проведено иссле-
дование схемы сочетаний и схемы сочетаний с
ограниченным размахом по указанным в анно-
тации направлениям методом графов на осно-
ве визуального перечисления всех их исходов с
возможностями учета различных ограничений
в них.

Однако путь отбраковки исходов в более
общей схеме (в данном случае схеме сочета-
ний) для перечисления исходов изучаемой схе-
мы и ее дальнейшего анализа приводит к рас-
смотрению большого числа «лишних» исходов
и годится для численного расчета по схеме, а
для аналитического исследования схемы тре-
буется выявление общих закономерностей в
ней, которые лучше проявляются и легче улав-
ливаются при построении процедуры прямого
перечисления ее исходов, что и даст основу ее
анализа.

1. Перечисление и число всех исхо-
дов схемы

Зададим параметры схемы: n – число раз-
личимых номерами от 1 до n элементов cхе-
мы; r – размер выборки; S – заданный мини-
мальный размах выборки, где под размахом
выборки (исхода схемы) будем понимать мак-
симальную разность между номерами ее эле-
ментов, т. е. между ее крайними компонента-
ми, т. к. номера элементов в исходах будем пе-
речислять в возрастающем порядке.

Для перечисления исходов схемы будем пе-
ребирать все допустимые значения наимень-
шего номера m в исходе от 1 до (n − S), ко-
торый определит диапазон перебора значений
максимального номера M в нем от (m + S)
до n, а остальные (r − 2) номеров элементов
исхода будем выбирать по схеме сочетаний из
значений от (m+ 1) до (M − 1).

Граф перечисления исходов схемы в соот-
ветствии с процедурой их перебора будет со-
стоять из объединения результатов трех эта-
пов: перебора минимального номера m в исхо-
де схемы, для каждого – перебор возможного
максимального номераM от (m+S) до n в нем
и описанный выше выбор остальных (r−2) но-
меров между числами m и M .

Число исходов первого этапа и пучков вто-
рого этапа равно d = n− S, при каждом фик-
сированном значении m размер пучка второго
этапа равен n−m−S+1, т. к. множество значе-
нийM есть числа (m+S,m+S+1, . . . , n), а при
каждом фиксированном значении M размер
пучка третьего этапа равен Cr−2

M−m−1. Установ-
ление порядка при перечислении и граф пере-
числения равновероятных исходов схемы соче-
тания даны в [9]. Тогда из процедуры перебора
следует формула для числа N исходов схемы

N =

d∑
m=1

n∑
M=m+S

Cr−2
M−m−1. (1)

Приведем граф перечисления исходов схе-
мы (рис. 1).

Рис. 1. Граф перечисления исходов cхемы

Пример 1. Пусть n = 7, r = 4, S = 4.
Отсюда по (1) при d = 3 имеем

N =

3∑
m=1

7∑
M=m+4

C2
M−m−1 =

= (C2
3 + C2

4 + C2
5 ) + (C2

3 + C2
4 ) + C2

3 = 31. (2)

Приведем граф перечисления всех исходов
схемы и их число N по графу (рис. 2).
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Рис. 2. Граф перечисления исходов в примере 1

По графу на рисунке 2 и по (1) получаем
N = 31.

2. Задача нумерации для исходов
схемы

При решении задачи нумерации будем ис-
пользовать соответствующие результаты для
схемы сочетаний из [9], т. е., во избежание гро-
моздкости выражений не приводя явных фор-
мул соответствия номеров и видов исходов схе-
мы сочетаний Cb

a = c, будем обозначать их как
Nc и Rc для выбора из элементов с номерами
от 1 до a с переобозначением на номера эле-
ментов от m + 1 до M − 1 и соответствующи-
ми значениями параметров a = M − m − 1 и
b = r − 2.

Здесь будет существенно использована из-
вестная из п.1 пучковая структура графа пе-
речисления исходов схемы на каждом его эта-
пе. Введем удобные для дальнейшего рассмот-
рения обозначения и выпишем поэтапные пуч-

ковые структуры графов в фигурных скобках,
перечисляя в них в круглых скобках через за-
пятую поэтапные размеры пучков исходов:

1-й этап – {(d)} с множеством исходов
(1, 2, . . . , d);

2-й этап – {(n − S), (n − S − 1), . . . , (1)} =

{A1, A2, . . . , Ad};
∑d

i=1Ai = D;
3-й этап –
{(Cr−2

S−1), (C
r−2
S ), . . . , (Cr−2

n−2), (C
r−2
S−1), (C

r−2
S ),

. . . , (Cr−2
n−3), . . . , (C

r−2
S−1)} = {B1, B2, . . . , BD}.

2.1. Прямая задача нумерации
Пусть известен номер N∗ = N∗3 исхода схе-

мы по перечислению. Требуется определить
его вид R∗ = (a∗1, . . . , a

∗
r), где элементы выбор-

ки упорядочены по возрастанию номеров.
Обозначим через N∗3 , N

∗
2 , N

∗
1 номера исхо-

дов этапов в траектории графа их перечисле-
ния, ведущей к итоговому исходу с данным ви-
дом R∗.
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Шаги решения:
1) находим N∗2 = min n2 : (

∑n2

i=1Bi > N∗3 );
2) находим номер итогового исхода p3 = Nc

в пучке 3-го этапа p3 = N∗3 −
∑N∗

2−1
i=1 Bi;

3) из Nc по [9] находим Rc = (a2, . . . , ar−1) в
стандартной форме при нумерации элементов
подряд начиная с 1;

4) находим N∗1 = a1 = minn1: (
∑n1

i=1Ai >
N∗2 );

5) находим номер p2 предшествующего ито-
говому исходу в пучке 2-го этапа p2 = N∗2 −∑N∗

1−1
i=1 Ai:
6) по a∗1 и p2 находим a∗r = a∗1 + S + p2 − 1;
7) пересчитываем Rc к виду R∗c с началь-

ным элементом a∗2 = a∗1 + 1 по формуле a∗i =
ai + a∗1, i = 2, r − 1;

8) получаем искомый вид R∗ =
(a∗1, a

∗
2, . . . , a

∗
r).

Пример 2. Пусть n = 7, r = 4, S = 4 и дан
номер исхода N∗ = N∗3 = 23. Требуется найти
его вид R∗ = R∗3 = (a∗1, . . . , a

∗
r) по алгоритму.

По графу на рисунке 2 R∗ = (2, 3, 4, 7).
Решение: 1) N∗2 = min n2 : (C

2
3 +C2

4 +C2
5 +

C2
3 + C2

4 = B1 + . . . + B5 = 28 > 23), откуда
n2 = N∗2 = 5; 2) p3 = 23− (3+6+10+3) = 1 =
Nc; 3) из Nc = 1 следует по [9], что Rc = (1, 2);
4) N∗1 = min n1 : (3 + 2 = A1 + A2 = 5 = N∗2 ),
откуда N∗1 = 2; 5) p2 = 5−3 = 2, откуда a∗1 = 2;
6) a∗4 = 2 + 4 + 2 − 1 = 7; 7) из Rc = (1, 2) по-
лучаем R∗c = (a∗2 = 1 + 2 = 3, a∗3 = 2 + 2 = 4);
8) R∗ = (a∗1, R

∗
c , a
∗
r) = (2, 3, 4, 7), что совпадает

с результатом по рисунку 2.
2.2. Обратная задача нумерации

Пусть известен вид R∗ = (a∗1, . . . , a
∗
r) исхо-

да схемы по перечислению. Требуется опреде-
лить его номер N∗.

Обозначим через N∗3 , N
∗
2 , N

∗
1 номера исхо-

дов этапов в траектории графа их перечисле-
ния, ведущей к итоговому исходу с данным но-
мером N∗.

Шаги решения:
1) из вида R∗ получаем a∗1, откуда N∗1 = a∗1;
2) из вида R∗ получаем a∗r , откуда
N∗2 =

∑a∗
1−1

i=1 Ai + a∗r − a∗1 − S + 1;
3) из вида R∗, отбрасывая крайние компо-

ненты, получаем Rc и приводим его к стан-
дартному виду Rc = (a1, . . . , ar−2) (с нумера-
цией элементов подряд начиная с единицы) по
формуле ai = a∗i − a∗1, i = 2, r − 1;

4) по [9] из Rc получаем номер Nc искомого
исхода в пучке 3-го этапа;

5) искомый номер вычисляем по формуле
N∗ =

∑N∗
2

i=1Bi +Nc.
Пример 3. Пусть в условиях примера 2 за-

дан вид исхода R∗ = (2, 3, 4, 7). Требуется най-
ти его номер N∗ по алгоритму. По рисунку 2
N∗ = 23.

Решение: 1) a∗1 = 2 = N∗1 ; 2) a
∗
4 = 7, откуда

N∗2 =
∑2−1

i=1 Ai+7−2−4+1 = 3+7−2−4+1 = 5;
3) R∗c = (3, 4), откуда Rc = (1, 2); 4) по [9] Nc =

1; 5)N∗3 = N∗ =
∑5−1

i=1 Bi+1 = 3+6+10+3+1 =
23, что совпадает с результатом по рисунку 2.

3. Вероятность появления исходов
схемы среди всех исходов схемы
сочетаний

Из равновероятности всех исходов схемы
сочетаний по [9] и из (1) следует выражение
для определенной в заголовке вероятности

P =

d∑
m=1

n∑
M=m+S

Cr−2
M−m−1/C

r
n.

4. Моделирование исходов схемы
Первый способ – отбраковкой лишних

смоделированных по [9] исходов схемы соче-
таний до получения нужного числа исходов.

Второй способ – быстрое моделирование
каждого исхода по результату решения пря-
мой задачи нумерации путем разыгрывания
номера исхода по одному случайному числу.
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