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В статье рассматриваются задачи оптимального распределения памяти для
двух и произвольного числа очередей в общей памяти в дискретном времени.
Приведены математические модели и алгоритмы оптимального распределения
памяти между очередями, минимизирующие потери информации.
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The paper deals with the problems of optimal partition of shared memory for
two and arbitrary number of queues in discrete time. Mathematical models and
algorithms for the optimal partition of memory between queues, minimizing data
loss, are presented.
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Введение

Рассмотрим ресурс (например, внутрен-
нюю память ПК, которая обладает свойством
дискретности) конечной емкости n ∈ N. Каж-
дая единица емкости может быть в одном из
двух состояний – свободна или занята. Будем
считать, что время изменяется в фиксирован-
ных интервалах (слотах). Величину слота при-
мем равной h > 0, единиц времени, и будем
считать, что возможные изменения свободной
емкости системы происходят случайным обра-

зом на величину ±1 в моменты времени nh,
n = 1, 2, . . . . Ресурс одновременно использует-
ся несколькими независимо и параллельно ра-
ботающими системами, с целью организации в
нем собственных очередей. Ввиду того, что ем-
кость ресурса ограничена, очереди могут пере-
полняться и в системах могут возникать поте-
ри. В данной работе речь пойдет об одной из
задач, связанных с нахождением оптимально-
го (с точки зрения минимума потерь) стати-
ческого распределения емкости ресурса меж-
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ду всеми системами, которые этот ресурс мо-
гут использовать. Это означает, что оптималь-
ное разделение памяти производится один раз
и может меняться только в случае значитель-
ного изменения вероятностных характеристик
структур данных.

Во многих приложениях требуется работа с
несколькими FIFO-очередями, расположенны-
ми в общем пространстве памяти. Для этого
применяют различные программные или ап-
паратные решения [1–3]. В ряде работ постро-
ены математические модели работы с различ-
ными динамическими структурами данных в
виде случайных блужданий по целочисленной
решетке. Первоначально такие модели в ви-
де случайного блуждания в треугольнике [4–9]
были построены для решения задачи анализа
процесса работы с двумя стеками, растущи-
ми навстречу друг другу, поставленной в [1].
В этих моделях предполагается, что на каж-
дом шаге дискретного времени с заданными
вероятностями происходят некоторые опера-
ции с очередями. Время выполения этих опе-
раций — не случайная величина, а константа,
поэтому фиксированным является и шаг вре-
мени. В [10–14] рассмотрены математические
модели и алгоритмы оптимального управле-
ния FIFO-очередями в общей памяти. В дан-
ной статье мы рассмотрим задачу оптимально-
го разделения общей памяти для нескольких
FIFO-очередей в случае их последовательного
циклического представления. Операции вклю-
чения и исключения элементов в очереди вы-
полняются за время O(1), т. е. за фиксиро-
ванное время при любом числе элементов. В
качестве критерия оптимальности рассматри-
вается минимальная доля потерянных элемен-
тов при бесконечном времени работы очере-
дей. Эту величину разумно минимизировать,
когда переполнение очереди является не ава-
рийной, а стандартной ситуацией. То есть ес-
ли очередь занимает всю предоставленную ей
память, все последующие элементы, поступа-
ющие в нее, отбрасываются до тех пор, по-
ка не появится свободная память (т. е. до тех
пор, пока не произойдет исключение элемента
из очереди). Такая схема применяется, напри-
мер, в работе сетевых маршрутизаторов [3] в
том случае, когда по мере увеличения трафика
очередь маршрутизатора заполняется. Такое
поведение маршрутизатора называется «сбро-
сом хвоста». Потери пакетов приводят к сни-
жению качества обслуживания, поэтому про-
цент потерь, как правило, нужно держать на
низком уровне.

Аналогичные постановки уже встречались
в области моделирования узлов связи с помо-

щью систем/сетей обслуживания, функциони-
рующих в непрерывном времени. Например, в
различных постановках решались задачи (ста-
тического/ динамического/ полудинамическо-
го) распределения имеющейся свободной ем-
кости C ∈ N между несколькими очередя-
ми таким образом, чтобы значение некоторого
функционала было оптимальным.

Среди близких по постановке работ мож-
но отметить [15, 16, 19–21], где прослеживает-
ся аналогия с рассматриваемой задачей (но в
непрерывном времени). Так, например, в рабо-
те [19] рассматривается аналогичная система,
но функционирующая в непрерывном време-
ни, и для нее ставится (и в некоторых случаях
решается) задача нахождения такого распре-
деления свободной емкости, которое позволя-
ет достичь заданных вероятностей потерь. Си-
стема также упоминается и в [20], но в этой
работе внимание уделяется в основном числен-
ным экспериментам.

Неоптимальность (с точки зрения потерь)
статического распределения свободной емко-
сти обсуждается во многих работах. Чаще все-
го преимущество отдается полудинамическо-
му распределению (см, например, [20]).

В [16], в более общей постановке, рассмат-
ривается случай, когда заявки могут иметь
различный целочисленный объем (распреде-
ленный по геометрическому закону).

Алгоритмы (целочисленного) поиска опти-
мального (с точки зрения пропускной спо-
собности) распределения свободной емкости
в сети массового обслуживания произволь-
ной структуры (но состоящей из узлов типа
M/M/1) обсуждаются в [17]. В работе упоми-
нается, что решение задачи оптимизации за-
труднено тем, что для таких систем не суще-
ствует явных формул для стационарного рас-
пределения вероятностей состояний. Одним из
вариантов решения является применение эв-
ристических алгоритмов. Однако чаще все-
го встречается прием, когда каждая систе-
ма рассматривается независимо от остальных.
Здесь подходы отличаются друг от друга тем,
каким образом оцениваются исходные пара-
метры каждой системы (интенсивность вхо-
дящего потока и обслуживания). Подробнее с
приближенными методами авторы предлага-
ют ознакомиться в [18].

Применение методов теории очередей к
описанной задаче в дискретном времени найти
не удалось, однако, как будет показано, дан-
ный подход является весьма естественным. В
[1, параграф 2.2.2] Д. Кнут писал: «Прове-
сти математический анализ алгоритмов дина-
мического распределения памяти чрезвычай-
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но трудно.... Не исключено, что для такого ис-
следования можно применить некоторые мате-
матические результаты теории очередей, одна-
ко эта теория имеет, по-видимому, другую на-
правленность». Таким образом, данная статья
показывает, что Д. Кнут был не вполне прав и
можно применять теорию массового обслужи-
вания к анализу данной задачи в дискретном
времени.

Постановка задачи для двух очере-
дей

Рассмотрим систему обслуживания с буфе-
ром заданного размера n, разделенного меж-
ду двумя очередями. Заявки из каждой очере-
ди обрабатываются обслуживающим устрой-
ством (сервером). Рассматривается дискрет-
ная шкала времени, разделенного на слоты. В
каждый момент времени (слот) возможно од-
но из следующих событий:

• приход заявки в очередь 1 с вероятно-
стью p1,

• уход из очереди 1 после завершения об-
служивания с вероятностью q1,

• приход заявки в очередь 2 с вероятно-
стью p2,

• уход из очереди 2 после завершения об-
служивания с вероятностью q2,

• отсутствие приходов и уходов с вероятно-
стью r.

Кроме того, предполагается, что p1+ q1+ p2+
q2 + r = 1. Таким образом, появление двух со-
бытий в одном слоте невозможно. В этом со-
стоит важное отличие данной постановки от
классической очереди, где при фиксированной
длине слота вероятность прихода и ухода (в
течение слота), вообще говоря, является поло-
жительной. Эта вероятность оказывается рав-
ной нулю лишь при рассмотрении системы в
непрерывном времени, при построении соот-
ветствующих уравнений Колмогорова для ос-
новного марковского процесса.

Итак, требуется найти такое значение k
размера очереди 1 (тогда размер очереди 2 ра-
вен n−k), при котором вероятности потери за-
явок для обеих очередей будут минимальны.

Анализ стационарного режима

Пусть целочисленные случайные величины
(с. в.) τ (i), S(i) есть типичный интервал между
приходами заявок и типичное время обслужи-
вания в системе i = 1, 2 соответственно. Легко

получить, что с. в. τ (i) является геометриче-
ской,

P (τ (i) > j) = (1− pi)j , j > 0 (1)

со средней длиной Eτ (i) = 1
pi

и интенсивно-
стью прихода λi = pi, i = 1, 2. Аналогично
находим, что периоды обслуживания являют-
ся геометрическими с интенсивностями µi =
1/ES(i) = qi, i = 1, 2. Таким образом, коэффи-
циент загрузки системы i равен:

ρi =
pi
qi
, i = 1, 2. (2)

Определим r1 = 1 − (p1 + q1) = p2 + q2 + r
— вероятность того, что в системе 1 за 1 слот
времени не было событий. Пусть νt есть число
заявок в системе 1 в момент (слот) t = 0, 1, . . ..
Процесс {νt} является цепью Маркова с мно-
жеством состояний {0, 1, . . . , k}, матрицей пе-
реходных вероятностей

P =


1− p1 p1 0 . . . 0 0 0
q1 r1 p1 0 . . . 0 0
0 q1 r1 p1 0 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . 0 0 q1 r1 p1
0 . . . 0 0 0 q1 1− q1


и стационарным распределением

Pj = lim
t→∞

P (νt = j), j = 0, 1, . . . , k. (3)

В результате мы стандартным образом полу-
чаем такую систему уравнений для стационар-
ного распределения числа заявок в системе 1

P0 = P0 · (1− p1) + P1 · q1, (4)

Pj = Pj−1 · p1 + Pj · r1 + Pj+1 · q1, (5)
j = 1, . . . , k − 1

Pk = Pk−1 · p1 + Pk · (1− q1), (6)
решение которой с условием нормировки
k∑
j=0

Pj = 1 имеет вид

Pj = P0 · ρj1 =
(1− ρ1) · ρ1j

1− ρ1k+1
, j = 0, . . . , k, (7)

где при ρ1 6= 1 (т. е. при p1 6= q1)

P0 =
1− ρ1

1− ρ1k+1
(8)

и P0 =
1

k+1 при p1 = q1.
В данной модели за вероятность потери

принимается непосредственно потеря заявки
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(т. е. приход новой заявки в полностью загру-
женную систему). Поскольку моменты прихо-
дов не зависят от числа заявок в очереди, то

P 1
loss = Pk · p1. (9)

Таким образом, вероятность потери в системе
1 при ρ1 6= 1 есть

P 1
loss = Pk+1 = Pk ·p1 =

(1− ρ1) · ρ1k · p1
1− ρ1k+1

. (10)

Аналогично вероятность потери в системе 2
при ρ2 6= 1 есть

P 2
loss =

(1− ρ2) · ρ2n−k · p2
1− ρ2n−k+1

. (11)

При ρ1 = 1 вероятность потери в системе 1
равна

P 1
loss =

p1
k + 1

, (12)

и в системе 2, при ρ2 = 1:

P 2
loss =

p2
n− k + 1

. (13)

Оптимальное разбиение
Далее задача сводится к минимизации

функции
ϕ(k) = P 1

loss + P 2
loss. (14)

Рассмотрим случай равных вероятностей:
pi = qi, i = 1, 2. В данном случае функция ϕ(k)
имеет вид:

ϕ(k) =
p1

k + 1
+

p2
n− k + 1

. (15)

Перейдем к непрерывной функции ϕ(x), за-
данной на [0, n].

Найдем ее минимум, для чего решим урав-
нение
∂ϕ(x)

∂x
= − p1

(x+ 1)2
+

p2

(n− x+ 1)2
= 0. (16)

Получим

x∗ =

√
p1 · (n+ 1)−√p2√

p1 +
√
p2

. (17)

Поскольку

∂2ϕ(x)

∂x2
=

2p1

(x+ 1)3
+

2p2

(n− x+ 1)3
> 0, (18)

то x∗ есть точка минимума. Теперь достаточ-
но сравнить значения ϕ(bx∗c) и ϕ(dx∗e) и вы-
брать наименьшее. Существование двух реше-
ний означает наличие двух оптимальных раз-
биений памяти, отличающихся на одну едини-
цу. В случае x∗ 6 0 можно либо выделить всю

память очереди 2, тем самым не сохраняя оче-
редь 1, либо выделить очереди 2 n− 1 и оста-
вить очередь 1 размера 1. Случай x∗ > n ана-
логичен предыдущему с точностью до переста-
новки очередей.

Рассмотрим случай pi 6= qi, i = 1, 2. В дан-
ном случае

ϕ(k) =
(1− ρ1) · ρ1k · p1

1− ρ1k+1
+ (19)

+
(1− ρ2) · ρ2n−k · p2

1− ρ2n−k+1
.

Перейдем к непрерывной функции ϕ(x), за-
данной на [0, n].

Теорема 1. Функция ϕ(x) имеет единствен-
ный минимум, и этот минимум является
глобальным.

Доказательство. Для того чтобы доказать
существование единственного минимума, яв-
ляющегося глобальным, достаточно доказать,
что функция ϕ(x) выпуклая. Дифференциру-
ем функцию ϕ(x) дважды, находим

∂2ϕ(x)

∂x2
=

= p1 · (1− ρ1) · ln2 ρ1 ·
ρx1 · (1 + ρx+1

1 )

(1− ρx+1
1 )

3 + (20)

+ p2 · (1− ρ2) · ln2 ρ2 ·
ρn−x2 · (1 + ρn−x+1

2 )

(1− ρn−x+1
2 )

3 .

Так как (1 − ρ1) и (1− ρx+1
1 )

3, (1 − ρ2)

и (1− ρn−x+1
2 )

3 имеют одинаковый знак, а
остальные множители в каждом из слагаемых
положительны, то ∂2ϕ(x)

∂x2 > 0.
Таким образом, функция ϕ(x) выпуклая

и имеет единственный глобальный мини-
мум.

Обозначим точку минимума функции ϕ(x)
через xmin. Поскольку функция ϕ(x) — вы-
пуклая, то рассматриваемая на множестве це-
лых чисел функция ϕ(k) может иметь не боль-
ше двух точек минимума — ближайшие це-
лые точки к xmin. Таким образом, достаточ-
но сравнить значения ϕ(bxminc) и ϕ(dxmine) и
выбрать наименьшее.

Замечание 1. В случае равенства только од-
ной пары pi = qi функция ϕ также является
выпуклой, как доказано выше (см. (18), (20)).
Таким образом, функция будет иметь един-
ственный глобальный минимум.
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На основании выпуклости функции ϕ(k)
составим алгоритм для нахождения оптималь-
ного разбиения. Данный алгоритм по сути яв-
ляется перебором, заканчивающимся по усло-
вию. Если на текущем шаге i алгоритма ϕ(i) <
ϕ(i−1) и ϕ(i) < ϕ(i+1), то значение k = i яв-
ляется оптимальным решением. Таким обра-
зом, достаточно рассмотреть не все значения
функции ϕ(k), а только их часть, расположен-
ную по одной ветви.

Постановка задачи для произволь-
ного числа очередей

Рассматривается система из m очередей
(систем) с общим ресурсом размера n. Заяв-
ки из каждой очереди обрабатываются одним
обслуживающим устройством (сервером). Рас-
сматривается дискретная шкала времени, раз-
деленного на слоты. В каждый момент време-
ни (слот) возможно одно из следующих собы-
тий:

• приход заявки в очередь i с вероятностью
pi

• уход из очереди i после завершения об-
служивания с вероятностью qi

• отсутствие приходов и уходов с вероятно-
стью r.

Кроме того, предполагается, что p1+q1+ . . .+
pm+qm+r = 1. Таким образом, появление двух
и более событий в одном слоте невозможно.
Пусть k1, . . . , km−1 — максимальные размеры
очереди 1, . . ., очереди m − 1 соответственно.
Тогда максимальный размер очереди m равен

n −
m−1∑
i=1

ki. Требуется найти такие значения

ki, i = 1, . . . ,m − 1, чтобы потери заявок бы-

ли минимальны. Обозначим km =
m−1∑
i=1

ki для

удобства записи.

Анализ стационарного режима

Для вывода уравнений для данной моде-
ли можно провести аналогичные рассуждения
как в случае двух очередей. Пусть все pi 6= qi.
Тогда для i = 1, . . . ,m− 1

P ij =
(1− ρi) · ρij

1− ρiki+1
, j = 0, . . . , ki, (21)

и для i = m:

Pmj =
(1− ρm) · ρmj

1− ρmn−km+1
, j = 0, . . . , n− km. (22)

Вероятность потери в системе i, i < m

P iloss = P iki · pi =
(1− ρi) · ρiki · pi

1− ρiki+1
. (23)

Вероятность потери в системе m:

Pmloss = Pmn−km · pm = (24)

=
(1− ρm) · ρmn−km · pm

1− ρmn−km+1
.

При pi = qi

P iloss =
pi

ki + 1
, i = 1, . . . ,m− 1, (25)

и
Pmloss =

pm
n− km + 1

. (26)

Дальнейшие результаты совпадают с ре-
зультатами, полученными в работах [11] и [13].

Оптимальное разбиение
Как и выше, будем минимизировать функ-

цию:

ϕ(k) =

m∑
i=1

P iloss =

=

m−1∑
i=1

(1− ρi) · ρiki · pi
1− ρiki+1

+ (27)

+
(1− ρm) · ρmn−km · pm

1− ρmn−km+1
, где k = (k1, . . . , km−1).

В случае pi = qi i-е слагаемое имеет вид: pi
ki+1 .

В случае pm = qm последнее слагаемое имеет
вид: pm

n−km+1 .
Рассмотрим случай в (27) pi = qi, i =

1, . . . ,m. Тогда функция имеет вид

ϕ(k) =

m−1∑
i=1

pi
ki + 1

+
pm

n− km + 1
. (28)

Перейдем к непрерывной функции ϕ(x), за-
данной на Rm−1.

Чтобы найти точку минимума x∗, получаем
систему уравнений

∂ϕ(x)

∂xi
= − pi

(xi + 1)2
+ (29)

+
pm

(n−
m−1∑
j=1

xj + 1)
2 = 0,

решение которой имеет вид:

x∗i =
(n+m)

√
pi

m∑
j=1

√
pj

− 1. (30)
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Докажем, что x∗ — точка минимума. Най-
дем частные производные 2-го порядка:

∂2ϕ(x)

∂xi∂xj
=

2pm

(n−
m−1∑
l=1

xl + 1)
3 = A, (31)

∂2ϕ(x)

∂xi2
=

2pi

(xi + 1)3
+

2pm

(n−
m−1∑
l=1

xl + 1)
3 = (32)

= Bi +A.

Так как 0 < xi и
m−1∑
i=1

xi < n, то A > 0, Bi > 0.

Для того чтобы доказать, что x∗ — точка ми-

нимума, нужно, чтобы матрица

ϕ
′′
=

A+B1 A . . . A
A A+B2 . . . A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bm

 (33)

была положительно определена, т. е. по крите-
рию Сильвестра все ее угловые миноры долж-
ны быть положительны.

Докажем это методом математической ин-
дукции.

• База (i = 1): ϕ′′

1 = A+B1 > 0.

• Пусть ϕ′′

i > 0. Докажем, что ϕ′′

i+1 > 0.

ϕ
′′

i+1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A+B1 A . . . A A
A A+B2 . . . A A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bi A
A A . . . A A+Bi+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (34)

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A+B1 A . . . A A
A A+B2 . . . A A

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bi A
A A . . . A A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A+B1 A . . . A 0
A A+B2 . . . A 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bi 0
A A . . . A Bi+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
B1 0 . . . 0 A
0 B2 . . . 0 A
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . Bi A
0 0 . . . 0 A

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
A+B1 A . . . A 0
A A+B2 . . . A 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
A A . . . A+Bi 0
A A . . . A Bi+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
= AB1 . . . Bi +Bi+1ϕ

′′

i > 0

Таким образом, x∗ есть точка минимума
функции ϕ(x).

Перейдем к целочисленному реше-
нию. Рассмотрим функцию ψ(xi) =
ϕ(x∗1, . . . , xi, . . . , x

∗
m−1) при фиксированном i.

Тогда

ψ
′
(xi) =

∂ϕ(x)

∂xi
= − pi

(xi + 1)2
+ (35)

+
pm

(n−
m−1∑
j=1

xj + 1)
2 .

Как доказано ранее, x∗i =
(n+m)

√
pi

m∑
j=1

√
pj
−1 — един-

ственная точка минимума функции ψ(xi) на
[0, n]. На промежутке [0, x∗i ) функция ψ(xi)
убывает, поэтому

ψ(bx∗i c) < ψ(ki)∀ki = 0, . . . , bx∗i c − 1. (36)

На промежутке (x∗i , n] функция ψ(xi) возрас-
тает, поэтому

ψ(dx∗i e) < ψ(ki)∀ki = bx∗i c+ 1, . . . , n. (37)

Авторами предложен следующий алгоритм
разбиения памяти: округлить вниз значения
x∗i и раcпределить оставшуюся память (раз-
мера меньше m) между очередями по мето-
ду, описанному далее. Можно показать, что
x∗i 6 n + 1. Так как значения x∗i округляют-
ся вниз, то k∗i 6 n. В случае, если несколько
k∗i = n, можно решать задачу только для этих
очередей, выделив остальным либо по 1, либо
0.

Рассмотрим общий случай, когда есть оче-
реди, для которых pi 6= qi. Обозначим km =

n −
m−1∑
i=1

ki размер m-й очереди. Как указано
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выше, функция ϕ будет иметь вид:

ϕ(k) =

m∑
i=1

P iloss =

m∑
i=1

(1− ρi) · ρiki · pi
1− ρiki+1

, (38)

где k = (k1, . . . , km).

В случае pi = qi i-е слагаемое имеет вид pi
ki+1 .

Для решения данной задачи используем ал-
горитм, предложенный в [13].

Будем пошагово увеличивать выделяемую
очередям память от 0 до n на 1, так чтобы
на каждом шаге минимизировать вероятность
потери. Будем увеличивать на 1 размер оче-
реди, для которой значение d = (P iloss(ki) −
P iloss(ki + 1)) максимально, т. е. при увеличе-
нии размера данной очереди достигается наи-
большее уменьшение вероятности потери.

Покажем, что данный алгоритм применим
для решения данной задачи, т. е. приводит к
оптимальному решению.

Обозначим ϕn(k) вероятность потери при
оптимальном разбиении памяти размера n
между m очередями.

ϕn(k) = min
k1+...+km=n

m∑
i=1

P iloss = (39)

= min
k1+...+km=n

m∑
i=1

(1− ρi) · ρiki · pi
1− ρiki+1

.

Рассмотрим рекуррентную формулу:

ϕn(k) = ϕn−1(k)−

− max
16i6m

(P iloss(ki)− P iloss(ki + 1)). (40)

Вычислим начальное значение ϕ0(k):

ϕ0(k) =

m∑
i=1

(1− ρi) · pi
1− ρi

=

m∑
i=1

pi. (41)

При размере памяти равном 0 попытка вклю-
чения элемента в любую очередь будет приво-
дить к его потере. Таким образом, применяя
рекуррентную формулу (40), получаем раз-
биение памяти k∗ = (k∗1, . . . , k

∗
m). Покажем,

что данное разбиение оптимально, т. е. нуж-
но доказать, что ϕ(k∗) 6 ϕ(k∗∗) для любого
k∗∗ = (k∗∗1 , . . . , k

∗∗
m ). Введем обозначение:

s = max
16i6m

(P iloss(ki)− P iloss(ki + 1)). (42)

Покажем, что P iloss(ki) − P iloss(ki + 1) >
P iloss(ki + a) − P iloss(ki + a + 1), где a > 0 —
некоторое число.

Перейдем к непрерывному случаю. Рас-
смотрим функцию h(xi) = P iloss(xi)−P iloss(xi+
1) на (0, n). При pi = qi,

h(xi) =
pi

xi + 1
− pi
xi + 2

, (43)

h
′
(xi) = −

pi

(xi + 1)2
+

pi

(xi + 2)2
. (44)

Поскольку xi + 1 < xi + 2, то h′
(xi) < 0. Если

pi 6= qi, то

h(xi) = pi · (1− ρi) ·
ρi
xi

1− ρixi+1
− (45)

− pi · (1− ρi) ·
ρi
xi+1

1− ρixi+2
,

h
′
(xi) = pi · (1− ρi) · ln ρi ·

ρi
xi

(1− ρixi+1)2
− (46)

− pi · (1− ρi) · ln ρi ·
ρi
xi+1

(1− ρixi+2)2
.

Заметим, что в слагаемых в (46) совпадают
множители, кроме R1 := ρixi

(1−ρixi+1)2
и R2 :=

ρixi+1

(1−ρixi+2)2
. Рассмотрим отношение:

R1

R2
=

(1− ρixi+2)
2

ρi · (1− ρixi+1)2
=

(
1− ρixi+2

1− ρixi+
3

2

)2

. (47)

• Пусть ρi < 1. Тогда, как нетрудно видеть,
h

′
(xi) < 0 (т.к. R1

R2
> 0, ln ρi < 0).

• Пусть ρi > 1. В этом случае также
h

′
(xi) < 0 (т.к. R1

R2
> 0, ln ρi > 0).

Таким образом, h′
(xi) < 0, следовательно,

h(xi) монотонно убывает на (0, n). Очевидно,
что дискретная функция h(ki) также монотон-
но убывает.

По построению P iloss(a) − P iloss(a + 1) > s
при 0 6 a 6 ki и P iloss(a)− P iloss(a+ 1) 6 s при
a > ki.

P iloss(a)− P iloss(a+ b) =

b−1∑
j=0

(P iloss(a+ j)− (48)

−P iloss(a+ j + 1)) > bs при a+ b 6 ki.

Аналогично

P iloss(a)−P iloss(a+ b) < bs при a+ b > ki. (49)

Разобьем множество индексов I = {1, . . . , n}
следующим образом:

• I1 = {i : k∗i < k∗∗i }

• I2 = {i : k∗i = k∗∗i }

• I3 = {i : k∗i > k∗∗i }
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∑
i∈I1

(k∗∗i − k∗i ) =
∑
i∈I3

(k∗i − k∗∗i ) = d, (50)

0 < d 6 n.

Следовательно,

ϕ(k∗)− ϕ(k∗∗) 6
∑
i∈I1

(k∗∗i − k∗i ) · s− (51)

−
∑
i∈I3

(k∗i − k∗∗i ) · s = ds− ds = 0.

Таким образом, ϕ(k∗) 6 ϕ(k∗∗), поэтому раз-
биение k∗∗ не лучше k∗, т. е. разбиение k∗ — оп-
тимальное. Возможно существование несколь-
ких оптимальных разбиений. В этом случае
можно выбрать любое из них.

Данным способом можно найти оптималь-
ное разбиение памяти за время O(mn), так как
для вычисления ϕ1, . . . , ϕn требуется n шагов,
и на каждом шаге осуществляется поиск мак-
симума выражения (P iloss(ki)−P iloss(ki+1)) сре-
ди m очередей.

Заключение
В будущем мы предполагаем перенести

подход, предложенный в данной статье, на
задачу оптимального управления настраивае-
мыми очередями (Custom Queuing) в случае
последовательного циклического представле-
ния входящих в механизм FIFO-очередей. На-
страиваемые очереди – это один из аппаратно-
независимых механизмов управления пере-
грузками, который похож на механизм при-
оритетных очередей, но, в отличие от него,
не блокирует низкоприоритетный трафик. На-
страиваемые очереди обслуживаются по оче-
реди через некоторый промежуток времени.
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