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АППРОКСИМАЦИЯ КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ
ТЕРМОДЕСОРБЦИИ СИСТЕМОЙ ОДУ:
УСКОРЕНИЕ СХОДИМОСТИ

Ю.В. Заика, Е. К. Костикова
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В рамках технологических задач водородного материаловедения (включая про-
ект ITER) ведется интенсивный поиск различных по назначению конструкци-
онных материалов с заранее заданными пределами водородопроницаемости.
Одним из экспериментальных методов является термодесорбционная спектро-
метрия (ТДС). Образец, насыщенный водородом, дегазируется в условиях ваку-
умирования и монотонного нагрева. С помощью масс-спектрометра регистри-
руется десорбционный поток, позволяющий судить о характере взаимодействия
изотопов водорода с твердым телом. Интерес представляют такие парамет-
ры переноса, как коэффициенты диффузии, растворения, десорбции. В статье
представлены распределенная краевая задача термодесорбции и численный ме-
тод моделирования ТДС-спектра, требующий лишь интегрирования нелиней-
ной системы обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) невысокого
порядка. Изложен метод ускорения сходимости на основе выделения интегри-
руемой слабой особенности.

Ключ е вы е c л о в а: водородопроницаемость; термодесорбция; нелинейные
краевые задачи; динамические граничные условия; численное моделирование.

Yu.V. Zaika, E.K. Kostikova. APPROXIMATION OF THE
BOUNDARY-VALUE PROBLEM OF HYDROGEN THERMAL
DESORPTION BY ODE SYSTEM: CONVERGENCE
ACCELERATION

One of the technological challenges for hydrogen materials science (including ITER
project) is the currently active search for structural materials with various potential
applications that will have predetermined limits of hydrogen permeability. One
of the experimental methods is thermodesorption spectrometry (TDS). A hydrogen-
saturated sample is degassed under vacuum and monotone heating. The desorption
flux is measured by mass spectrometer to determine the character of interactions
of hydrogen isotopes with the solid. We are interested in such transfer parameters as
the coefficients of diffusion, dissolution, desorption. The paper presents a distributed
boundary value problem of thermal desorption and a numerical method for TDS-
spectrum simulation, where only integration of a non-linear system of low order
ordinary differential equations (ODE) is required. The method of convergence
acceleration based on the allocation of integrable weak singularity is explained.
This work is supported by the Russian Foundation for Basic Research (project
№15-01-00744).

K e ywo r d s: hydrogen permeability; thermal desorption; nonlinear boundary-value
problems; dynamical boundary conditions; numerical simulation.

��
��
11



Введение

Интерес к взаимодействию изотопов водо-
рода с различными материалами носит мно-
гоплановый характер [1, 2, 5, 6, 10, 12–20].
Энтузиасты говорят не только о водород-
ной энергетике, но и о водородной эконо-
мике [19]. Некоторые частные задачи водо-
родного материаловедения, связанные с те-
мой статьи, исследованы в [21–24]. Экс-
периментальный опыт показывает, что ли-
митирующими являются не только диффу-
зия, но и физико-химические процессы на
поверхности [1, 2]. Остановимся на моделиро-
вании термодесорбции, учитывая лишь основ-
ные факторы и информативность рассматри-
ваемого ТДС-эксперимента. Статья является
продолжением [4], поэтому представим поста-
новку задачи и модель компактно.

Математическая модель переноса

Рассмотрим перенос водорода сквозь обра-
зец тестируемого материала (пластину тол-
щиной ` ). Нагрев медленный, практически
равномерный, так что градиент температуры
пренебрежимо мал и диффузионный поток
можно считать пропорциональным градиен-
ту концентрации. Концентрация растворенно-
го водорода мала. Материал достаточно одно-
роден, чтобы пренебречь взаимодействием H
с ловушками (микродефектами структуры, ко-
торые могут удерживать водород). Для диф-
фузии примем стандартное уравнение:

ct(t, x) = D(T )cxx(t, x), (t, x) ∈ Qt∗ , (1)

где t— время,Qt∗ = (0, t∗)×(0, `); c(t, x) — кон-
центрация диффундирующего водорода (ато-
марного). Зависимость коэффициента диффу-
зии D от температуры T (t) соответствует за-
кону Аррениуса: D = D0 exp

{
−ED/[RT (t)]

}
.

Трудности численного анализа связаны не
с уравнением (1), а с динамическими нели-
нейными граничными условиями. Пусть пла-
стина контактирует с газообразным H2 и
поверхность является потенциальным барье-
ром (см. [1, с. 177–206; Габис, Компаниец, Кур-
дюмов]). Тогда с учетом (де)сорбционных про-
цессов краевые условия следуюшие:

c(0, x) = c̄(x), x ∈ [0, `], t ∈ [0, t∗], (2)

c0(t) = g(T )q0(t), c`(t) = g(T )q`(t), (3)

q̇0(t) = µs(T )p0(t)− b(T )q20(t) +Dcx(t, 0), (4)

q̇`(t) = µs(T )p`(t)− b(T )q2` (t)−Dcx(t, `), (5)

b(T ) = b0 exp
{
−Eb[RT ]−1

}
, s(T ) = . . ., где

c0(t) ≡ c(t, 0), c`(t) ≡ c(t, `) — граничные объ-
емные концентрации диффундирующего водо-
рода; q0(t), q`(t) — концентрации на поверх-
ностях (x = 0, `); g(T ) — параметр локального
равновесия между концентрациями на поверх-
ности и в приповерхностном объеме; µ— кине-
тический коэффициент; s(T ) — параметр, от-
ражающий тот факт, что только малая часть
«налетающего» водорода окажется в форме
атомов на поверхности; p0(t), p`(t) — давления
газа (H2); b(T ) — коэффициент десорбции. Го-
воря о потоках (в частности, десорбционных
J0,` = bq20,`), подразумеваем их плотность.

В модели фигурирует как молекулярный,
так и атомарный водород. Для единообразия
подсчет будем вести в атомах: [c] = 1/см3,
[q] = 1/cм2, [Dcx]=[J ]=1/cм2c

(
J=bq2

)
. В ки-

нетической теории газов величина µp опре-
деляет число частиц (в данном случае моле-
кул H2), соударяющихся с единичной площад-
кой поверхности в единицу времени. Но за
счет множителя s удобно воспринимать слага-
емое µsp как плотность потока атомов, оседа-
ющих на поверхности. Это интегральный по-
казатель, без разделения процесса на стадии.
Вместо s можно написать 2s и интерпретиро-
вать s как долю адсорбируемых атомов H.

В масштабе рассматриваемого далее ТДС-
эксперимента удобно выбрать [p] = Topp, от-
куда µ(T ) = (2πmkT )−1/2 ≈ 2, 484 · 1022/

√
T .

Здесь [µ] = 1H2
/(Topp cм2c), [T ] = K, k —

постоянная Больцмана, m — масса молекулы
водорода. Зависимостью кинетической кон-
станты от температуры (µ ∝ 1/

√
T ) часто пре-

небрегают на фоне экспоненты в s(T ).

Замечание. В случае высокой степени пори-
стости разумно уравнения (3)–(5) заменить на

µs(T )p0,`(t)− b(T )c20,`(t) = ∓D(T )cx
∣∣
0,`
. (6)

Плотность потока абсорбции µsp (в припо-
верхностный слой) пропорциональна давле-
нию H2 снаружи. Формально (6) получает-
ся из уравнений (4), (5) при малой скорости
накопления на поверхности (q̇ ≈ 0). Коэф-
фициент десорбции обозначается одной бук-
вой, хотя в (6) и (4), (5) это разные величи-
ны. Их согласованность понимаем в смысле
bsurface = g2bvolume (см. (3)). В [10] приводится
подробный анализ различных стадий проник-
новения водорода из газа в металл и обратно.
Коэффициент b в условии (6) является эффек-
тивным коэффициентом рекомбинации.
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ТДС-эксперимент и модель измерений
В камеру c нагретой пластиной из исследу-

емого металла или сплава подается водород в
газовой фазе при сравнительно большом дав-
лении. После того как образец поглотит до-
статочное количество водорода (до состояния
равновесного насыщения), он быстро охла-
ждается (отключается ток нагрева). В режи-
ме последующего постоянного вакуумирова-
ния камеры лента снова нагревается. С помо-
щью масс-спектрометра измеряется давление
молекулярного водорода в вакуумной каме-
ре, обусловленное десорбцией J(t) = b(t)q2(t).
«Перерасчет» p(·) 7→ J(·) определяется харак-
теристиками установки, выходными данными
считают функцию J(t). Для упрощения обо-
значений примем сокращенную запись:

b(t) ≡ b(T (t)), D(t) ≡ D(T (t)), s(t) ≡ s(T (t)).

Коэффициент g быстрого растворения (ло-
кального равновесия «поверхность–объем»)
считаем константой (Ek− = Ek+) в пределах
рассматриваемого ТДС-пика десорбции.

Для метода ТДС выполнена симметрия:

p(t) = p0,`(t), q(t) = q0,`(t), c0(t) = c`(t), (7)

D(t)cx(t, 0) = −D(t)cx(t, `), c̄(x) = c̄ = const.

Время t∗ окончания эксперимента опреде-
лим условием практически полной дегазации:
p(t) ≈ 0, t > t∗, c(t∗, x) ≈ 0, x ∈ [0, `].

Интегро-дифференциальное
уравнение термодесорбции

Принятая модель ТДС-дегазации:

ct = D(t)cxx , c(0, x) = c̄, c0,`(t) = gq(t),

q̇(t) = r(t)− b(t)q2(t) +D(t)cx(t, 0),

r(t) ≡ µs(t)p(t), J(t) ≡ b(t)q2(t).

Вакуумную систему считаем достаточно мощ-
ной, чтобы после насыщения, на этапе дегаза-
ции пренебречь ресорбцией (r(t) = 0) в дина-
мическом граничном условии (q̇ = . . .). Раз-
решимость краевой задачи (и в более общем
случае учета обратимого захвата в объеме)
обоснована в [3]. Ограничимся прямой зада-
чей численного моделирования ТДС-спектра
J = J(T ). Этот этап необходим как итераци-
онная составляющая алгоритма идентифика-
ции. НагревT (t) обычно реализуют линейным
(T (t) =T 0 + vt). Скорость нагрева v невелика
(< K/c). По достижении максимальной темпе-
ратуры (если дегазация еще не завершилась)
нагрев прекращается:T (t) =Tmax.

Теперь мы в состоянии математически
сформулировать задачу. В [3, 22] представле-
ны разностные схемы решения краевой зада-
чи (в том числе и с учетом ловушек различных
типов). Но чтобы сравнивать модельные и экс-
периментальные ТДС-спектры, нужна только
поверхностная концентрация (J = bq2). Есте-
ственно попытаться избежать итерационного
решения краевой задачи при текущих прибли-
жениях параметров модели D0, ED, b0, Eb, s0,
Es, g. С этой целью проведем преобразования,
придя в итоге к необходимости интегрировать
лишь систему ОДУ невысокого порядка.

Оставив прежнее обозначение t, выполним
замену времени t′ =

∫ t
0Dds :

ct(t, x) = cxx(t, x), c(0, x) = c̄, c0,` = gq(t), (8)

cx|0 = −cx|` = q̇(t) + [J(t)− r(t)]D−1(t). (9)

Считаем q(t) функциональным параметром,
а (9) — дополнительным соотношением к ли-
нейной задаче (8). Сделаем замену, приводя-
щую краевые условия в (8) к однородным:

ĉ = c(t, x)− gq(t), ĉt(t, x) = ĉxx(t, x) + f(t),

f(t) = −gq̇(t), ĉ(0, x) = ϕ̂(x) = 0, ĉ|0,` = 0.

Запишем решение с помощью функции мгно-
венного источника (функции Грина) [8, гл. 2]:

ĉ(t, x) =

∫ t

0

∫ `

0
G(x, ξ, t− τ)f(τ) dξ dτ,

G(x, ξ, t)=
2

`

∞∑
n=1

exp
{
−n

2π2

`2
t
}

sin
nπx

`
sin

nπξ

`
.

В динамические граничные условия входит
производная ĉx(t, 0):

ĉx|0 = −4g

`

∫ t

0
q̇(τ)

∑′
exp

{n2π2
`2

(τ − t)
}
dτ,

∑′ ≡ ∑n=1,3,5.... При τ = t ряд расходится,
так что подразумевается почленное интегри-
рование. В исходном времени t имеем

cx(t, 0) = ĉx(t, 0) = cx(t, `) = ĉx(t, `), cx(t, 0) =

= −4g

`

∑′
∫ t

0
q̇(τ) exp

{
−n

2π2

`2

∫ t

τ
D(s) ds

}
dτ.

Окончательно динамическое граничное усло-
вие запишется в форме

q̇(t) = r(t)− b(t)q2(t)− (10)

− 4gD

`

∑′
∫ t

0
q̇(τ) exp

{
−n

2π2

`2

∫ t

τ
D(s) ds

}
dτ.
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Уравнение эквивалентно исходной краевой
задаче: решение q(t) однозначно определя-
ет c(t, x). Нас интересует отрезок времени
[t1, t2] ⊂ (0, t∗), соответствующий выражен-
ному пику термодесорбции (измерения при t
близких к 0, t∗ малоинформативны). Для мощ-
ной вакуумной системы ресорбцией пренебре-
гают (r(t) = 0), что упрощает уравнение.

Безразмерная форма задачи
Для численного моделирования удобно пе-

рейти к безразмерным переменным, выполнив
замены: t′ =

∫ t
0D(s)ds/`2, x′ = x/`, v = q/q̄

(c̄ = gq̄). Не меняя обозначения t, получаем:

b̃(t) ≡ b(t)`2q̄

D(t)
, v̇(t) = −b̃(t)v2(t)− (11)

− 4g`
∑′
∫ t

0
v̇(τ) exp

{
−n2π2[t− τ ]

}
dτ,

v(0) = 1 (начальные данные). Ограничимся
первыми k слагаемыми ряда. Обозначим:

zi(t) =

∫ t

0
v̇(τ) exp

{
− (2i− 1)2π2[t− τ ]

}
dτ.

Продифференцируем zi по t и подставим вме-
сто v̇ выражение (11) (сумма до n = 2k − 1):

żi =− b̃v2 −
[
(2i− 1)2π2 + 4g`

]
zi−

− 4g`(z1 + ...+ zi−1 + zi+1 + ...+ zk).

В итоге получаем следующую систему обык-
новенных дифференциальных уравнений:

d

dt


v
z1
...
zk

 =− b̃(t)v2(t)


1
1
...
1

− (12)

− 4g`


1 1 ... 1
α1 1 ... 1
...

...
. . .

...
1 1 ... αk



z1
z2
...
zk

,
αi ≡ 1 + (2i− 1)2π2/(4g`), v(0) = 1, zi(0) = 0
(размерность матрицы (k + 1)× k).

Численное моделирование

Для численных экспериментов использова-
лись данные по никелю и нержавеющей стали
марки 12Х18Н10Т. Варьирование параметров
позволяет оценить степень чувствительности
(«производные») ТДС-спектра к выделенным
лимитирующим факторам. Для совпадения
результатов с решением исходной краевой за-
дачи разностным методом [22] потребовалось

интегрирование системы (12) порядка 10–15
(авторы пользовались пакетом Scilab 5.5). Ре-
зультаты моделирования представлены в [4].

Данные по никелю [5]: [E] = Дж/моль;
D = 7, 5×10−3 exp{−40 000/RT} [см2/с]; bvol =
1, 53×10−18 exp{−43 200/RT} [см4/с]; s = 1, 8×
10−2 exp{−61 400/RT}; p̄ = 37, 4 [Торр]; ` =

0, 02 [cm]; T = 770 [K], T (0) = 295 [K]; Ṫ =
0, 5 [K/c]. Для определенности зафиксируем
b0 surf = 1, 53× 10−14 [см2/с]; g = 100 [1/с].

Данные по стали марки 12Х18Н10Т [5, 18]:
D = 3, 09 × 10−4 exp{−27 780/RT}; bvol =
5, 05 × 10−13 exp{−97 140/RT}; s = 7, 05 ×
10−2 exp{−59 510/RT}; T (0) = 300 К. Для
определенности b0 surf = 5, 05 × 10−9; ` = 0, 1;
g = 100; p̄ = 100; T = 850, Ṫ = 0, 5 [K/c].

Выделение особенности
для ускорения сходимости

Проанализируем, почему при достаточно
точной аппроксимации интегро-дифференци-
ального уравнения (11) системой ОДУ (12)
требуется ввести относительно большое коли-
чество переменных zi(t). Функция

Θ(s) = 4
∑′

exp
{
−n2π2s

}
,
∑′
≡
∑

n=1,3,5,...

имеет конечные значения при s > 0. Ряд быст-
ро сходится при больших s, а при формальной
подстановке s = 0 (когда переменная интегри-
рования τ достигает верхнего предела t) по-
лучаем расходящийся ряд. «Спасает» почлен-
ное интегрирование. При этом max |zi(t)| =
O(n−2) (n = 2i−1, i > 1), что приводит к мед-
ленной сходимости. Десяток-другой ОДУ ука-
занного выше типа не является вычислитель-
ной проблемой, но является препятствием для
использования метода специалистами в обла-
сти водородного материаловедения. Поставим
задачу найти компромисс: ОДУ должно быть
немного (4–5), чтобы можно было использо-
вать стандартные пакеты программ (напри-
мер, свободно распространяемый Scilab). Вы-
делим интегрируемую особенность и соответ-
ствующим образом «подправим» параметры
в уравнениях. Условно будем вести речь о ме-
тоде эффективных коэффициентов.

Проведем преобразования, используя тэта-
функции Якоби. Точнее, нас интересует

θ3(t, x) = 1 + 2
∑∞

n=1
exp{−n2π2t} cos(2nπx).

При x = 0, t > 0 имеем альтернативное пред-
ставление θ3(t, 0)

(
см. [6, c. 179]; [11, c. 353]

)
:

1 + 2

∞∑
n=1

exp{−n2π2t} =
1√
πt

∞∑
−∞

exp
{
− n2

t

}
.
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Ряд слева быстро сходится при больших t,
а ряд справа — при малых значениях t (ко-
торые нас сейчас и интересуют). Если опре-
делить θ(t) =

∑
exp{−πn2t} (n ∈ Z, t > 0),

то получим функциональное уравнение для
тэта-функции [7, c. 261] θ(1/t) =

√
tθ(t), или√

t
∑

exp{−πn2t} =
∑

exp{−πn2/t} (n ∈ Z).
Проведем вспомогательные преобразова-

ния, разбивая промежуточную сумму на
нечетные и четные слагаемые:

1√
πt

∞∑
−∞

exp
{
−n

2

t

}
= 1 + 2

∞∑
n=1

exp{−n2π2t} =

= 1 + 2
∑′

+ 2

∞∑
k=1

exp{−k2π24t} =

= 2
∑′

+
1√
4πt

∞∑
−∞

exp
{
− n2

4t

}
.

Отсюда (после вычитания из первого ряда по-
следнего и удвоения) получаем искомое разло-
жение при s > 0:

Θ(s) ≡ 4
∑′

exp
{
−n2π2s

}
=

1 + S√
πs

,

S(s) ≡ 2

∞∑
n=1

qn
2

, q ≡ − exp
{
− 1

4s

}
.

Ряд S очень быстро сходится при малых s.
При s → +0 имеем S → 0 и интегрируемую
особенность Θ ≈ 1/

√
πs. Ряд еще и знакопе-

ременный, что влечет неравенства S < 0 (точ-
нее S ∈ (−1, 0)) и |S| 6 2|q|. Последняя оцен-
ка грубая (по сравнению с S2m > S > S2m+1

в терминах частичных сумм), но нам ее будет
достаточно при относительно малых s. Гра-
фик функции −S(s) имеет S-образный вид
кривой насыщения и уже S(1) ≈ −0, 999. В по-
лучаемом с помощью описанного представле-
ния Θ(s) уравнении

(
t > 0, v(0) = 1

)
v̇(t) =

= −b̃(t)v2(t)− κ
∫ t

0

1 + S(t− τ)√
π[t− τ ]

v̇(τ) dτ (13)

дробь (слабая особенность под интегралом)
быстро убывает от бесконечности (τ = t) до
практически нуля (τ = t − 1). Но не учиты-
вать более отдаленную предысторию опасно,
поскольку в общем случае (b̃ � 1, κ � 1)
функция |v̇(t)| быстро убывает с ростом t.

Оценим, насколько приемлемым (в контек-
сте ТДС-эксперимента) является приближе-
ние Θ(s) ≈ 1/

√
πs, которое элементарной фор-

мулой выделяет интересующую нас особен-
ность (|S| � 1 при малых s). Для определен-
ности зададимся уровнем 2% ошибки в числи-
теле: 1 + S ≈ 1, |S| 6 2 exp{−1/4s} < 2 · 10−2.

Округленно получаем s 6 1/20. В эксперимен-
тальных работах точность измерений в ТДС-
эксперименте априорно оценивается в преде-
лах 10–20%. Это позволяет в рамках принятой
модели уравнение (11) переписать в форме

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)−

− 4κ
∑′

∫ t−h

0
. . .− 4κ

∑′
∫ t

t−h
. . . (14)(

t > h, b̃ ≡ q̄b`2/D, κ ≡ g`
)
и в последней

сумме («главной части») воспользоваться ап-
проксимацией Θ(s) ≈ 1/

√
πs (s = t− τ) с при-

емлемым ограничением 0 6 s 6 h = 1/20. Эта
оценка в безразмерном («штрихованном») вре-
мени. Возвращаясь к исходному физическому
времени, имеем h′ ∼

∫ t
t−hDdξ/`2. Типичные

значения ` = 0, 02 см, D = 10−7(10−6) см2/c,
что приводит к грубой оценке h ≈ 200(20) c.
Время h не является исчезающе малым в мас-
штабе часов ТДС-эксперимента. Таким обра-
зом, изложенный способ выделения главной
части интеграла не приводит к дополнитель-
ным особенностям математического характера
при обработке экспериментальных данных.
Метод эффективных коэффициентов

В исходном уравнении (11) выделим в сум-
ме небольшое число слагаемых (для опреде-
ленности три с учетом быстрого роста показа-
теля в экспоненте n2 = 1, 9, 25):∑′

=
∑

1
+
∑

2
,∑

1
≡
∑

n=1,3,5
,
∑

2
≡
∑

n=7,9,...
.

Для
∑

1 введем, как и ранее, переменные

zi(t) =

∫ t

0
v̇(τ) exp

{
− n2π2[t− τ ]

}
dτ, n = 2i−1,

i = 1, 2, 3; zi(0) = 0, t > 0 ⇒ zi < 0. Сумму∑
2 аппроксимируем, воспринимая ее как воз-

мущение. При этом выделим интегрируемую
особенность Θ(s) ≈ 1/

√
πs (s = t − τ � 1) и

будем чередовать завышающие оценки с зани-
жающими. Цель: остаться в классе ОДУ невы-
сокого порядка (ценою соответствующей кор-
ректировки коэффициентов уравнений).

Фиксируем параметр h «опасного сближе-
ния» τ и t (t − τ 6 h) и рассмотрим началь-
ный отрезок времени t ∈ [0, h]. Оценка 1/

√
πs

немного завышена (S < 0, |S| � 1), поверх-
ностная концентрация монотонно убывает при
вакуумной дегазации (v̇ < 0). Поэтому

−4κ
∑

2
6−4κ

∑′
6−κ

∫ t

0
v̇(τ)

1√
π[t−τ ]

dτ. (15)
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Считая погрешность оценки малой, вместо
уравнения (11) получаем

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)− 4κ
∑
i=1,2,3

zi(t)−

− κ
∫ t

0

v̇(τ)√
π[t− τ ]

dτ, t ∈ [0, h]. (16)

Переменные zi(t) введены для учета «эф-
фекта накопления» к последующему интегри-
рованию на интервале t > h. При малом h и
начальных данных zi(0) = 0 ими можно прене-
бречь (даже уменьшив погрешность, исполь-
зуя сразу правое неравенство в (15)):

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)− κ
∫ t

0

v̇(τ)√
π[t− τ ]

dτ, (17)

v(0) = 1, t ∈ [0, h]. Для переменной w(t) = v̇(t)(
v(t) = 1 +

∫ t
0 w dτ

)
получили нелинейное ин-

тегральное уравнение с так называемой сла-
бой особенностью. Если иметь в виду итерации
v̇0(t) = −b̃(t)v20(t) (v0(0) = 1), w0 = −b̃v20,

wk+1(t) = −b̃(t)v2k(t)− κ
∫ t

0

wk+1(τ)√
π[t− τ ]

dτ,

то можно воспользоваться развитой теорией
линейных интегральных уравнений со слабой
особенностью [9] или операционным исчисле-
нием (справа свертка wk+1(t) ∗ 1/

√
πt ). Такие

итерации, излишне усложняющие общий вы-
числительный алгоритм, трудно интерпрети-
ровать физически. К тому же использовалась
завышенная оценка Θ ≈ 1/

√
πs в (15).

Заметим, что за счет особенности знаме-
нателя «наибольший вклад» в свертку функ-
ций v̇(t) ∗ 1/

√
πt вносят значения v̇(τ), τ ≈

t. Заменим под интегралом v̇(τ) на v̇(t)
(с погрешностью дроби O(

√
t− τ)). С уче-

том убывания абсолютной величины скорости
изменения поверхностной концентрации это
приводит к занижению интегрального слага-
емого, что является определенной компенса-
цией предшествующего завышения. Здесь на-
помним, что плотность термодесорбции опре-
деляется как J = bq2, так что монотонное
уменьшение q(t) (v = q/q̄) c одновременным
более интенсивным ростом b(T (t)) по мере на-
грева приводит к немонотонному ТДС-пику.
В итоге, интегрируя особенность, вместо (16)
приходим к ОДУ

v̇(t)
[
1 + 2κ

√
t/π
]

= −b̃(t)v2(t)− 4κ
∑

i
zi(t).

В случае (17) сумма zi будет отсутствовать.
Отметим, что коррекция коэффициента при v̇

соответствует физическому смыслу: в исход-
ном уравнении (11) мы убрали в правой части
положительные слагаемые, что уменьшает v̇,
но множитель [. . .] это компенсирует.

С учетом żi(t) = −n2π2zi(t)+ v̇(t) получаем
следующую систему ОДУ (v = v(t), zi = zi(t)):

v̇ =−b̂ v2− 4κ̂z1 − 4κ̂z2 − 4κ̂z3,

ż1 = −b̂ v2−
[
4κ̂ + π2

]
z1 − 4κ̂z2 − 4κ̂z3,

ż2 = −b̂ v2−4κ̂z1 −
[
4κ̂ + 9π2

]
z2 − 4κ̂z3,

ż3 = −b̂ v2−4κ̂z1−4κ̂z2−
[
4κ̂ + 25π2

]
z3,

(18)

для которой v(0) = 1, zi(0) = 0, b̂ = b̂(T (t)) ≡
b̃(T (t))/[1 + 2κ

√
t/π], κ̂ ≡ κ/[1 + 2κ

√
t/π] (ко-

гда h относительно мало [. . .] ≈ 1). По срав-
нению с исходной системой произошла лишь
корректировка коэффициентов за счет анали-
за особенности при τ → t в интегралах.

При переходе к интервалу t > h рассмот-
рим уравнение (14) при t > 0, для единооб-
разия формально полагая v̇(τ) = 0, τ < 0.
В силу относительной малости h во второй
сумме воспользуемся аппроксимаций Θ(s) ≈
1/
√
πs. В первой сумме оставим «главные»

первые слагаемые. При этом отбрасываем по-
ложительную величину. В порядке компенса-
ции верхний предел интегрирования t − h за-
меним на близкий t. Приходим к уравнению

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)− 4κ
∑
i=1,2,3

zi(t)−

− κ
∫ t

t−h

v̇(τ)√
π[t− τ ]

dτ, t > 0.

Далее с учетом подынтегральной особенности
заменяем v̇(τ) на v̇(t) (памятуя о v̇(τ) = 0,
τ < 0) и получаем систему (18). Только при
t > h заменяем [1+2κ

√
t/π] на «установившее-

ся» значение [1+2κ
√
h/π]. При использовании

пакетов программ (например, Scilab) можно
использовать универсальную запись системы
в форме (18) для t > 0 c применением функ-
ции насыщения sat: [. . .] = 1+2κ

√
sat(t/h)h/π.

Приведенные рассуждения в совокупности
с исходными физико-химическими упрощени-
ями можно подытожить в совокупности: пред-
ложена простейшая модель (18) термодесорб-
ции с учетом динамического взаимодействия
поверхностных процессов с диффузией. По
функции v(t) = q(t)/q̄ (t = t′) после возвраще-
ния к физическому времени получаем модель-
ный ТДС-спектр J(T ) = b(T )q2(t) (T (t)↔ t).

Прокомментируем рисунок 1. Увеличение
безразмерного параметра h ухудшает аппрок-
симацию особенности, но улучшает возможно-
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сти приближения «хвоста» (t− τ > h) неболь-
шим числом переменных zi(t). Восходящий
фронт ТДС-спектра аппроксимируется с вы-
сокой точностью в широком диапазоне h, по-
грешность накапливается к окрестности пи-
ка. Динамика аппроксимации пика немоно-
тонна по h (значения указаны по убыванию
max). При этом, например, h = 0, 1 лучше
«выглядит на пике», а h = 1 точнее на спа-
де (T > 600 K). С учетом значительной по-
грешности определения плотности потока тер-
модесорбции минимизация какой-либо невяз-
ки непринципиальна. Вычислительные экспе-
рименты приводят к приемлемому диапазо-
ну 0, 1 < h < 0, 8. Рисунок 2 демонстриру-
ет искомую «седловую точку»: и h = 0, 3 не
мал, и i 6 3 невелико. Более того, систе-
ма (18) проявляет устойчивость параметри-
ческой идентификации в следующем смысле.
Возьмем завышенное значение h = 10 (в том

числе и при пересчете на реальное время ТДС-
эксперимента). Судя по рисунку 1, для ком-
пенсации возникшей существенной погрешно-
сти формально следует уменьшить запас во-
дорода в образце (уменьшить c̄). Достаточно в
приемлемых пределах изменить исходные зна-
чения параметров (увеличить предэкспоненту
b0 на 12% или уменьшить g на 11%), что-
бы получить удовлетворительное приближе-
ние ТДС-спектра. За «эталон» принят график,
полученный решением исходной краевой зада-
чи разностным методом [22].

Рисунки 3, 4 демонстрируют возможности
аппроксимации в более сложном случае, ко-
гда наблюдается двухпиковая структура ТДС-
спектра. Отметим, что обычно этот эффект
интерпретируется как влияние ловушек с раз-
личными энергиями связи (в модели этого нет,
хотя технически нетрудно добавить соответ-
ствующие слагаемые в уравнение диффузии).

Ni

h = 10, 5, 1.5, 0.1, 0.5, 1

T

J(T(t)) 10-14.

Рис. 1. Система (18), влияниеh (никель)

J(T(t)) 10-14

T

t

.

Ni

h = 0.3

i < 5

i < 3

i < 1

Рис. 2. Система вида (18) порядка 2–6

material
12X18H10T

J(T(t)) 10-14.

T

h = 10, 5, 0.5, 1

i < 5

Рис. 3. Система вида (18), влияниеh (сталь)

J(T(t)) 10-14.

T

t

material 12X18H10T

h = 0.1, 1, 10

i < 3

h = 10

i < 7

1.5

1.2

0.9

0.6

0.3

Рис. 4. Система вида (18), сталь
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Метод шагов

Вернемся к уравнению (13), полагая (для
единообразия) формально v̇(τ) = 0 при τ < 0.
Поскольку S(1) ≈ −0, 999, то фактически
предыстория «длины» более чем h0 = 1 за-
бывается и можно перейти к уравнению

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)−κ
t∫

t−h0

1+S(t−τ)√
π[t− τ ]

v̇(τ) dτ. (19)

Ограничимся сначала отрезком t ∈ [0, h],
h 6 h0. Особенность при τ ≈ t (S(+0) =
0) позволяет в первом приближении заменить
v̇(τ) ≈ v̇(t). Получаем ОДУ:

v̇(t)
[
1 + {σ(t)+2

√
t}κ/

√
π
]

= −b̃(t)v2(t), (20)

σ(t) ≡
∫ t

0

S(s)√
s
ds,

S(+0)√
+0

= 0.

В силу S(s) = 2
∑∞

n=1 q
n2 (q = − exp{−1/(4s)})

особенность в нуле подынтегральной функции
несущественна. Можно численно интегриро-
вать по s ∈ [ε, t], заменив нижний предел на
малое ε > 0 (скажем, 10−4). Графики функ-
ций S(s) и S(s)/

√
s изображены на рисунке 5.

Ряд S быстро сходится при s ∈ [0, 1], достаточ-
но десятка слагаемых. При переходе к t > h,
учитывая в (19) только интеграл по τ ∈ [t −
h, t], следует только «заморозить» коэффици-
ент [. . .] при v̇(t): σ(t) → σ(h),

√
t →

√
h. Ре-

зультат моделирования иллюстрируют рисун-
ки 6, 7. Если обрабатывать данные, соответ-
ствующие восходящему фронту ТДС-пика, то
уже одного скалярного уравнения (20) доста-
точно для оценки коэффициентов модели. Для
всей кривой нужно пользоваться более точ-
ным приближением, чем v̇(τ) ≈ v̇(t).

s

S(s) = 2      q   ,    q =   exp{   1/(4s)},    N > 10 
2

n=1

N

n

S(s)

S(s)
s

{   (s) + 2   s }

S(  )
0

s

(s) =             d

Рис. 5. Функции S(s) и S(s)/
√
s

J(T(t)) 10-13

t

.

T

Ni

h = 1

Ni

h = 0.1

h = 0.05

Рис. 6. ТДС-спектр (никель), метод шагов

h = 1

T

J(T(t)) 10-13.

material
12X18H10T

t
1200 1400

Рис. 7. ТДС-спектр (сталь), метод шагов

Уточнение подынтегральной аппроксима-
ции можно провести следующим образом.
Фиксируем шаг h, например h = h0. В урав-
нении (19) воспользуемся под интегралом ли-
нейной интерполяцией v̇(τ) ≈ v̇(t) + A[t − τ ].
Параметр A является константой по отноше-
нию к переменной интегрирования τ . На от-
резке [kh, (k + 1)h] (k > 0) полагаем A =
−(v̇(t) − v̇(kh))/(t − kh), чтобы при τ = kh
получить «предыдущее» значение v̇(kh).

Вместо линейной интерполяции можно вос-
пользоваться квадратичным приближением
v̇(τ) ≈ v̇(t) + A[t − τ ] + B[t − τ ]2. Условия
τ = t⇒ v̇(t), τ = kh⇒ v̇(kh) приводят к уточ-
нению: t ∈ [kh, (k + 1)h], τ ∈ [kh, t],

v̇(τ) ≈ v̇(t)− v̇(t)− v̇(kh)

t− kh
[t− τ ]−

−B[t− kh][t− τ ] +B[t− τ ]2.
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Выбор B < 0 позволяет учесть вогнутость
функции v̇ (v̇ < 0). Подчиним B условию
гладкой склейки уравнений: v̇((k + 1)h− 0) =
v̇((k+1)h+0). Здесь не будем приводить уточ-
няющие математические выкладки.

В заключение приведем реализацию мето-
да шагов при малом h, когда можно пользо-
ваться приближением Θ(s) ≈ 1/

√
πs во вто-

ром интеграле в правой части уравнения (14).
Ограничимся линейной интерполяцией v̇(τ) ≈
v̇(t) +A[t− τ ], A = −(v̇(t)− v̇(kh))/(t− kh).

Фиксируем шаг h безразмерного времени
(t = t′) для удовлетворительной аппрокси-
мации Θ(s) ≡ 4

∑′exp
{
− n2π2s

}
≈ 1/

√
πs(

s ∈ (0, h], s = t−τ
)
. Воспользуемся этой оцен-

кой на начальном отрезке t ∈ [0, h] в исходном
интегро-дифференциальном уравнении (11):

v̇ = −b̃v2 − 4g`
∑′

∫ t

0
. . .⇒

v̇(t) = −b̃(t)v2(t)− κ
∫ t

0

v̇(τ)√
π[t− τ ]

dτ.

В свертке v̇(t) ∗ 1/
√
πt вторая функция явля-

ется оценкой, так что разумно вместо «точ-
ного» решения аппроксимировать и первую
функцию. Поскольку из-за особенности наи-
больший вес имеют значения v̇(τ) при τ ≈ t,
то после замены v̇(τ) на v̇(t) приходим к за-
даче v̇(t) = −b̂(t)v2(t) (v(0) = 1), где b̂ =

b̃/
[
1+2κ

√
t/π

]
. В квадратурах получаем кон-

кретные функции v1, v̇1. Подставляя v̇1 под
интеграл, получаем уравнение Риккати v̇ =
−b̃v2 +f1(t). Итерации можно повторять. Но в
итоге получим алгоритм, сравнимый по «энер-
гоемкости» с решением исходной краевой за-
дачи разностными методами. В целях упро-
щения воспользуемся под интегралом линей-
ной интерполяцией v̇(τ) ≈ v̇(t) + A[t − τ ].
С учетом v̇(0) = −b̃(0) получаем значение
A = −[v̇(t) + b̃(0)]/t и уравнение Риккати

v̇(t)
[
1 +

4κ
√
t

3
√
π

]
= −b̃(t)v2(t) +

2κb̃(0)
√
t

3
√
π

,

v(0) = 1, t ∈ [0, h]. В физических терминах
уравнение v̇ = −b̃v2 соответствует быстрой де-
сорбции водорода с поверхности без диффузи-
онной «подкачки» из объема. Дроби корректи-
руют уравнение с учетом растворения и диф-
фузии (κ = g`, t = t′(D)): формально умень-
шается коэффициент десорбции и появляется
положительное слагаемое в правой части.

Переходим к отрезку t ∈ [kh, (k + 1)h]
(k > 1), выделяя при τ → t особенность:

v̇(t)=−b̃(t)v2(t)−κ
t∫

kh

v̇(τ)√
π[t−τ ]

dτ−4κΦk(t), (21)

Φk(t) ≡
∑′
∫ kh

0
. . . =

=
∑′ k−1∑

j=0

∫ (j+1)h

jh
v̇(τ) exp

{
− n2π2[t− τ ]

}
dτ.

В уравнении (21) в рамках линейной интерпо-
ляции заменяем (t ∈ [kh, (k + 1)h])

v̇(τ) ≈ v̇(t)− v̇(t)− v̇(kh)

t− kh
[t− τ ]. (22)

Заметим, что в силу монотонного стремления
к нулю v̇ < 0 правая часть меньше левой. Что-
бы компенсировать завышенные оценки Θ(s)
и −v̇(τ) в (21), при аппроксимации функции
Φk(t) будем пользоваться для интегралов фор-
мулой правых прямоугольников:

Φk(t) ≈ Ψk(t) ≡
∑k

j=1
v̇(jh)Ξ(t− jh), t > kh,

Ξ(ξ) ≡
∑

1,3,...,N

1− e−n2π2h

n2π2
e−n

2π2ξ, ξ > 0.

Функция Ξ табулируется предварительно,
N � 1 (формально N = +∞). Влия-
ние предыстории быстро снижается, так что
достаточно удерживать несколько последних
слагаемых по j (j = k, j = k − 1, . . . ). Приме-
нение формулы трапеций не приводит к суще-
ственному уменьшению погрешности.

В итоге в качестве упрощенной модели в
классе ОДУ предлагается

v̇(t)
[
1 +

4κ
√
t− kh

3
√
π

]
= −b̃(t)v2(t)−

−2κ
√
t− kh

3
√
π

wk − 4κΨk(t), k > 0, (23)

wk ≡ v̇(kh), t ∈ [kh, (k + 1)h], v(0) = 1(
Ψ0(·) = 0, w0 = −b̃(0)

)
.

Рисунки 8, 9 показывают, что параметр
h можно значительно увеличить при явном
учете интегральной предыстории функция-
ми Φk(t). На рисунках 10, 11 формальное зна-
чение N = 0 соответствует отсутствию учета
предыстории.
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Рис. 11. Модель (23), влияние N

Квадратичное сглаживание. Воспользуем-
ся в (21) вместо линейной интерполяции (22)
квадратичной: v̇(τ) ≈ v̇(t)+A[t−τ ]+B[t−τ ]2.
В силу τ = t⇒ v̇(t), τ = kh⇒ v̇(kh) получаем

v̇(τ) ≈ v̇(t)− v̇(t)− v̇(kh)

t− kh
[t− τ ]−

−B[t− kh][t− τ ] +B[t− τ ]2, (24)
t ∈ [kh, (k + 1)h], τ ∈ [kh, t]. Выбор B < 0 поз-
волит учесть вогнутость функции v̇ (v̇ < 0).
Подберем значение параметра B < 0 из усло-
вия «гладкой склейки» уравнений (23).

Подстановка вместо (22) квадратичной ап-
проксимации (24) в (21) приводит к появлению
в правой части уравнения (23) дополнительно-
го слагаемого Qk(t) ≡ 4Bκ[t− kh]5/2/[15

√
π]:

v̇(t)
[
1 +

4κ
√
t− kh

3
√
π

]
= −b̃(t)v2(t)−

− 2κ
√
t− kh

3
√
π

wk − 4κΨk(t) +Qk(t). (25)

Сравним теперь k-е уравнение при значении
t = (k + 1)h = (k + 1)h− 0 с (k + 1)-м уравне-
нием при t = (k + 1)h = (k + 1)h+ 0:

v̇
[
1 +

4κ
√
h

3
√
π

]
= −b̃v2 − 2κ

√
h

3
√
π
wk+

+
4Bκ
15
√
π
h5/2 − 4κΨk((k + 1)h), (26)

v̇
(
(k + 1)h

)
= −b̃((k + 1)h

)
v2((k + 1)h

)
−

− 4κΨk+1((k + 1)h). (27)

Замечаем, что Ψk+1((k + 1)h) =

= Ψk((k + 1)h) + v̇
(
(k + 1)h

)
γ(h),

γ(h) ≡
∑′ 1− e−n2π2h

n2π2
.

Здесь для Ξ(0) полагаем N → +∞. Подчи-
ним выбор h и B условиям: 3

√
πγ(h) =

√
h,

2Bh2 = 5wk. Тогда уравнения (26) и (27) сов-
падут. Это означает, что при переходе к по-
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следующему h-слою по времени будет непре-
рывной не только траектория v(t) (по построе-
нию), но и производная v̇(t). Кроме того, полу-
ченное значение Bk ≡ B отрицательное в силу
wk < 0, т. е. учитывается вогнутость v̇(t).

Осталось требование γ(h)/
√
h = 1/[3

√
π].

При h→ +∞ имеем∑′ 1− e−n2π2h

n2π2
→
∑′ 1

n2π2
=

1

8
⇒ γ(h)√

h
→ 0.

Если h → +0, то по правилу Лопиталя
lim γ(h)/

√
h = lim 2

√
h
∑′e−n2π2h = lim 2

√
h ×

1/[4
√
πh] = 1/[2

√
π] > 1/[3

√
π]. Подходя-

щее значение h > 0 определяется численно.
Оценка h < 1 для возможности сглаживания
«на стыке шагов» согласуется с приведенными
выше физическими соображениями.

Рисунок 12 демонстрирует однозначность
выбора h из условия сглаживания γ(h) =√
h/[3
√
π]. Рисунки 13 и 14 показывают, что

модель (25), требующая лишь численного ин-
тегрирования скалярного ОДУ на текущем

отрезке безразмерного времени t = t′ ∈
[kh, (k + 1)h], эффективно воспроизводит за-
висимости, представленные в [22], которые по-
лучены «точным» решением исходной краевой
задачи разностным методом (или системы (12)
порядка ∼ 10).

h

h

1
8
_

Рис. 12. Модель (25), выбор h
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Рис. 13. Модель (25), влияние b0, Eb

J(T(t)) 10-13.

material

12X18H10T

b0 = 10 
-8

[b0] = см2
/с.b0 = 2 10 

-9

Eb = 100

[Eb] = кДж/моль

Eb = 90

Рис. 14. Модель (25), влияние b0, Eb

Заключение

В статье представлена краевая задача тер-
модесорбции с нелинейными динамически-
ми граничными условиями для моделирова-
ния ТДС-спектра дегазации конструкционно-
го материала, предварительно насыщенного
водородом. Решение прямой задачи необхо-
димо для качественного сопоставления с экс-
периментальными данными и как итераци-
онная составляющая алгоритма параметриче-
ской идентификации. Вариации параметров
позволяют оценить чувствительность ТДС-
спектра к изменению выделенных лимитиру-
ющих факторов. Для моделирования термо-

десорбционного потока предложен вычисли-
тельный алгоритм, требующий (вместо при-
ближенного решения распределенной краевой
задачи с текущими приближениями парамет-
ров) лишь интегрирования нелинейной систе-
мы ОДУ невысокого порядка. Представлены
различные модификации с целью понижения
порядка системы на основе выделения инте-
грируемой особенности. Приведены результа-
ты вычислительных экспериментов, использу-
ющих экспериментальные данные по никелю
и стали 12Х18Н10Т.

Работа выполнена при поддержке РФФИ
(грант №15-01-00744).
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