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ПРЕДЕЛЬНЫЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ЧИСЛА
ВЕРШИН ЗАДАННОЙ СТЕПЕНИ УСЛОВНОГО
КОНФИГУРАЦИОННОГО ГРАФА

Ю. Л. Павлов
Институт прикладных математических исследований
Карельского научного центра РАН

Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами. Степени вершин
являются независимыми одинаково распределенными случайными величина-
ми, подчиняющимися степенному закону. Они определяют занумерованные в
произвольном порядке полуребра. Граф образуется путем попарного равнове-
роятного соединения полуребер для формирования ребер. Такие модели можно
использовать для описания различных сетей коммуникаций и топологии сети
Интернет. Мы изучаем подмножество случайных графов при условии, что сум-
ма степеней вершин равна n. Свойства графа зависят от значения параметра
τ распределения степеней вершин. Пусть µr означает число вершин степени
r. Получены предельные распределения µr при N,n → ∞ и всех возможных
значениях r и τ . Также в нашей модели параметр τ может изменяться вместе
с N,n.

К люч е вы е c л о в а: случайный конфигурационный граф; степень верши-
ны; предельные теоремы.

Yu. L. Pavlov. LIMIT DISTRIBUTIONS OF THE NUMBER
OF VERTICES WITH GIVEN DEGREE IN A CONDITIONAL
CONFIGURATION GRAPH
We consider configuration graphs with N vertices. The degrees of the vertices
are independent identically distributed random variables according to power-law
distribution. Node degrees form semiedges that are numbered in an arbitrary order.
The graph is constructed by joining all the stubs pairwise equiprobably to form
edges. Such models can be used for describing different communication networks
and Internet topology. We study the subset of random graphs under the condition
that the sum of vertex degrees is equal to n. The properties of the graph depend on
the value of the parameter τ of the vertex degree distribution. Let µr be the number
of vertices with degree r. We obtained the limit distributions of µr as N,n → ∞
with all possible values of r and τ . Also in our model the parameter τ can be
changed together with N,n.

K e ywo r d s: configuration random graph; vertex degree; limit theorems.

Введение

Понятие конфигурационного графа было
введено Б. Боллобашем в статье [10]. Такие
графы часто используются в качестве моде-

лей разнообразных сложных сетей коммуни-
каций, в частности, сети Интернет (см., напри-
мер, [11] и приведенную там библиографию).
В наиболее известной [11, 12, 15] модели сте-
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пени вершин являются независимыми одина-
ково распределенными случайными величина-
ми с дискретным степенным распределением.
Значения этих случайных величин для каж-
дой вершины определяют число выходящих
из нее различимых полуребер. Граф образует-
ся путем попарного равновероятного соедине-
ния полуребер для образования ребер. В слу-
чае нечетной суммы степеней вершин вводит-
ся дополнительная вершина единичной степе-
ни. Обозначим N число основных вершин гра-
фа. Согласно [14], появление дополнительной
вершины вместе с ее полуребром не влияет на
асимптотические свойства графа при N →∞.

Пусть ξ означает случайную величину, рав-
ную степени любой вершины графа (кроме
дополнительной). В результате обсуждения
свойств больших сетей коммуникаций в [14]
предложено рассматривать модели, в которых

pk = P{ξ = k} = k−τ − (k + 1)−τ , (1)

где k = 1, 2, . . . , τ > 0. Предельное поведе-
ние таких графов изучалось во многих рабо-
тах, среди них [3, 4, 11, 14]. В некоторых ста-
тьях [3, 4, 14] распределение (1) рассматри-
валось только в случае τ ∈ (1, 2), поскольку
именно такие значения параметра τ являют-
ся типичными для большинства сетей комму-
никаций. Однако и другие значения этого па-
раметра представляются интересными. Оказа-
лось, например, что конфигурационные гра-
фы можно применять для моделирования лес-
ных пожаров [13], при этом в наиболее важ-
ных случаях τ > 2. В некоторых работах [7,
8] отмечается также, что по мере развития се-
тей распределения степеней вершин могут из-
меняться. Естественно предположить в этом
случае, что параметр τ распределения (1) не
является постоянной величиной. В статье [9]
показано, что значения τ = 1 и τ = 2 являют-
ся точками фазового перехода (или критиче-
скими точками), поскольку при переходе зна-
чений τ через эти точки резко меняются свой-
ства графа. Заметим, что если τ > 3, то рас-
пределение (1) имеет конечную дисперсию, но
при τ 6 3 дисперсия не существует, поэтому
значение τ = 3 также представляет опреде-
ленный интерес.

В статьях [5, 6] рассматривались условные
конфигурационные графы при условии, что
число ребер известно. Обозначим ξ1, . . . , ξN
степени вершин 1, . . . , N и предположим, что
эти случайные величины имеют распределе-
ние (1), а ξ1 + . . . + ξN = n. Пусть µr рав-
но числу вершин такого условного графа, сте-
пень которых равна r, r 6 n−N + 1. В [5, 6]
найдены предельные распределения µr во всех

возможных зонах стремления N,n к бесконеч-
ности и при всех возможных фиксированных
значениях параметра τ . Следуя доказатель-
ствам предельных теорем для µr в [5, 6] и
учитывая непрерывность участвующих в этих
доказательствах функций, нетрудно убедить-
ся, что утверждения теорем справедливы и в
случае изменяющихся значений τ , если толь-
ко они не приближаются к критическим точ-
кам τ = 1, 2, 3. Таким образом, осталось нерас-
смотренным предельное поведение µr при при-
ближении τ к этим точкам. На решение этой
задачи и направлена настоящая статья. В со-
ответствии с приведенным выше замечанием
мы можем далее не учитывать дополнитель-
ную вершину, вместе с инцидентным ей полу-
ребром, в случае ее появления. В следующем
разделе формулируются полученные резуль-
таты в виде теорем 1 и 2. Далее приводятся
вспомогательные утверждения (леммы 1–5), с
помощью которых в конце статьи доказывают-
ся теоремы 1, 2.

Основные результаты
Введем независимые одинаково распреде-

ленные случайные величины η1, . . . , ηN , такие,
что

pk(λ) = P{ηi = k} =
λkpk

1− (1− λ)Φ(λ, τ, 1)
, (2)

где k = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N, 0 < λ < 1,
а Φ(z, s, a) – функция Лерча:

Φ(z, s, a) =

∞∑
j=0

zj

(j + a)s
. (3)

Используя (1) – (3), находим, что

m = Eηi =

=
Φ(λ, τ, 1)− (1− λ)Φ(λ, τ − 1, 1)

1− (1− λ)Φ(λ, τ, 1)
,

(4)

σ2 = Dηi = (2Φ(λ, τ − 1, 1) −
− (1− λ)Φ(λ, τ − 2, 1)− Φ(λ, τ, 1))×
× (1− (1− λ)Φ(λ, τ, 1))−1 −m2.

(5)

Легко проверить, что уравнение

m = n/N (6)

имеет единственное решение λ, 0 < λ < 1,
которое мы и будем использовать в качестве
параметра распределения (2). В [6] показано,
что если τ 6 1 и n/N → ∞, то λ → 1. Это же
верно и в случае τ > 1, n/N → ζ(τ), где ζ(τ)
– значение дзета-функции Римана в точке τ .
Нас интересуют только эти случаи, поскольку,
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как легко проверить, если n/N 6 c <∞, τ < 1
или n/N 6 c < ζ(τ), τ > 1, результаты работ
[5, 6] остаются в силе. Здесь и далее симво-
лом c обозначены некоторые положительные
постоянные, не обязательно одинаковые.

Теорема 1. Пусть r фиксировано, N,n→∞
так, что n/N → ∞, если τ 6 1, и n/N →
ζ(τ), если τ > 1. Пусть

σ2
rr = pr(λ)(1− pr(λ)− (m− r)2pr(λ)/σ2) (7)

и выполнено одно из следующих условий:

1. τ ↓ 3, (1− λ)τ−3 6 c < 1,
√
N(τ − 3)→∞;

2. τ → 3, (1− λ)τ−3 → 1,
√
N

| ln (1−λ)| →∞;

3. τ ↑ 3, (1− λ)τ−3 > c > 1,
√
N(3−τ)

(1−λ)τ−3 →∞;

4. τ ↓ 2, (1− λ)τ−2 6 c < 1,
√
N(1−λ)3−τ

τ−2 →∞;

5. τ → 2, (1−λ)τ−2 → 1,
√
N | ln (1−λ)|
(1−λ)τ−3 →∞;

6. τ ↑ 2, (1− λ)τ−2 > c > 1,
√

N
| ln (1−λ)|

1−λ
2−τ →

∞;

7. τ ↓ 1, (1− λ)τ−1 6 c < 1, N(1−λ)2

(τ−1) →∞;

8. τ → 1, (1− λ)τ−1 → 1, N | ln (1−λ)|
(1−λ)τ−3 →∞;

9. τ ↑ 1, (1 − λ)τ−1 > c > 1, N(1−λ)τ+1

(1−τ)| ln (1−λ)| →
∞.

Тогда для целых неотрицательных k
равномерно относительно ur = (k −
Npr(λ))/(σrr

√
N) в любом фиксированном ко-

нечном интервале

P{µr = k} = (σrr
√

2πN)−1e−u
2
r/2(1 + o(1)).

Теорема 2. Пусть N,n, r → ∞ и n/N →
∞, если τ 6 1, или n/N → ζ(τ), если
τ > 1. Пусть, кроме того, выполнено одно
из девяти условий, перечисленных в теоре-
ме 1. Тогда равномерно относительно (k −
Npr(λ))/

√
Npr(λ) в любом фиксированном ко-

нечном интервале

P{µr = k} =
(Npr(λ))k

k!
e−Npr(λ)(1 + o(1)).

Вспомогательные утверждения
В этом разделе доказываются леммы 1–5.

Введем независимые одинаково распределен-
ные случайные величины η

(r)
1 , . . . , η

(r)
N , имею-

щие распределение:

P{η(r)
i = k} = P{ηi = k|ηi 6= r}, (8)

где k = 1, 2, . . . , r = 1, 2, . . . , i = 1, . . . , N.

Пусть ζN = η1 + . . .+ ηN , ζ
(r)
N = η

(r)
1 + . . .+ η

(r)
N .

Лемма 1. Справедливо равенство:

P{µr = k} =

(
N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k×

×
P{ζ̃(r)

N−k = n− kr}
P{ζN = n}

.

Доказательство. Из (1), (2) и (8) следует,
что

P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN} =

= P{η1 = k1, . . . , ηN = kN |η1 + . . .+ ηN = n}. (9)

Это равенство означает, что для двух наборов
случайных величин ξ1, . . . , ξN и η1, . . . , ηN вы-
полнены условия обобщенной схемы размеще-
ния, введенной и исследованной В. Ф. Кол-
чиным [2]. В этом случае утверждение лем-
мы 1 является известным следствием обобщен-
ной схемы, легко выводящимся из (9).

Слабая сходимость распределения суммы
ζN к нормальному закону была доказана в
лемме 4 работы [5]. В следующей лемме уда-
лось ослабить условия леммы 4 [5], поэтому
она приводится с доказательством. Обозна-
чим ϕN (t) характеристическую функцию сум-
мы (ζN −Nm)/(σ

√
N).

Лемма 2. Пусть N,n→∞ так, что n/N →
∞, если τ 6 1, и n/N → ζ(τ), если τ > 1.
Пусть выполнено одно из следующих условий:

1. τ ↓ 3, (1− λ)τ−3 6 c < 1,
√
N(τ − 3)→∞;

2. τ → 3, (1− λ)τ−3 → 1,
√
N

| ln (1−λ)| →∞;

3. τ ↑ 3, (1− λ)τ−3 > c > 1,
√
N(3−τ)

(1−λ)τ−3 →∞;

4. τ ↓ 2, (1− λ)τ−2 6 c < 1,
√
N(1−λ)3−τ

(τ−2)3/2 →∞;

5. τ → 2, (1− λ)τ−2 → 1, N | ln (1−λ)|3
(1−λ)τ−4 →∞;

6. τ ↑ 2, (1− λ)τ−2 > c > 1, N(1−λ)τ

(2−τ)3 →∞;

7. τ → 1, N(1− λ)τ →∞;

Тогда для любого фиксированного t

ϕN (t)→ e−t
2/2.
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Доказательство. Обозначим ϕ(t) характе-
ристическую функцию случайной величины
η1. Из (1)–(3) следует, что

ϕ(t) =
1− (1− λ)Φ(λeit, τ, 1)

1− (1− λ)Φ(λ, τ, 1)
. (10)

При достаточно малых t

lnϕ(t) = imt− σ2t2

2
+
t3

6
Q(t), (11)

где
|Q(t)| 6 2 max

|v|6|t|
|(lnϕ(t))

′′′

v |. (12)

Учитывая равенство

ϕN (t) = exp

{
− int

σ
√
N

}
ϕN
(

t

σ
√
N

)
(13)

и очевидное соотношение σ
√
N →∞, из

(11)–(13) получаем, что

lnϕN (t) = − t
2

2
+

t3

6σ3
√
N
Q

(
t

σ
√
N

)
. (14)

Отсюда следует, что для доказательства лем-
мы достаточно показать, что

Q(t/(σ
√
N))/(σ3

√
N)→ 0. (15)

При доказательстве леммы 4 [5] получены сле-
дующие оценки σ2 и |Q(t/(σ

√
N))|:

σ2 = (16)

=


Θ(1), если τ → 3;
Θ((τ − 2)−1), если τ ↓ 2, (1− λ)τ−2 6 c < 1;
Θ(− ln(1− λ)), если τ → 2, (1− λ)τ−2 → 1;

Θ( (1−λ)τ−2

2−τ )), если τ ↑ 2, (1− λ)τ−2 > c > 1;

Θ((1− λ)τ−2), если τ → 1,
где равенство x = Θ(y) означает, что суще-
ствуют такие положительные постоянные C1

и C2, что C1|y| 6 |x| 6 C2|y|;∣∣∣∣Q( t

σ
√
N

)∣∣∣∣ = (17)

=


O((τ − 3)−1), если τ ↓ 3, (1− λ)τ−3 6 c < 1;
O(− ln(1− λ)), если τ → 3, (1− λ)τ−3 → 1;
O( (1−λ)τ−3

3−τ ), если τ ↑ 3, (1− λ)τ−3 > c > 1;

O((1− λ)τ−3), если τ → 2 или τ → 1.

Сравнивая (15)–(17), легко установить спра-
ведливость утверждения леммы 2.

Кроме доказанной выше слабой сходимо-
сти распределения суммы ζN имеет место и
локальная сходимость к нормальному закону.
Ранее она была доказана в лемме 5 [5], но ее
условия удалось существенно упростить, что
отражено ниже, в лемме 3.

Лемма 3. Пусть N,n→∞ так, что n/N →
∞, если τ 6 1 и n/N → ζ(τ), если τ > 1.
Пусть выполнено одно из условий 1–9 тео-
ремы 1. Тогда для целых неотрицательных k
равномерно относительно z = (k − n)/(σ

√
N)

в любом фиксированном конечном интервале

P{ζN = k} =
1 + o(1)

σ
√

2πN
e−z

2/2.

Доказательство. По формуле обращения

P{ζN = k} =
1

2πσ
√
N

∫ πσ
√
N

−πσ
√
N
e−iztϕN (t)dt,

(18)
кроме того,

e−z
2/2

√
2π

=
1

2π

∫ ∞
−∞

exp{−izt− t2/2}dt. (19)

Из (18) и (19) следует, что разность

RN = 2π

(
σ
√
NP{ζN = k} − e−z

2/2

√
2π

)
(20)

можно представить в виде суммы:

RN = I1 + I2 + I3 + I4 + I5, (21)

где

I1 =

A∫
−A

e−izt(ϕN (t)− e−t2/2)dt,

I2 =

∫
A<|t|<εbσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

I3 =

∫
εbσ
√
N<|t|<εσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

I4 =

∫
εσ
√
N6|t|6πσ

√
N

e−iztϕN (t)dt,

I5 = −
∫

A<|t|

e−izt−t
2/2dt,

положительные постоянные A и ε будут вы-
браны позднее, а величины b = b(λ, τ) опреде-
ляются так:

b(λ, τ) = (22)
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=



τ − 3, если τ ↓ 3, (1− λ)τ−3 6 c < 1;
(− ln(1− λ))−1, если τ → 3, (1− λ)τ−3 → 1;

3−τ
(1−λ)τ−3 , если τ ↑ 3, (1− λ)τ−3 > c > 1;
(1−λ)3−τ

τ−2 , если τ ↓ 2, (1− λ)τ−2 6 c < 1;
|−ln(1−λ)|
(1−λ)τ−3 , если τ → 2, (1− λ)τ−2 → 1;

(1−λ)
2−τ , если τ → 2; 1, (1− λ)τ−2 > c > 1.

Очевидно, что утверждение леммы справедли-
во, если разность RN стремится к нулю. Рас-
смотрим интегралы I1–I5 в сумме (21). По лем-
ме 2 I1 → 0. Далее

|I5| 6
∫

A<|t|

e−t
2/2dt, (23)

и последний интеграл можно сделать сколь
угодно малым выбором достаточно большого
A. Используя (13), (14), (16), (17) и (22), легко
получить, что

|I2| 6
∫

A<|t|

e−ct
2

dt, (24)

что оценивается аналогично (23). Известно,
что если ε 6 |t| 6 π, то существует такое c > 0,
что |ϕ(t)| 6 e−c, поэтому

|I4| 6 2πσ
√
Ne−cN . (25)

Отсюда и из (16) ясно, что при τ → 3

I4 → 0. (26)

Пусть τ ↓ 2. Тогда из (16) и (25) следует,
что

|I4| 6
√
N/(τ − 2)e−cN . (27)

Учитывая условие (1 − λ)τ−2 6 c < 1, из (27)
находим, что

|I4| 6 c
√
Ne−cN → 0.

Пусть τ → 2, (1− λ)τ−2 → 1. Тогда

|I4| 6 c
√
N | ln(1− λ)|e−cN . (28)

По условию N(1− λ)2| ln(1− λ)|2 →∞, поэто-
му

√
N/| ln(1− λ)| → ∞ и из (28) получаем,

что

|I4| 6 c
√
N | ln(1− λ)| exp{−c

√
N | ln(1− λ)|},

а последнее выражение, очевидно, стремится к
нулю. Рассуждая подобным же образом в дру-
гих случаях изменения τ , опять приходим к
соотношению (26).

Осталось рассмотреть интеграл I3. Из (3)
следует, что если τ > 1, то Φ(λ, τ, 1) конечно и

(1− λ)Φ(λ, τ, 1)→ 0. (29)

Известно [1], что при τ 6= 1, 2, 3, . . .

Φ(λ, τ, 1) = λ−1(Γ(1− τ)(− lnλ)τ−1+

+

∞∑
k=0

ζ(τ − k)

k!
(lnλ)k),

(30)

где значения ζ(x) при x < 1 берутся в смысле
аналитического продолжения дзета-функции.
Из (30) находим, что при τ → 1

Φ(λ, τ, 1) ∼ Γ(1− τ)(− lnλ)τ−1 + ζ(τ). (31)

Используя известные [1] разложения в ряд
гамма-функции и дзета-функции, получаем,
что при τ → 1

Γ(1− τ) ∼ (1− τ)−1, ζ(τ) ∼ (τ − 1)−1. (32)

Из (31) и (32) находим, что при τ → 1, λ→ 1

Φ(λ, τ, 1) ∼ 1− (1− λ)τ−1

τ − 1
. (33)

Отсюда видим, что и при τ → 1 выполня-
ется соотношение (29). Поскольку 1 − λeit =
1− λ(cos t+ i sin t), из (10) получаем, что

ϕ(t) = 1− t2

2
Φ(λ, τ, 1)(1 + o(1))+

+ itΦ(λ, τ, 1)(1 + o(1)),
(34)

поэтому

|ϕ(t/(σ
√
N |N 6 exp{−ct2Φ(λ, τ, 1)/σ2}.

Следовательно,

|I3| 6 2

∫ ∞
εbσ
√
N

exp{−ct2Φ(λ, τ, 1)/σ2}dt.

Отсюда

|I3| 6
2σ√

Φ(λ, τ, 1)

∞∫
εb
√
NΦ(λ,τ,1)

e−cx
2

dx. (35)

Из условий леммы, (16), (17), (22) и (33) сле-
дует, как нетрудно проверить, что во всех слу-
чаях

b
√
NΦ(λ, τ, 1)→∞.

Заметим, что при x→∞∫ ∞
x

e−cx
2

dx ∼ (2cx)−1e−cx
2

.

Отсюда и из (35) получаем, что

|I3| 6
cσ exp{−cNb2Φ(λ, τ, 1)}

b
√
NΦ(λ, τ, 1)

. (36)
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Если τ → 3, то из (3) и (16) ясно, что
σ,Φ(λ, τ, 1) = Θ(1), поэтому при τ ↓ 3, (1 −
λ)τ−3 6 c < 1, учитывая условие

√
N(τ − 3)→

∞, из (22) и (36) находим, что

|I3| 6
c exp{−cN(τ − 3)2}√

N(τ − 3)
→ 0.

Аналогичным образом выводим соотношение
I3 → 0 и в других случаях изменения τ . Та-
ким образом, все интегралы стремятся к нулю
и из (20), (21) следует, что лемма 3 доказана.

Рассмотрим теперь предельное поведение
суммы ζ

(r)
N . Обозначим ϕr(t) характеристиче-

скую функцию случайной величины η
(r)
1 . Из

(2), (8) и (10) следует, что

ϕr(t) =
ϕ(t)− pr(λ)eitr

1− pr(λ)
. (37)

Легко видеть также, что

mr = Eη
(r)
1 =

m− rpr(λ)

1− pr(λ)
, (38)

σ2
r = Dη

(r)
1 =

=
σ2

1− pr(λ)

(
1− pr(λ)− (m− r)2

σ2
pr(λ)

)
.
(39)

Пусть ϕ
(r)
S (t) означает характеристиче-

скую функцию случайной величины (ζ
(r)
S −

Smr)/(σr
√
S). Тогда

ϕ
(r)
S (t) = exp

{
− iSmrt

σr
√
S

}
ϕSr

(
t

σr
√
S

)
. (40)

Лемма 4. Пусть выполнены условия леммы
2 и, кроме того, пусть S = N(1 − pr(λ))(1 +
o(1)). Тогда

ϕ
(r)
S (t)→ e−t

2/2.

Это утверждение остается в силе и при r →
∞.

Доказательство. Будем следовать схеме
доказательства леммы 2. По аналогии с (11)
получаем, что

lnϕr(t) = imrt−
σ2
r t

2

2
+
t3

6
Qr(t), (41)

где
|Qr(t)| 6 2 max

|v|6|t|
|(lnϕr(t))

′′′

v |. (42)

Тогда из (40)–(42) находим, что

lnϕ
(r)
S (t) = − t

2

2
+

t3

6σ3
r

√
S
Qr

(
t

σr
√
S

)
. (43)

Поэтому для доказательства леммы достаточ-
но установить соотношение, подобное (15):

Qr(t/(σr
√
S))/(σ3

r

√
S)→ 0. (44)

Используя (2)–(5), (16), (38), (39), асимптоти-
ческое разложение функции Лерча (30), а так-
же свойства гамма и дзета функций [1], мож-
но оценить предельное поведение σ2

r . Проводя
хоть и громоздкие, но элементарные рассуж-
дения, находим, что в условиях леммы

σ2
r = Θ(σ2). (45)

Из (37) нетрудно получить, что

(lnϕr(t))
′′′

= (ϕ(t)− pr(λ)eitr)−3×
× [(ϕ

′′′
(t) + ir3pr(λ)eitr)(ϕ(t)− pr(λ)eitr)2−

− 3((ϕ
′′
(t) + r2pr(λ)eitr)(ϕ

′
(t)− irpr(λ)eitr)×

× (ϕ(t)− pr(λ)eitr) + 2(ϕ
′
(t)− irpr(λ)eitr)3].

Взяв первые три производные от характери-
стической функции ϕ(t) (см. (10)), используя
тот же подход, что и при выводе (45), и учи-
тывая (17), приходим к соотношению:

|Qr(t/(σr
√
S))| = Θ(|Q(t/(σ

√
N))|). (46)

Заметим еще, что (45) и (46) остаются справед-
ливыми и при r →∞. Теперь ясно, что, как и
в лемме 2, из (16), (17), (45), (46) следует (44),
а это и значит, что лемма 4 доказана.

Лемма 5. Пусть выполнены условия леммы
3 и S = N(1−pr(λ))(1+o(1)). Тогда для целых
неотрицательных k равномерно относитель-
но zr = (k − Smr)/(σr

√
S) в любом фиксиро-

ванном конечном интервале

P{ζ(r)
S = k} =

1 + o(1)

σr
√

2πS
e−z

2
r/2.

Доказательство. Как и при доказатель-
стве леммы 3, представим разность

R
(r)
S = 2π

(
σr
√
SP{ζ(r)

S = k} − e−z
2
r/2

√
2π

)
в виде суммы пяти интегралов:

R
(r)
S = I

(r)
1 + I

(r)
2 + I

(r)
3 + I

(r)
4 + I

(r)
5 ,

которые определяются аналогично интегра-
лам I1–I5 из леммы 3 с заменой ϕN (t) на
ϕ

(r)
S (t). Понятно, что нам достаточно доказать,

что каждый из интегралов I(r)
1 –I(r)

5 стремит-
ся к нулю. Легко проверить, что из условий
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леммы 3 следуют условия леммы 4, а из нее
соотношение I(r)

1 → 0. Для I
(r)
5 справедлива

оценка, аналогичная (23). Интеграл I
(r)
2 оце-

нивается так же, как и I2 (см. (24)), при этом
используются соотношения (43)–(46). В силу
(44) для I

(r)
4 справедливы оценки, подобные

(25)–(28).
Осталось рассмотреть I

(r)
3 . Из (34) и (37)

следует, что

ϕr(t/(σr
√
S) = (1− pr(λ))−1(1−

− ((t2 + o(1))/(2σ2
rS))Φ(λ exp{it/(σr

√
S)}, τ, 1)+

+ ((it+ o(1))/(σr
√
S))Φ(λ exp{it/(σr

√
S)}, τ, 1)−

− pr(λ)(1 + (itr/(σr
√
S)) + T )),

где |T | < (tr)2/(2σ2
rS). Нетрудно проверить,

что при всех условиях леммы r2pr(λ) <
Φ(λ, τ, 1), поэтому

|ϕr(t/(σr
√
S)|S 6 exp{−ct2Φ(λ, τ, 1)/σ2

r}.

Это неравенство вместе с (45) означает, что
интеграл I(r)

3 можно оценить так же, как и ин-
теграл I3 в лемме 3. Лемма 5 доказана.

Доказательства теорем
Известно, что если Npr(λ)(1 − pr(λ) → ∞,

то равномерно относительно целых k, для ко-
торых (k −Nm)/(σ

√
N) лежит в любом фик-

сированном конечном интервале, справедливо
нормальное приближение биномиальных веро-
ятностей:(

N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k =

=
1 + o(1)√

2πNpr(λ)(1− pr(λ))
exp

{
(k −Nm)2

2σ2N

}
.

(47)

Используя (6), (7), (39), (47) и проводя необхо-
димые вычисления, из лемм 1, 3, 5 получаем
утверждение теоремы 1.

Для доказательства теоремы 2 заметим,
что в силу лемм 3 и 5

P{ζ(r)
N−k = n− kr}/P{ζN = n} → 1. (48)

Ясно, что pr(λ) → 0, поскольку r →
∞. Тогда равномерно относительно (k −
Npr(λ))/

√
Npr(λ) для биномиальных вероят-

ностей имеет место пуассоновское приближе-
ние: (

N

k

)
pkr (λ)(1− pr(λ))N−k =

=
(Npr(λ))k

k!
e−Npr(λ).

(49)

Теорема 2 следует непосредственно из лем-
мы 1, (48) и (49).

Работа выполнена при поддержке РФФИ,
грант 16-01-00005.
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