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Предложено дальнейшее развитие математической модели управления процес-
сом биологической очистки сточных вод в аэротенке-смесителе. Найдено инва-
риантное множество системы дифференциальных уравнений, представляющей
модель. Разработан алгоритм нахождения оптимального управления процессом
биоочистки в задаче минимизации расхода кислорода. Приведены результаты
апробации разработанного алгоритма.

Ключ е вы е c л о в а: аэротенк; биоочистка; окисление; оптимальное управле-
ние.

A. N. Kirillov, N. V. Smirnov. MATHEMATICAL MODEL OF
WASTEWATER TREATMENT PROCESS OPTIMIZATION
Further development of the mathematical model for controlling wastewater
biological treatment process in a mixing aeration tank is proposed. The invariant
set of the system of differential equations representing the model was found. The
algorithm of finding optimal process control in the problem of minimizing oxygen
consumption was developed. The results of testing the developed algorithm are
reported.

K e ywo r d s: aeration tank; bioremediation; oxidation; optimal control.

Введение

Процесс биоочистки в аэротенке — биохи-
мический процесс для очистки бытовых и про-
мышленных сточных вод, в котором использу-
ются воздух (или кислород) и микроорганиз-
мы активного ила для окисления содержаще-
гося в сточной воде субстрата.

Ограниченность запасов питьевой воды и
увеличение требований к качеству очищения
сточных вод обусловливают необходимость ис-
следований в области математического мо-
делирования процесса биологической очистки
сточных вод. Этому направлению посвящено
достаточно большое количество публикаций
(например, [1–6]).

В статье продолжено исследование в обла-
сти математического моделирования процесса
биоочистки воды в аэротенке-смесителе, пред-
ставленное в работах [7, 8], в частности, най-
дено инвариантное множество разработанной
математической модели процесса биоочистки,
обоснован результат об однократности пере-
ключения оптимального управления при ми-
нимизации расхода кислорода, разработан и
апробирован алгоритм нахождения оптималь-
ного управления процессом биоочистки. Так-
же в статье представлены формулы для по-
лучения начальных значений модельных кон-
центраций, которые необходимы для практи-
ческого использования предложенной модели.
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Инвариантное множество матема-
тической модели процесса био-
очистки

Рассмотрим процесс биологической очист-
ки сточных вод от субстрата одного типа в
аэротенке-смесителе объемом V. Введем обо-
значения: X и S – концентрации активного ила
и cубстрата в аэротенке, Scv и Sil — концен-
трации субстрата в сточной воде и в иловой
смеси, Xil — концентрация активного ила во
входящей иловой смеси, Vil и Vcv — расходы
иловой смеси и сточных вод, Ṽil и Ṽcv — объ-
емы иловой смеси и сточных вод, входящих в
аэротенк за единицу времени (количественно
равны Vil и Vcv соответственно), γ — удель-
ная максимальная скорость роста микроорга-
низмов в расчете на единицу массы кислорода
и на единицу массы субстрата, Y ∈ (0, 1) —
коэффициент перехода массы субстрата в био-
массу микроорганизмов, u = u(t) — удельная
скорость подачи кислорода в аэротенк.

В аэротенке-смесителе происходит мгно-
венное перемешивание, поэтому начальные
значения концентраций субстрата и активного
ила находятся по формулам (1) и (2) соответ-
ственно:

S̃in =
ScvṼcv + SV

Ṽil + Ṽcv +V
, (1)

X̃in =
XilṼil +XV

Ṽil + Ṽcv +V
. (2)

Среднее время пребывания иловой смеси в
аэротенке:

T =
V

Vil +Vcv
.

Преобразовав математическую модель процес-
са биоочистки, предложенную в работе [7], по-
лучим систему:

Ṡ = Q(Sin − lS)−
γ

Y
SuX, (3)

Ẋ = Q(X
in − lX) + γSuX, (4)

где константа Q = 1/T , T — время биоочист-
ки.

Sin =
ScvṼcv

Ṽil + Ṽcv +V
,

Xin =
XilṼil

Ṽil + Ṽcv +V
,

l = 1−
V

Ṽil + Ṽcv +V
.

Для очистки сточных вод за ограниченное вре-
мя T на канализационных очистных соору-
жениях (КОС) поддерживают отношение кон-
центраций Xin > Sin, тогда в начальный мо-
мент времени X(0) > S(0) и фазовая точка

принадлежит открытому треугольнику OAH
(рис. 1).

Рис. 1. Фазовый портрет системы (3), (4), где
� — положение равновесия, ◦ — точка переклю-
чения управления, l1 = {(S,X) : YS + X = (YS

in
+

Xin})/l, l̃1 = {(X,S) : X = S},X∗ = (Y Sin +
Xin)/l,Y∗ = (Sin +Xin/Y )/l

Теорема 1. Открытый треугольник OAH
является инвариантным множеством си-
стемы (3), (4) при ∀u > 0.

Доказательство. Если предположить, что
фазовая траектория системы (3), (4) пересе-
кает прямую l̃1 = {(X, S) : X = S} в точке R,
то тангенс угла наклона вектора скорости фа-
зовой траектории в точке R меньше тангенса
угла наклона прямой l̃1, тогда

Ẋ

Ṡ
< 1. (5)

При проведении процесса биоочистки необ-
ходимо поддержание Xin > S, в результате
Ẋ = Q(Xin − lS) + γuS2 > 0 в точке R.
Заметим, что, исходя из специфики процесса
биоочистки, неравенство (5) может быть вер-
но в двух случаях: либо Ẋ > 0, Ṡ < 0 (тогда
фазовая траектория не покидает треугольник
OAH через прямую l̃), либо Ẋ > 0, Ṡ > 0. Во
втором случае (5) примет вид:

Ẋ < Ṡ. (6)

Координаты X и S в точке R равны, поэтому
неравенство (6) примет вид

Q(Xin − lS) + γuS2 < Q(Sin − lS)−
γuS2

Y
,

тогда

Q(Xin − Sin) < −γuS2(1 + 1/Y),

��
��
56



где Q(Xin − Sin) > 0, −γuS2(1 + 1/Y) < 0.
Получилось противоречие, следовательно, ес-
ли начальная точка фазовой траектории си-
стемы (3), (4) находится в открытом тре-
угольнике OAH, то она не пересекает прямую
l̃1 = {(X, S) : X = S}, то есть X(t) > S(t) для
∀t ∈ [0, T ].

Концентрации субстрата и активного ила
в аэротенке в начале процесса биоочистки
S(0) = S0 и X(0) = X0 соответственно нахо-
дятся по формулам (3) и (4) или эксперимен-
тально. Если u = 0, то система (3), (4) приоб-
ретает вид

Ṡ = Q(S
in − lS),

Ẋ = Q(X
in − lX),

при этом фазовые траектории сходятся к по-
ложению равновесия – точке D на рисунке 1.

Умножим на Y уравнение (3) и прибавим
его к (4), в результате получим уравнение, ре-
шение которого представимо в виде:

YS + X =

= (YS0 +X0 −
YSin −Xin

l
)e−Qlt +

YSin +Xin

l
.

Тогда при t → ∞ фазовые траектории будут
сходиться к прямой

l1 = {(S,X) : YS + X = (YSin +Xin)/l}.

Заметим, что вследствие неотрицательно-
сти значений концентраций фазовые траекто-
рии не пересекают прямую S = 0. Тогда фа-
зовые траектории находятся в треугольнике
OAH (рис. 1) для ∀t ∈ [0, T ].

Уточним поведение фазовых траекторий в
нижеследующей теореме.

Теорема 2. При t → ∞ отрезок KD
(рис. 1) является интегральным притягива-
ющим множеством системы (3), (4).

Доказательство. Приравняем к нулю правые
части уравнений (3), (4) и сложим их, предва-
рительно умножив (3) на Y. После введения
новой переменной z = z(t) = X + YS резуль-
тат сложения представим в виде:

Q(zin − zl) = 0, (7)

где zin = Xin + YSin. Корнем (7) является
z = zin/l. Выразим S = (zin − lX)/Yl и под-
ставим в приравненную к нулю правую часть
уравнения (4), в таком случае получим урав-
нение

Q(Xin −Xl) +
γuX

Yl
(zin −Xl) = 0.

Умножим последнее уравнение на −Yl/γ и пе-
регруппируем, в результате получим уравне-
ние

ulX2 +X

(
l2YQ

γ
− uzin

)
−
lYQXin

γ
= 0,

у которого только один корень имеет неотри-
цательное значение:

X1 =
zin

2l
−

YQl

2γu
+

√(
YQl

2γu
−
zin

2l

)2

+
YQXin

γu
.

Рассмотрим производную X1 по u:

∂X1

∂u
=

YQl

2γu2
+

(
zin

l
−

YQl

γu

)
YQl

2γu2
−

YQXin

γu2

2

√(
YQl

2γu
−
zin

2l

)2

+
YQXin

γu

.

Умножим последнее на αs = 2γu2/(YQl) > 0,
получим:

αs
∂X1

∂u
= 1 +

zin

l
−

YQl

γu
−

2Xin

l

2

√(
YQl

2γu
−
zin

2l

)2

+
YQXin

γu

.

Введем обозначения:

ς1 =
zin

l
−

YQ

γu
−

2Xin

l
,

ς2 = 2

√(
YQl

2γu
−
zin

2l

)2

+
YQXin

γu
.

Значения выражения

ς21 − ς22 = −
4YzinXin

l2
< 0,

в таком случае ς1/ς2 ∈ (−1, 1) и ∂X
∂u

> 0 для
∀u. Последнее означает, что значение X уве-
личивается при увеличении u. Нетрудно до-
казать, что управлению u = 0 соответствует
точка покоя D. Тогда положения равновесия,
соответствующие u > 0, будут находиться на
прямой l1, левее точки D, правее оси ординат.
При этом крайне левая точка K (закрашен-
ный квадрат на рисунке 1) соответствует поло-
жению равновесия при наибольшем допусти-
мом управлении u. Отрезок KD является ин-
тегральным притягивающим множеством си-
стемы (3), (4).
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Задача оптимального управления
процессом биоочистки

Рассмотрим кусочно-постоянное управле-
ние u = u(t) ∈ U = [u, u] удельной скоростью
подачи кислорода в аэротенк, где u и u — соот-
ветственно наименьшее и наибольшее ее допу-
стимые значения. Поставим задачу нахожде-
ния управления оптимального в смысле мини-
мизации расхода кислорода при обеспечении
окисления субстрата до концентрации, наибо-
лее близкой к значению нормативно допусти-
мого сброса (НДС) за время T :

T∫
0

udt→ min (8)

с ограничениями:

S(0) = S0,X(0) = X0,S(T ) 6 S,X(T ) 6 X, (9)

где S0 и X0 — начальные значения соответ-
ствующих переменных, S — НДС субстрата,
X ∈ [0,YSin +Xin] — концентрация активного
ила на выходе из аэротенка.

Пусть ′ — символ транспониро-
вания, символ ̂ означает оптималь-
ность значения переменной или выра-
жения под ним. Введем вектор пере-
менных z = z(t) = (z1(t) z2(t))

′ = (S X)′;
ϕ(z, u) = (ϕ1(z, u) ϕ2(z, u))

′, где ϕ1(z, u)
и ϕ2(z, u) — правые части уравне-
ний (3) и (4) соответственно; ψ1 =
S(0)− S0, ψ2 = X(0)−X0, ψ3 = S(T )− S,

ψ4 = X(T )−X — ограничения; λi (i = 0, . . . , 4)
и p(t) = (p1(t) p2(t))

′ — множители Лагран-
жа.

В работе [9] сформулированы необходи-
мые условия экстремума (10)–(16). Функция
Лагранжа для рассматриваемой задачи при-
мет вид

L̃ = λ1ψ1 + λ2ψ2 + λ3ψ3 + λ4ψ4 +

+
T∫
0

(
λ0u+ p1(t)(Ṡ− ϕ1) + p2(t)(Ẋ− ϕ2)

)
dt.

Уравнение Эйлера (условие стационарности
по z) для лагранжиана L = λ0u + p1(t)(Ṡ −
ϕ1) + p2(t)(Ẋ− ϕ2) :

ṗ(t) =

=

 p1(t)(lQ+
γ

Y
X̂û)− p2(t)γX̂û

p1(t)
γ

Y
Ŝû+ p2(t)(lQ− γŜû)

 .
(10)

Условия трансверсальности по z для терми-

нанта: l =
4∑
i=1

λiψi :

p(0) =

(
p1(0)
p2(0)

)
=

(
λ1
λ2

)
,

p(T ) =

(
p1(T )
p2(T )

)
=

(
−λ3
−λ4

)
.

(11)

Условие оптимальности по u — принцип мини-
мума в лагранжевой форме:

min
u∈U

(
u

(
λ0 + p1(t)

γ

Y
ŜX̂− p2(t)γŜX̂

))
=

= û

(
λ0 + γŜX̂

(
p1(t)

Y
− p2(t)

))
.

Введем функцию

g(t) = λ0 + γŜX̂

(
p1(t)

Y
− p2(t)

)
. (12)

В силу условия оптимальности экстремальное
управление всюду, кроме точек разрыва (в ко-
торых g(t) = 0), определяется следующим об-
разом:

û =

{
u, g(t) > 0,
u, g(t) < 0.

(13)

Так как в точке разрыва на значение u не на-
кладывается ограничений, то будем считать,
что u = u при g(t) = 0.

Условия дополняющей нежесткости:

λ3(Ŝ(T )− S∗) = 0, (14)

λ4(X̂(T )−X∗) = 0, (15)

Условие неотрицательности:

λi > 0, i = 0, . . . , 4. (16)

Теорема 3. При выполнении условий (10)–
(11), (13)–(16) в системе (3), (4) количество
переключений управления не более одного.

Доказательство. Перепишем (10) в виде

ṗ1(t) =

(
p1(t)

Y
− p2(t)

)
γX̂û+ p1(t)lQ,

ṗ2(t) =

(
p1(t)

Y
− p2(t)

)
γŜû+ p2(t)lQ.

Рассмотрим функцию

r(t) =
p1(t)

Y
− p2(t)

и ее производную

ṙ(t) = r(t)

(
γX̂û

Y
− γŜû+ lQ

)
. (17)
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Пусть

ζ(t) =
γX̂u

Y
− γŜû+ lQ.

Специфика процесса биоочистки такова, что
X̂ > Ŝ, поэтому ζ(t) > 0 для ∀t ∈ [0, T ]. Реше-
ние уравнения (17):

r(t) = r(0)e

t∫
0

ζ(t)dt
. (18)

Значения p1(0), p2(0) > 0 в силу условий
(11), (16). При p1(0) = p2(0) = 0 функция
g(t) > 0 для ∀t ∈ [0, T ] (см. (12)), и переклю-
чений управления не будет, иначе возможны
три варианта взаимного расположения значе-
ний p1(0) и p2(0) на числовой прямой.

1) Если
p1(0) > Yp2(0),

тогда из (18) следует, что поскольку r(0) > 0,
то r(t) > 0 для ∀t ∈ [0, T ], и при этом с те-
чением времени значение функции r(t) будет
увеличиваться. Тогда в силу (13) переключе-
ния управления не будет.

2) Если
p1(0) < Yp2(0),

то r(0) < 0, и в силу (18) r(t) является убы-
вающей функцией, а значит, r(t) < 0 для
∀ t ∈ [0, T ]. Значение λ0 определяет три раз-
личных варианта переключения управления.

2.1) Если значение g(t) > 0 для ∀t ∈ [0, T ],
то в силу (13) переключения управления не
будет.

2.2) Если g(0) > 0 и существует такое t∗ ∈
(0, T ], что g(t∗) < 0, то в силу (13) произойдет
переключение управления. Найдем производ-
ную g(t) в силу системы (3), (4):

ġ(t) = γr(t)
(
Q(Sin − Ŝl)X̂ + ŜQX

in
)
. (19)

По условию γr(t) < 0. Так как Sin > Ŝl для
∀t ∈ [0, T ], то Q(Sin − Ŝl)X̂ + ŜQX

in
> 0. В

результате ġ(t) < 0, а следовательно, функ-
ция g(t) является убывающей. Таким образом,
g(t) < 0 для ∀t ∈ (t̃, T ], где g(t̃) = 0. Последнее
подтверждает, что управление переключается
один раз на промежутке [0, T ]

2.3) Если значение g(0) < 0, то вслед-
ствие убывания g(t) получаем, что g(t) < 0
∀t ∈ [0, T ] и в силу (13) переключения управ-
ления не будет.

3) Если
p1(0) = Yp2(0),

то r(0) = 0, в силу (18) получаем, что r(t) = 0
для ∀t ∈ [0, T ]. В таком случае g(t) = λ0 > 0,
и в силу (13) переключения управления не бу-
дет.

Теорема 4. Управление u, для которого вы-
полнены условия (10)–(11), (13)–(16), явля-
ется оптимальным в смысле минимизации
функционала (8) при соблюдении ограниче-
ний (9).

Доказательство. Для выполнения усло-
вия (16) необходимо выполнение неравенства
λi > 0 (i = 0, 1, ..., 4), при этом для сохранения
в лагранжиане L управления u необходимо
выполнение условия λ0 6= 0. Функции p1(t) и
p2(t) задаются уравнением (10) с граничными
условиями (11).

В качестве λ1 возьмем любое положитель-
ное число, например, λ1 = 1. Методом дихо-
томии значение λ2 находится так, чтобы с до-
пустимой погрешностью выполнялось условие
ψ3 = 0, что обеспечивает выполнение усло-
вия (14) при ∀λ3. Для нахождения значения λ2
численно решается система (3), (4), при этом
момент переключения управления τ находит-
ся с помощью (13). Будем использовать значе-
ние X = X(T ), что обеспечит выполнение (15)
при ∀λ4. Таким образом, необходимые условия
оптимальности управления, приведенные в ра-
боте [9], выполнены.

Из теоремы 3 следует, что количество мо-
ментов переключения управления не более од-
ного, при этом управление до момента пере-
ключения принимает значение u, после момен-
та переключения — u. Различным управлени-
ям соответствуют различные значения функ-
ционала (8) (рис. 2), тогда, если оптимальное
управление существует, то оно единственно.

Рис. 2. Динамика удельной скорости подачи кис-
лорода, τ — момент переключения управления,
T — период аэрации

В работе [10] на странице 284 приведена
теорема о существовании оптимального управ-
ления. Эту теорему можно применить к рас-
сматриваемой задаче, при этом многие усло-
вия теоремы выполняются очевидным обра-
зом и проверки требуют только условия огра-
ниченности и выпуклости. Ограниченность
траектории (S(t),X(t)) следует из теоремы 1.
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Выпуклость множества

V (S,X) =

(
u,Q(Sin − S)−

γ

Y
SuX,Q(Xin −X) +

+ γSuX

)
≡ (u, a+ bu, c+ du) в R3,

при любых фиксированных S,X (т. е. a, b, c, d
фиксированные) следует из того, что
V (S,X) — отрезок прямой в R3 при u ∈
[u, u].

Результаты вычислительных экспе-
риментов

Часто сточные воды промышленного пред-
приятия содержат один тип субстрата, при
этом процесс сброса сточных вод предприяти-
ем не является непрерывным, а повторяется
с некоторой периодичностью. Очистка сточ-
ных вод занимает некоторое время T , в тече-
ние которого субстрат непрерывно поступает
в аэротенк. Во избежание получения штрафов
от управления Роспотребнадзора необходимо
поддерживать значение выходной концентра-
ции субстрата S(t) в очищенной сточной во-
де меньше значения нормативно допустимого
сброса (НДС) Slim. Для обеспечения

S(t) < Slim,∀t ∈ [0, T ] (20)

необходимо, чтобы в конце процесса биоочист-
ки S(T ) 6 S, где значение S определяется тех-
нологом очистных сооружений.

Рассмотрим аэротенк-смеситель объемом
V = 600 м3. Для вычислений использованы
данные, близкие к экспериментальным, полу-
ченным на КОС г. Петрозаводска в 2015 г.:
Scv = 139, 4 г БПКПОЛН/м3 (БПКПОЛН — био-
химическое потребление кислорода полное),
Xil = 1639, 4 г БПКПОЛН/м3, Vcv = 712, 2
м3/час, Vil = 855 м3/час, X(0) = 910 г
БПКПОЛН/м3, S(0) = 2, 95 г БПКПОЛН/м3,
Y = 0, 67 (безразмерная величина). Значение
γ = 0, 00000825 найдено по эксперименталь-
ным данным. В качестве значения Slim = 5 г
БПКПОЛН/м3, S = 3 г БПКПОЛН/м3. Для чис-
ленного моделирования использовано значе-
ние λ0 = 0, 01, λ1 = 1.

С применением разработанного метода най-
дены оптимальные управления для различных
значений u. Динамика концентрации S при
различных u отображена на рисунке 3. Этот
рисунок также показывает, что условие (20)
выполняется, а пики на графиках соответству-
ют моментам переключения управления. Если
при нахождении оптимального управления су-
ществует такое t, что S(t) > Slim, то это го-
ворит о необходимости увеличения значения

концентрации X путем увеличения значения
Vil.
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Рис. 3. Изменение концентрации S
(г БПКПОЛН/м3) во времени t (мин) при раз-
личных значениях u: # – при u = 4, � – при u = 5,
 – при u = 6

Заключение

Предложена математическая модель
управления процессом биоочистки сточ-
ных вод в случае субстрата одного типа в
аэротенке-смесителе. Произведено качествен-
ное исследование разработанной математиче-
ской модели, найдено ее инвариантное множе-
ство и интегральное притягивающее множе-
ство.

С целью минимизации расхода кислорода
разработан и апробирован алгоритм для на-
хождения оптимального управления процес-
сом биоочистки в аэротенке-смесителе. Этот
алгоритм позволяет оптимизировать расход
кислорода при поддержании выходной концен-
трации субстрата в допустимых границах.

Приведены результаты численных экспери-
ментов, показывающие адекватность разрабо-
танной модели процессу биоочистки.
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