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Представлен метод параметрической идентификации модели термодесорбции
водорода из конструкционных материалов на основе помехоустойчивых инте-
гральных операторов обработки измерений и теории сопряженных задач мате-
матической физики. Особенность модели заключается в том, что производная
по времени входит не только в уравнение диффузии, но и в нелинейные гра-
ничные условия. В простейшем случае при преобразовании к эквивалентному
интегро-дифференциальному уравнению это приводит к появлению производ-
ных дробного порядка. В общей терминологии теории динамических систем это
содержательный пример сиcтемы с памятью. В физических терминах: поверх-
ностная и объемная концентрации «помнят» свою предысторию.
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boundary conditions. In the simplest case, when transformed into an equivalent
integro-differential equation, this leads to the emergence of fractional derivatives.
In the general terminology of the dynamical systems theory, this is a meaningful
example of a memory system. In physical terms: concentrations on the surface and
in the bulk ‘remember’ their previous history.
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Введение

Вычислительное материаловедение играет
всевозрастающую роль в разработке техно-
логий водородной энергетики, а в отдален-
ной перспективе и термоядерной (в част-
ности, реализуется проект ITER). Одним
из эффективных методов исследования вза-
имодействия конструкционных материалов
с изотопами водорода является термодесорб-
ционная спектрометрия (ТДС). Образец (рас-
сматриваем тонкую пластину из материала с
металлическими свойствами), предварительно
насыщенный растворенным водородом, мед-
ленно нагревается в вакуумной камере. С
помощью масс-спектрометра регистрируется
поток дегазации. Анализу подлежит ТДС-
спектр – зависимость плотности десорбци-
онного потока от текущей температуры. Но
эксперименты по водородопроницаемости про-
водятся на тонких мембранах, а выводы
необходимо обобщать на «стенки защитных
конструкций». Помимо численных методов
решения соответствующих краевых задач,
необходимы помехоустойчивые алгоритмы ре-
шения обратных задач параметрической иден-
тификации по текущим экспериментальным
данным. Методики оценки диффузионных
параметров хорошо разработаны. Гораздо
труднее оценить поверхностные параметры,
которые зависят и от конкретных условий экс-
плуатации материала.
В основе данной работы – эксперименталь-

ные результаты и теоретические исследова-
ния, изложенные в монографиях [1, 2, 5–8].

Модель ТДС-дегазации
и сопряженные уравнения

Рассмотрим два варианта модели термоде-
сорбции из образца конструкционного матери-

ала (с металлическими свойствами) в форме
пластины, которая предварительно насыщена
растворенным атомарным водородом. Модель
с поверхностной десорбцией (ПД):

∂c

∂t
= D(t)

∂2c

∂x2
− a1(t)c+ a2(t)z,

(t, x)∈Q∗= (0, t∗)× (0, �),

∂z

∂t
= a1(t)c− a2(t)z, a1(0)c̄ = a2(0)z̄,

c(0, x) = c̄, z(0, x) = z̄,

c(t, x) = c(t, �− x), c0,�(t) = g(t)q(t),

dq

dt
= μs(t)p(t)− J(t) +D(t)

∂c

∂x

∣∣∣
x=0

,

J(t) = b(t)q2(t), t ∈ [0, t∗].

Здесь c(t, x) – концентрация растворенного
атомарного водорода, c0,� = c|x=0,�; z – кон-
центрация захваченных в дефекты (ловушки)
атомов H; a1 и a2 – коэффициенты поглоще-
ния и выделения водорода ловушками; J –
моделируемая плотность десорбционного по-
тока водорода (в молекулярной форме) с по-
верхности. Для упрощения обозначений в за-
висимости от контекста записываем, напри-
мер, D(T ) или D(t), подразумевая T = T (t).
Для определенности считаем зависимость от
температуры аррениусовской, включая фор-
мально коэффициент быстрого растворения g
(но без ограничения знака «энергии актива-
ции» Eg). При необходимости можно учесть
слабую зависимость газокинетического коэф-
фициента μ(T ) ∝ 1/

√
T , «включая» ее в s(T ).

Если молекулу H2 («налетающую» на поверх-
ность частицу) рассматривать как пару ато-
мов H, то для единообразия подсчета в ато-
мах лучше написать 2s вместо s. Тогда s бу-
дет безразмерным параметром (доля адсорби-
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ровавшихся атомов). Но для задачи оценива-
ния значений (s или 2s) это непринципиально.
Измеряемое давление p(t) связано с плот-

ностью десорбционного потока J(t) интеграль-
ным уравнением первого рода (с параметрами
конкретной вакуумной установки). Полагаем,
что вспомогательная задача p �→ J решена
предварительно и входными данными для об-
ратной задачи являются функции p(t), J(t).
Отличие модели с объемной десорбцией

(ОД) в граничном условии:

μs(t)p(t)−J(t)= −D(t)cx(t, 0), J(t) = b(t)c20(t).

Таким образом, в выкладках для ПД-задачи
следует формально полагать g = 1, q̇ = 0 и
заменять концентрацию q(t) на c0(t) = c�(t).
Коэффициенты десорбции (эффективной ре-
комбинации) в обоих случаях обозначаем b.
До начала ТДС-эксперимента пластину на-

сыщают водородом при постоянной темпера-
туре T и постоянном достаточно высоком дав-
лении p̄. После окончания переходных процес-
сов получаем соотношения

μsp̄ = bq̄2, gq̄ = c̄, a1c̄ = a2z̄
(
T = T

)
,

где c̄, z̄ – установившиеся концентрации диф-
фундирующего (атомарного) и захваченного
ловушками водорода. Константы c̄, z̄ априо-
ри неизвестны. После быстрого охлаждения
образца (отключения тока нагрева) и откач-
ки газа из камеры происходит повторный на-
грев пластины по монотонному (обычно ли-
нейному) закону T (t) ∈ [T−, T+]. Время окон-
чания эксперимента t∗ определяется практи-
чески полной дегазацией: J(t) ≈ 0, t � t∗.
Одним из эффективных подходов к реше-

нию обратных задач математической физи-
ки является метод сопряженных уравнений.
Адаптируем общую схему метода к рассматри-
ваемому классу задач параметрической иден-
тификации. Пусть заданы уравнение ct = Ac
в области Q∗ = (0, t∗) × (0, �) и краевые усло-
вия, где A – интегро-дифференциальный опе-
ратор. Считаем A линейным, а граничные
условия в общем случае нелинейны. Исполь-
зуя интегрирование по частям, для произволь-
ной гладкой функции ψ(t, x) получим

0 =

∫ t∗

0

∫ �

0
ψ(t, x)

[
ct −Ac

]
dxdt

=

∫ t∗

0

∫ �

0
c(t, x)

[
ψt −A∗ψ

]
dxdt+ f.

Слагаемое f содержит величины, связанные
с краевыми условиями. Если фиксировать ре-
шение ψ(t, x) сопряженного уравнения ψt =

A∗ψ, то получим соотношение f = 0, содер-
жащее искомые параметры и эксперименталь-
ные данные. Для сопряженного уравнения не
фиксируются краевые условия. Выбирая раз-
личные «простые» решения ψ = ψi(t, x) из бес-
конечного их числа, получаем систему уравне-
ний fi = 0 для оценивания D, . . . , s.
Уравнения для оценки параметров
Вначале приведем выкладки для общего

случая. Когда дефектами можно пренебречь
(ai = 0) и ставится задача оценки основных
параметров {D, b, g, s}, выражения упрощают-
ся. Проинтегрируем явно линейное уравнение
для z(t, x) и подставим полученное выраже-
ние в уравнение диффузии. Используя инте-
грирование по частям, для достаточно гладкой
функции ψ(t, x) получим

0 =

∫ t∗

0

∫ �

0
ψ(t, x)

×
[∂c
∂t
−D(t)

∂2c

∂x2
+a1(t)c(t, x)− . . .

]
dxdt = . . .

=−z̄
∫ t∗

0

[ ∫ �

0
ψ(t, x) dx

]
a2(t) exp

{
−
∫ t

0
a2 ds

}
dt

−
∫ t∗

0

∫ �

0
c(t, x)

[ ∂ψ
∂t

+D(t)
∂2ψ

∂x2
− a1(t)ψ(t, x)

+a1(t)

∫ t∗

t
a2(τ) exp

{∫ t

τ
a2(s) ds

}
ψ(τ, x) dτ

]
dxdt

+

∫ t∗

0

[
ψ(t, 0) + ψ(t, �)

]
D

∂c

∂x

∣∣∣
x=0

dt

+

∫ t∗

0
c0(t)D

∂ψ

∂x

∣∣∣�
0
dt− c̄

∫ �

0
ψ(0, x) dx. (1)

С целью исключения двойного интеграла под-
чиним функцию ψ(t, x) сопряженному линей-
ному однородному уравнению

∂ψ

∂t
= −D∂2ψ

∂x2
+ a1ψ

− a1

∫ t∗

t
a2(τ) exp

{∫ t

τ
a2 ds

}
ψ(τ, x) dτ. (2)

Подставим в соотношение (1) с учетом урав-
нения (2) выражение концентрации c0(t) че-
рез плотность десорбции J = b[c0/g]

2 и
выражение плотности диффузионного потока
Dcx(t, 0) из граничного условия:

− z̄

∫ t∗

0
〈. . .〉 dt− c̄

∫ �

0
ψ(0, x) dx

+

∫ t∗

0
g
√
b−1JD

∂ψ

∂x

∣∣∣�
0
dt+

∫ t∗

0
{q̇ − μsp+ bq2}

× [ψ(t, �) + ψ(t, 0)] dt = 0 ⇒ −z̄ . . .
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− c̄ . . .+

∫ t∗

0
. . . dt+ q(t)[ψ(t, �) + ψ(t, 0)]

∣∣t∗
0

+

∫ t∗

0
{J − μsp}[ψ(t, �) + ψ(t, 0)] dt

−
∫ t∗

0
q(t)
[
ψ̇(t, �) + ψ̇(t, 0)

]
dt = 0.

Поверхностная концентрация q(t) исключает-
ся в силу

bq2 = J, g(T0)q(0) = c̄, T0 ≡ T (0), q(t∗) = 0.

Кроме того, следует подставить c̄, z̄ с учетом
начального насыщения:

bc̄ 2g−2 = μsp̄ � c̄, a2z̄ = a1c̄ � z̄
(
T = T

)
.

Несмотря на внешнюю громоздкость, имеем
существенное преимущество перед исходной
системой дифференциальных связей. После
выбора «пробных» ψ(t, x) и подстановки

D(t) = D0u
ED , . . . , s(t) = s0u

Es ,

u(t) ≡ exp
{−1/[RT (t)]

}
, получаем уравнения

вида

f(D0, ED, . . . , s0, Es) = 0.

Давление p(t) и плотность десорбции J(t),
определяемые по результатам измерений, вхо-
дят под знаком интеграла, что важно с вычис-
лительной точки зрения. Варьируя условия
насыщения p̄, T , «управление» u(t) (т. е. тем-
пературу T (t) на отрезке времени [0, t∗]) и вы-
бирая различные решения ψ(t, x) линейного
сопряженного уравнения (2) без краевых усло-
вий, получаем необходимое количество урав-
нений для оценивания параметров D0, . . . , Es.

Выбор сопряженных функций

1. Положим ψ(t, x) = β(t)x. Подставляя
в сопряженное уравнение (2), получим

β̇(t) = a1(t)β(t)

− a1(t)

∫ t∗

t
a2(τ) exp

{∫ t

τ
a2(s)ds

}
β(τ) dτ.

Обозначая γ(t) = − ∫ t∗t 〈. . .〉 dτ , перейдем к
линейной системе

β̇(t) = a1(t)
[
β(t) + γ(t)

]
,

γ̇(t) = a2(t)
[
β(t) + γ(t)

]
, γ(t∗) = 0.

Отсюда определяем функцию β(t):

d

dt
(β + γ) = [a1 + a2](β + γ), β̇ = a1[β + γ],

β(t) + γ(t) = β(t∗) exp
{
−
∫ t∗

t
(a1 + a2) ds

}
,

β(t) = β(t∗)
[
1−
∫ t∗

t
a1(τ)

× exp
{
−
∫ t∗

τ

[
a1(s) + a2(s)

]
ds
}
dτ

]
.

С учетом однородности по ψ(t, x) примем нор-
мировку β(t∗) = 1. Далее нетрудно конкрети-
зировать уравнение f(D0, . . . , Es) = 0 (запись
f(x)|ba означает разность f(b)− f(a)).

Фактически в уравнении отсутствуют диф-
фузионные параметры D0, ED при таком
выборе функции ψ. Коэффициент диффу-
зии D(T ) может быть известен из независи-
мых экспериментов, когда условия таковы, что
диффузия фактически является единствен-
ным лимитирующим фактором. При T (t) =
Te = const (если после вакуумирования осу-
ществить скачкообразный повторный нагрев
до температуры экстракции Te) соотношения
упрощаются. Например, для Te = T получаем

β(t) = [a1 + a2]
−1
[
a2 + a1

× exp
{
(a1 + a2)(t− t∗)

}]
, ai = ai(T ),

f ≡ √μsp̄ gb−1/2
{
[�g + 2][2g]−1β(0)

+�a1[2(a1+a2)]
−1[1−exp{−(a1+a2)t∗}

]}
+

∫ t∗

0

{
(μsp− J)β +

√
b−1J β̇

}
dt = 0.

Скачкообразный нагрев чреват возникнове-
нием существенного градиента температуры
в образце и необходимостью коррекции диф-
фузионного уравнения. Целесообразно моди-
фицировать эксперимент: после насыщения
образца водородом следует, не изменяя тем-
пературу T , сбросить давление с помощью
дополнительной вакуумируемой емкости. При
необходимости температуры насыщения и де-
газации могут быть различными, изменения
в выкладках непринципиальны. Нестационар-
ный эксперимент с медленным нагревом более
информативен.
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2. Рассмотрим вариант ψ(t, x) = β(t) sinσx(
β(t) cosσx

)
:

β̇(t) =
[
D(t)σ2 + a1(t)

]
β(t)

− a1(t)

∫ t∗

t
a2(τ) exp

{∫ t

τ
a2(s)ds

}
β(τ) dτ.

Определив γ(t) = − ∫ t∗t 〈. . .〉 dτ, преобразуем
уравнение в систему

β̇ =
[
Dσ2+a1

]
β+a1γ, γ̇ = a2

[
β+γ

]
, γ(t∗) = 0.

Если дегазацию проводить при постоянной
температуре T (t) = T , то можно выписать
явные аналитические выражения. Характери-
стический полином системы при D = D(T ),
ai = ai(T ) равен λ2−(a1+a2+Dσ2)λ+Dσ2a2.
Дискриминант (a1 + a2 + Dσ2)2 − 4Dσ2a2 =
4a1a2+(a1−a2+Dσ2)2 положителен, имеется
два различных положительных корня:

2λ1,2=a1+a2+Dσ2∓[4a1a2+(a1−a2+Dσ2)2
]1/2

.

Следовательно, с точностью до множителя

β(t) = (λ2 − λ1)
−1
[
(a2 − λ1) exp{λ1(t− t∗)}

− (a2 − λ2) exp{λ2(t− t∗)}
]
.

Параметр σ можно брать равным mπ/(2�).
3. Аналогично для ψ = β(t) expσx и ва-

рианта T (t) = T . Функция β(t) определяется
теми же формулами с заменой D на −D.
Итак, способами 1–3 можно получить лю-

бое количество уравнений f = 0, варьируя σ.
Это количество можно «удвоить», рассматри-
вая отрезок [0, �0], �0 = �/2, и граничное усло-
вие cx(t, �0) = 0 в силу симметрии концентра-
ции в пластине. Типовые выкладки не приво-
дим. Отметим лишь, что появится произведе-
ние ψx(t, �0)c(t, �0), в котором о концентрации
c(t, �0) информации нет. Это влечет дополни-
тельное ограничение ψx(t, �0) = 0.
Интеграл от функции ψ(t∗, x)c(t∗, x) пола-

гался равным нулю в силу c(t, x)→ 0 с ростом
времени t. Тем самым неявно речь шла толь-
ко о тех решениях сопряженного уравнения,
которые, если и растут с увеличением време-
ни, то относительно медленно. Иначе следует
аппроксимировать распределение c(t∗, x).

Идентификация без учета дефектов

Будем считать обратимый захват и ресорб-
цию второстепенными факторами (ai ≈ 0,
μsp ≈ 0). Параметры ai можно оценить после

того, как найдено удовлетворительное согла-
сие с экспериментом выбором D, g, b, s.
В ОД-модели граничное условие

Dcx(t, 0) = bc20(t) в пределе (t→ +0) формаль-
но противоречит равномерному начальному
распределению c(0, x) = ϕ(x) = c̄, x ∈ [0, �].
На самом деле в процессе вакуумирования пе-
ред ТДС-дегазацией функция ϕ(x) успевает
немного «прогнуться». В алгоритмах иденти-
фикации ϕ(x) будет использоваться только
интегрально (в соответствии с обобщенным
решением), искажением можно пренебречь.
Объемная десорбция
Граничные условия Dcx|0,� = ±bc20,� нели-

нейны. Но по постановке обратной задачи
функция J(t) = bc20,� известна. Поэтому фор-
мально можем рассмотреть линейную крае-
вую задачу II рода, заменив bc20,� на плот-
ность десорбции J(t). Сделаем замену времени
t′ =

∫ t
0D(s)ds и после преобразований оставим

прежнее обозначение t:

∂c

∂t
=

∂2c

∂x2
,

∂c

∂x

∣∣∣
x=0

= J̃(t),
∂c

∂x

∣∣∣
�
= −J̃(t),

J̃(t)= D−1(t)J(t), J(t)= b(t)c20(t) = b(t)c2� (t).

Можно было бы сразу перейти к безразмерно-
му показателю времени диффузии t′/�2 и нор-
мировкам x/�, c/c̄, но в дальнейших выклад-
ках это не является принципиальным.
По постановке ТДС-эксперимента в режи-

ме «быстрое охлаждение – медленный нагрев»
имеем J(0) ≈ 0 (J(0) � Jmax). Решение крае-
вой задачи представимо в форме

c(t, x)= c̄−
t∫

0

J̃(τ)
{
G(x, t; 0, τ)+G(x, t; �, τ)

}
dτ,

G(x, t; y, τ) =
1

�

+
2

�

∞∑
n=1

exp
{n2π2

�2
(τ − t)

}
cos

nπx

�
cos

nπy

�
,

где G – функция Грина. Представление c0(t):

c0(t) = c̄ −
∫ t

0
J̃(τ)K(t− τ) dτ,

K(s) =
2

�

[
1 + 2

∑
n=2m

exp
{
− n2π2

�2
s
}]

.

В исходном времени аргумент t − τ заменит-
ся интегралом

∫ t
τD(s) ds, а вместо J̃(τ) бу-

дет J(τ). Выражение c0(t) следует подставить
в равенство J(t) = b(t)c20(t)

(√
J = c0

√
b
)
.

Функция J(t) известна, поэтому получаем се-
мейство уравнений для оценки параметров:
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Φ(t;D0, ED, b0, Eb) = 0, t ∈ [t1, t2] ⊂ (0, t∗).

Та же зависимость с учетом cx(t, �0) = 0 полу-
чается для [0, �0] (�0 = �/2 – центр симметрии).
Имеется в виду «эквивалентная» задача

ct = Dcxx, x ∈ (0, �0), c(0, x) = ϕ(x) = c̄,

Dcx(t, 0) = bc20, cx(t, �0) = 0.

Формально можно считать, что обратная
задача параметрической идентификации су-
щественно упрощена: осталось подобрать кон-
станты в явной формуле. Но D входит в вы-
ражение под символами интеграла и ряда, что
делает этот этап нетривиальным. Ограничива-
ясь частичной суммой ряда, можно вычислять
интегралы типа свертки

Jn(t)=

∫ t

0
J(τ) exp

{
−n2π2

�2

∫ t

τ
D(s)ds

}
dτ=O

(
n−2
)

(n = 2m, m ∈ N) как решения линейных задач

J̇n(t) = −n2π2

�2
D(t)Jn(t) + J(t), Jn(0) = 0.

При численной реализации уравнения следует
нормировать на Jmax. Чтобы не оперировать
частичной суммой с большим числом слагае-
мых, для малых s целесообразно использовать
другое представление ряда:

1+2

∞∑
n=1

exp
{− n2π2θ

}
=

1√
πθ

∞∑
−∞

exp
{
− n2

θ

}
,

θ =
4

�2

∫ t

τ
D(ξ)dξ.

Если равновесная концентрация c̄ известна,
а поток регистрируется в относительных еди-
ницах (J(t)/Jmax), то плотность термодесорб-
ции Jmax находится из материального баланса:

c̄� = 2

∫ t∗

0
J(τ) dτ ⇒ 2

∫ t∗

0
J(τ)J−1max dτ= c̄�J−1max.

Определение коэффициента десорбции
Рассмотренное выше параметрическое

тождество Φ(t;D0, ED, b0, Eb) ≡ 0 позво-
ляет составлять любое количество уравне-
ний f(D0, ED, b0, Eb) = 0. Оценка значений
D0, ED, b0, Eb по одной экспериментальной
кривой возможна, но требует решения систе-
мы уравнений численными методами. Поста-
вим цель: ценою дополнительной эксперимен-
тальной информации свести вычисления к ми-
нимуму. Это повысит и точность оценивания.

Будем исходить из того, что техника опре-
деления равновесных концентраций в диапа-
зоне c̄ = c̄(p̄, T ) ∝ √

p̄ (закон Сивертса) от-
работана. Коэффициент диффузии при фик-
сированной температуре достаточно надежно
определяется методом проницаемости, когда
за счет большого перепада давлений на вход-
ной и выходной сторонах мембраны при от-
носительно высоких температурах и не слиш-
ком малых � достигается диффузионный ре-
жим проницаемости. По времени запаздыва-
ния t0 (точка пересечения с осью t асимпто-
ты графика количества H, проникшего сквозь
мембрану) находят D = �2/(6t0). При этом не
обязательно достижение входной концентра-
ции c0 ≈ c̄ – главное, чтобы переходные про-
цессы на входе относительно быстро приводи-
ли к установлению c0(t) ≈ c0 = const, t > ε
(ε� t∗). Неявно предполагается, что этот на-
чальный всплеск c0(t) существенно не изме-
нит начальное распределение ϕ(x) = 0 (хотя
в модели входной поток −Dcx(t, 0) формаль-
но не ограничен). Варьирование температуры
образца позволяет оценить D0, ED.
Гораздо сложнее определять параметры

поверхностных процессов, поскольку SLR
(surface limited regime) характерен для невы-
соких температур и давлений. При этом гра-
диент концентрации мал, модель упроща-
ется (в классе ОДУ), но падает точность
измерений. Самое интересное (окрестность пи-
ка потока) происходит на этапе активного «со-
измеримого» взаимодействия диффузии и де-
сорбции. Чтобы повысить точность оценива-
ния и упростить математическое обеспечение,
считаем, что помимо ТДС-кривой J(t) извест-
ны равновесная концентрация c̄ (при задан-
ных условиях насыщения p̄, T ) и температур-
ная зависимость D = D(T ) (в аррениусовском
случае D0, ED). Необязательно, что это по-
требует дополнительных экспериментов. Па-
раметры поверхностных процессов существен-
но зависят от внешних условий: окислы, при-
меси, шероховатость . . . В этом одна из при-
чин разброса оценок. Объемные же парамет-
ры c̄, D «старого» материала известны и от-
ражены в справочной литературе. Изменение
свойств поверхности может быть и целена-
правленным: например, напыление защитного
(микро)слоя.
По заданному закону нагрева T = T (t)

определим функции

α(t) = exp
{π2

�2

∫ t

0
D
(
T (s)

)
ds
}
,

Jn(t) = α−n
2

(t)

∫ t

0
J(τ)αn2

(τ) dτ, n = 2m.
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При достаточном количестве Jn

c0(t)≈ c̄−2�−1S(t)−4�−1
{
J2(t)+. . .+ J2k(t)

}
,

S(t) ≡
∫ t

0
J(τ) dτ.

Алгоритм идентификации модели сводит-
ся к подбору b0, Eb из условия J(t) =
b0 exp{−Eb/[RT ]}c20(t), t ∈ [t1, t2]. Ориенти-
руясь на значения Eb в несколько десятков
кДж, представим экспоненту в форме uν(t),
u(t) = exp{−104/[RT (t)]} (Eb = 10ν кДж). По-
сле логарифмирования приходим к линейному
по ln b0 и ν соотношению:

Λ(t) ≡ ln
{
J(t)c−20 (t)

}
= ln b0 + ν lnu(t) = ln b0 − ν104[RT (t)]−1.

На плоскости {T−1,Λ} имеем отрезок прямой,
по пересечениям которой с осями координат
находим значения ln b0, ν (b0, Eb).

Cопряженные уравнения
Подробнее остановимся на эксперименте,

когда можно считать ϕ(x) ≈ c̄, J(0) ≈ 0
(J(0) � Jmax): насыщение, быстрое охла-
ждение, вакуумирование, медленный нагрев.
Обычно T (t) = T0 + vt

(
T (tm) = Tmax ⇒ v =

0, t � tm
)
. В интегральном измерении несу-

щественно рассогласование при t → +0 рав-
номерного насыщения с граничным условием
Dcx(t, 0) = b(t)c20(t)

(
J = bc20

)
.

Соотношение вида (1), получаемое пре-
образованием по частям двойного интеграла
от ψ[ct − Dcxx], после подстановки решения
уравнения ψt = −D(t)ψxx упрощается:

0 = −c̄
∫ �

0
ψ(0, x) dx+

∫ t∗

0
c0D

∂ψ

∂x

∣∣∣�
0
dt

+

∫ t∗

0

[
ψ(t, 0) + ψ(t, �)

]
D

∂c

∂x

∣∣∣
0
dt.

Подразумеваем (ψc)|t∗ ≈ 0, т. е. «пробная»
функция ψ если и растет, то значительно мед-
леннее, чем убывает концентрация на этапе
остаточной дегазации. Варианты ψ = 1, ψ =
x дают материальный баланс. Для ψ(t, x) =
β(t) expσx с учетом J = bc20 получаем

X[1+expσ�]+Yσ[expσ�−1]=
c̄

σ
[expσ�−1],

β(t) = exp
{
− σ2

∫ t

0
Ddτ

}
, c̄� = 2

∫ t∗

0
J(τ) dτ,

X ≡
∫ t∗

0
βJ dt, Y ≡

∫ t∗

0
βD
√
b−1J dt.

Параметр σ варьируем по порядку σ� ∼ 1.
Это касается как функции exp{σx}, так и
β(t). В случае σ = 1/� в аргументе экспо-
ненты β(t) – безразмерное характеристическое
«время диффузии». Замена σ на −σ не меня-
ет функцию β(t), значения X,Y и уравнение
с точностью до множителя. При предельном
переходе σ → 0 получаем ψ = 1.
Аналогично получаем линейные по X, Y

уравнения для ψ = β(t) sinσx (cos),

β(t) = exp
{
σ2

∫ t

0
D(τ) dτ

}
.

Здесь уже функция β(t) растет, поэтому
следует проанализировать условие равенства
нулю интеграла от ψ(t∗, x)c(t∗, x) по x ∈ [0, �].
В силу симметричности c(t, x) относительно
x = �0 ≡ �/2 этого можно добиться, напри-
мер, выбором σ� = 2π (для sin) и σ� = π
(для cos). Но при этом уравнения вырожда-
ются. По сходным мотивам не рассматрива-
ем краевую задачу на отрезке [0, �0] с усло-
вием симметрии cx(t, �0) = 0 и ограничение
ψx(t, �0) = 0. Следует воспользоваться при-
ближением распределения c(t∗, x), например,
параболическим по x выражением c̃(t∗, x) =
c̃(t∗, x;D, b) (см. далее).
Подытожим вышеизложенное схемой оцен-

ки коэффициентов модели D(T ), b(T ), s(T )(
D0, ED, b0, Eb, s0, Es

)
. Как минимум нужно

два эксперимента с различными температура-
ми насыщения T , чтобы при известном коэф-
фициенте десорбции b(T ) из соотношений

c̄� = 2

∫ t∗

0
J(τ) dτ, μsp̄ = bc̄ 2

(
T = T

)
определялись параметры s0 и Es. Желательно
варьировать давление p̄, чтобы значение c̄ су-
щественно изменилось, и скорость нагрева v.
Для оценки величин D0, ED, b0, Eb берем по
два уравнения (σ = σ1, σ2) вида

f ≡ σκ

c̄
X +

σ2

c̄
Y − 1 = 0,

κ =
expσ�+ 1

expσ�− 1

(
ψ = β(t) expσx

)
.

Заметим, что функция β(t) зависит только
от D0, ED, σ. Параметрами эксперимента яв-
ляются p̄, T , v, T0, Tmax, а значения σ зада-
ются численно. Во избежание плохой обуслов-
ленности системы можно добавить семейство
уравнений f ′σ = 0. Производные выражений
X, Y по переменной σ вычисляются под зна-
ком интеграла. Из-за большого разброса по-



39
Труды Карельского научного центра Российской академии наук. 2026. № 6

рядков величин перейдем к комплексам пере-
менных и параметров, например:

f̂ ≡ σ�κ X̂ + Ŷ − 1 = 0,

X̂=
1

t∗

∫ t∗

0
Ĵ(t)β(t) dt, Ŷ =

1

t∗

∫ t∗

0
βD̂
√

b̂−1Ĵ dt,

Ĵ =
Jt∗
c̄ �

, b̂ =
bc̄ t∗
�

, D̂ = Dσ2t∗, σ� ∼ 1.

Далее можно следовать МНК:

F (D0, ED, b0, Eb) =
∑

αif̂
2
i → min, αi > 0.

Результаты вычислительных
экспериментов
Тестирование «ступенчатой» схемы иден-

тификации проводилось в следующей после-
довательности. Сначала численно моделиро-
валась плотность десорбции [4] и коэффици-
енты модели «забывались». Вычисления кон-
тролировались материальным балансом:∫ �

0

[
ϕ(x) + ψ(x)

]
dx

=

∫ �

0

[
c(t, x)+z(t, x)

]
dx+ 2

∫ t

0
J(τ)dτ, J = bc20,�.

Оценка поверхностных параметров
(десорбции и растворения)
Рассмотрим модель ТДС-дегазации пла-

стины с поверхностной десорбцией:

∂c

∂t
= D(T )

∂2c

∂x2
, t ∈ (0, t∗), x ∈ (0, �),

c(0, x) = c̄(x), x ∈ [0, �],

c0,�(t) = g(T )q0,�(t), cx(t, �) = −cx(t, 0),
q̇0(t) = −b(T )q20(t) +D(T )cx(t, 0) ,

q̇�(t) = −b(T )q2� (t)−D(T )cx(t, �) ,

D(T )= D0 exp
{−ED/[RT ]

}
,

b(T ) = b0 exp
{−Eb/[RT ]

}
, g = const,

T (t) = T0 + vt, c0(t) = gq0,�(t) = c�(t),

J(t) = b(T )q20(t) = b(T )q2� (t), J(t∗) ≈ 0.

Здесь остановимся на решении обратной зада-
чи идентификации трех поверхностных пара-
метров по одной кривой ТДС-дегазации.
Напомним, что используя интегрирование

по частям, для гладкой функции ψ(t, x)

0 =

∫ t∗

0

∫ �

0
ψ(t, x)[ct −Ac] dx dt

=

∫ t∗

0

∫ �

0
c(t, x)[ψt −A∗ψ] dx dt+ f.

Слагаемое f содержит величины, связанные
с краевыми условиями. Если фиксировать ре-
шение ψ(t, x) сопряженного уравнения ψt =
A∗ψ, то получим соотношение f = 0, содержа-
щее искомые параметры и экспериментальные
данные. Выбирая различные «простые» реше-
ния ψ = ψi(t, x) из бесконечного их числа, по-
лучаем систему для оценивания параметров.
На решениях уравнения ψt = −Dψxx

0 =

∫ �

0
ψ(t∗, x)c(t∗, x) dx

− c̄

∫ �

0
ψ(0, x) dx+

∫ t∗

0
c0D

∂ψ

∂x

∣∣∣�
x=0

dt

+

∫ t∗

0
(q̇ + J)[ψ(t, 0) + ψ(t, �)] dt. (3)

Выберем ψ(t, x) = β(t) expσx, β(t) =

exp{−σ2
∫ t
0 D(τ) dτ}. Тогда первым слагаемым

можно пренебречь в силу ψ → 0, c → 0
с ростом t. Слагаемое, содержащее q̇, сле-
дует проинтегрировать по частям с учетом
β̇ = −Dσ2β. Начальная концентрация c̄ = gq̄
(q(0) = q̄) находится с точностью до неизвест-
ного пока параметра z = g�0 из баланса

c̄�+2q̄ =
c̄�

z
[z+1] = 2

∫ t∗

0
J(τ) dτ ≡ 2S∗, 2�0 = �.

После технических преобразований соотноше-
ние (3) примет вид

f ≡ σ�0κ

∫ t∗

0
βJ dt− S∗

σ�0κ + z

1 + z

+
σ�0κ + z√

b0
σ2

∫ t∗

0
βD
√
J
(
exp
{

1
2RT

})Eb

dt = 0,

κ ≡ cothσ�0. Уравнение f = 0 нормируем ве-
личиной Jmaxt∗:

X̄(σ)

1 + χ(σ�0)z
+

Y (Eb, σ)√
b̄0

− S̄∗
z + 1

= 0,

X̄(σ) ≡ 1

t∗

∫ t∗

0

J(t)

Jmax
β(t;σ,D) dt,

Y (Eb, σ) ≡ σ2

t∗

∫ t∗

0
D(t)β(t;σ,D)

√
J(t)√
Jmax

uEb dt,

√
b̄0 =

√
b0
√

Jmaxt∗, χ(σ�0) ≡ tanhσ�0
σ�0

,

S̄∗ ≡ 1

t∗

∫ t∗

0

J(t)

Jmax
dt, u = exp

{
1/(2RT )

}
.
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Введенные обозначения безразмерные. Урав-
нение линейное по переменной 1/

√
b̄0:

1√
b̄0

=

(
S̄∗

z + 1
− X̄(σ)

χ(σ�0)z + 1

)
Y −1(Eb, σ).

Выбирая значения σ1 и σ2, выражаем 1/
√

b̄0
из одного уравнения и подставляем во второе:

1−X(σ1)
[
1+ 1 −χ1

z−1+χ1

]
Y (Eb, σ1)

−
1−X(σ2)

[
1+ 1 −χ2

z−1+χ2

]
Y (Eb, σ2)

= F (σ1, z, Eb)− F (σ2, z, Eb),

X(σ) = X̄(σ)S̄−1∗ , χi ≡ χ(σi�0). Информация
J(t) (плотность десорбции) входит только под
знаками интегралов, что обеспечивает помехо-
устойчивость. С учетом погрешностей измере-
ний задача решается численно в заданном диа-
пазоне z ∈ [z−, z+], Eb ∈ [E−b , E

+
b ] (априорные

оценки по порядкам величин):

G(σ1, σ2; z, Eb)

= (F (σ1, z, Eb)− F (σ2, z, Eb))
2 → min.

При известном Eb параметр z находится как
больший положительный корень уравнения:

Az2 +Bz + C = 0, (4)

A = Y (σ2)χ2B1 − Y (σ1)χ1B2,

B = Y (σ2)
[
χ2A1 +B1

]− Y (σ1)
[
χ1A2 +B2

]
,

C = Y (σ2)A1 − Y (σ1)A2,

A1 = 1 −X(σ1), A2 = 1 −X(σ2),

B1 = χ1 −X(σ1), B2 = χ2 −X(σ2).

Далее по одному из уравнений (или как сред-
нее арифметическое по двум) вычисляется b0:

b
1/2
0 =

1√
Jmax

· Y
(
Eb, σ

)[
S̄∗t∗

]−1
1

z + 1
− X(σ)

χ(σ�0)z + 1

. (5)

Используя нормированные уравнения, восста-
навливаем Eb и z. Для вычисления предэкспо-
ненциального множителя десорбции требуется
знать Jmax в физических единицах.
Для проверки работоспособности алгорит-

ма идентификация параметров проводилась
с обработкой численных спектров. Задача это-
го тестирования – дать рекомендации по вы-
бору параметров (σ) сопряженных функций.
Рис. 1 иллюстрирует чувствительность к

изменению безразмерных параметров σ�0, z
соотношений, входящих в уравнение для оцен-
ки поверхностных параметров материала. На
рис. 1 (a) показана зависимость χ(σ�0), по го-
ризонтальной оси варьируется σ�0, масштаб
линейный, по вертикальной оси отмечены зна-
чения χ, масштаб логарифмический. На врез-
ке в рис. 1 (a) показан тот же график, диапа-
зоны по осям неизменны, но по горизонталь-
ной оси масштаб логарифмический, а по вер-
тикальной – линейный. На рис. 1 (b) показано,
как влияют параметры σ�0, z на значение вы-
ражения в скобках [. . .]. В последующих иллю-
страциях эта скобка будет фигурировать как
множитель, поэтому, выбирая σ1 и σ2, ориен-
тируемся на диапазон, в котором [. . .] > 1,
но не слишком велико. Необходимо указать
диапазон изменений параметров сопряженных
функций: как именно следует варьировать σ
(или безразмерные величины σ�0). Отметим,
что графики на рис. 1 не имеют привязки к
конкретному ТДС-спектру/материалу. Пред-
ставлена качественная зависимость для широ-
кого диапазона значений σ�0, z.
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Рис. 1. Выбор параметров сопряженных функций, влияние (σ�0), z
Fig. 1. Selection of conjugate functions parameters, effects of (σ�0), z
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Для тестирования методов численного мо-
делирования ТДС-спектра и последующей
параметрической идентификации поверхност-
ных параметров опирались на данные по нике-
лю [5]. В расчетах использовались следующие
значения параметров: � = 0, 1 cm; [E]=kJ/mol;
Ṫ = 0, 1 K/s; b0 = 1, 53 ·10−14 cm2/s; Eb = 43, 2;
D0 = 7, 5 ·10−3 cm2/s; ED = 40; g0 = 100 cm−1;
Eg = 0; T0 = 300 K; c̄ = 1018 at.H/cm3. Фик-
сируем шаг по времени 1 s; по пространствен-
ной переменной используем сетку из 500 точек
с равным шагом по толщине пластины; вре-
мя эксперимента – 8000 s. На рис. 2 (b) справа
представлен полученный численный (модель-

ный) спектр, кривая обозначена Jcalc и отме-
чена жирной линией на графике. Использова-
ние разностной схемы при моделировании де-
сорбции на указанной сетке привело к рассо-
гласованию материального баланса на уровне
0, 152%. Кроме того, выполнялась идентифи-
кация поверхностных параметров по зашум-
ленному спектру, см. рис. 2 (a) слева (кривая
Jnoisy) – на спектр добавлен шум, не превос-
ходящий 20% от текущей плотности десорб-
ционного потока; сглаженному зашумленному
спектру, см. рис. 2 (b) (кривая Jsmooth, отме-
чена тонкой линией на графике) – это спектр
Jnoisy после сглаживания помех. Сглаживание
кривой выполнялось по 9 точкам [3].
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Рис. 2.Численные ТДС-спектры
Fig. 2. Numerical TDS spectra

На рис. 3 (b–d) показаны графики сопря-
женных функций вида ψ = β(σ, t) exp σx

(β(σ, t) = exp{−σ2
∫ t
0 D(τ) dτ}) при фикси-

рованных σ. Пространственная координата
представлена на графиках в нормированном
виде x/�. Исходная краевая диффузионная за-
дача ТДС-дегазации пластины по постановке
симметрична относительно x = �0 = �/2. В со-
пряженных функциях симметрии нет. По вре-
мени также представлена зависимость в без-
размерных единицах – долях от общего вре-
мени эксперимента t∗. На рис. 3 (b–d) видно,
что с ростом значения σ область значений
сопряженных функций становится шире. На
рис. 3 (a) показаны графики соответствующих
поверхностей β(σ, t), представленный диапа-
зон значений σ достаточно широкий и содер-
жит значения, указанные на рис. 3 (b–d).

На рис. 4 показаны линии уровня по трем
значениям (1%, 10%, 20%) для относитель-
ных погрешностей оценок Eb и z. Варьируются
σ1 и σ2. По осям отмечены σ и безразмерные
величины (σ�0). На координатной плоскости
параметры σ1 и σ2 взяты с одинаковым ша-
гом, но со сдвигом, т. e. σ1 �= σ2. На графиках
уровни зафиксированы, ориентируясь на при-
мерные уровни экспериментальных погреш-
ностей. В предлагаемом вычислительном ал-
горитме потребуется использовать пару фик-
сированных значений σ1, σ2 (или σ1�0, σ2�0).
На рисунках видно, что выбирать их мож-
но из широкого диапазона в 2–3 порядка, что
позволяет оценить поверхностные параметры
с относительными погрешностями, которые не
превосходят типичных экспериментальных по-
грешностей измерений.
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Fig. 3. Conjugate functions, parameter effects
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Рис. 5 иллюстрирует влияние парамет-
ров на значения безразмерных комплексов X
(рис. 5, a) и Y (рис. 5, b). На рисунке слева вид-
но, что при малых значениях σ : 100 − 101

значения функции X и множителя [. . .] при
X изменяются несущественно и сравнимы с 1.

На рисунке справа представлен график по-
верхности Y . Разброс значений по варьируе-
мым параметрам весьма широкий и охватыва-
ет характерный диапазон значений Eb энергий
активации поверхностной десорбции водорода
для различных конструкционных материалов.
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Рис. 5. Безразмерные комплексы X, Y . Влияние параметров
Fig. 5. Dimensionless complexes X, Y . Parameter effects

На рис. 6 (a, b) представлены графики за-
действованных в оценочных уравнениях без-
размерных комплексов X и Y в симметричной
форме, варьируются параметры сопряженных
функций σ1, σ2. Величины X, Y не имеют пря-
мого физического смысла, но использовались
из вычислительных соображений, чтобы соот-
ветствующие сопряженные функции «не да-
вили» отдельные участки измерений. Долж-
на быть соизмеримость сомножителей, в этом
косвенный физический смысл. На рис. 6 (c, d)
показаны сечения функции F , когда один из
оцениваемых параметров принимает истинное
значение. Слева на рис. 6 (с) изображена по-
верхность F при фиксированном истинном z∗;
Eb варьируется в пределах одного порядка, но
сдвиг Eb меняет значения F на порядки (раз-
брос значений на рисунке слева 10−6−1). Вли-
яние Eb на кинетику дегазации велико. На-
против, на рис. 6 (d) показаны поверхности F
при фикcированном истинном E∗b . Варьирова-
ние σ и z в пределах трех порядков приводит к
небольшим немонотонным изменениям F , раз-
брос значений 0, 0034−0, 0058.
В алгоритме выполняется поиск миниму-

ма функции G, с варьированием Eb и z из
широкого физически обоснованного диапазо-
на, при фиксированной паре значений σ1, σ2.
Поиск выполняли итерационно (достаточно

3–4 итераций): сначала решали задачу в ши-
роком диапазоне значений Eb и z. Затем, полу-
чив первое приближение оценок, решение за-
дачи повторяли несколько раз в окрестности
приближений, сужая область поиска и умень-
шая шаг по варьируемым Eb, z. Каждое следу-
ющее решение задачи поиска параметров Eb, z,
доставляющих минимум функции G, уменьша-
ло значение minG на порядки.

На рис. 7 показаны сечения графика G. На
графиках слева и справа одинаковые диапазо-
ны по координатным осям. На врезках к ри-
сункам показаны те же кривые, но по верти-
кальным осям приведен тот же диапазон в ли-
нейной шкале. Кривые на рисунках пронуме-
рованы по порядку используемых значений из-
меняемых параметров (слева – σ, справа – z).
На рис. 7 (a) слева фиксировано истинное зна-
чение z∗, показаны три кривые для различных
значений первого аргумента функции G. Соот-
ветственно: кривая 1 построена при σ1 = 100,
кривая 2 – σ2 = 200, кривая 3 – σ3 = 1000.
Справа на рис. 7 (b) изменяются значения тре-
тьего параметра функции G – z, кривые на
рисунке и врезке аналогично пронумерованы.
Лучшим значением варьируемого параметра
является то, при котором минимум функции
G меньше.
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В таблице приведены полученные оценки
трех поверхностных параметров по одному
ТДС-графику. Рассматривались три варианта
ТДС-кривой: модельный численный спектр,
зашумленный и затем сглаженный (ТДС-
спектры приведены на рис. 2). Отметим, что
благодаря использованию интегральных опе-
раторов не требуется специально сглаживать

зашумленную экспериментальную кривую.
Алгоритм эффективно работает и на исход-
ной ТДС-кривой с помехами, разница в отно-
сительных погрешностях незначительная. Ре-
шение квадратного уравнения (4) после оцен-
ки Eb несущественно смещает оценку z. Мож-
но сразу решать задачу оценки пары значе-
ний (Eb, z), а затем по формуле (5) вычислять
параметр b0.

Оценки поверхностных параметров
Estimates of surface parameters

Параметр Исходные данные Полученные оценки (их относительные погрешности)

Parameter Input data Parameter estimates (their relative errors)

Jcalc Jnoisy Jsmooth

Eb, kJ/mol 43, 2 43, 127 43, 246 43, 255

(0, 169%) (0, 106%) (0, 127%)

g(= z/�0), s−1 100 100, 168 97, 03 97, 244

(0, 168%) (2, 97%) (2, 756%)

b0, cm2/s 1, 53 · 10−14 1, 395 · 10−14 1, 453 · 10−14 1, 49 · 10−14

(8, 824%) (5, 033%) (2, 614%)

G(102, 103, z, Eb) 1, 517 · 10−14 4, 868 · 10−12 9, 443 · 10−14

Заключение

Предложен и протестирован вычисли-
тельный алгоритм идентификации по ТДС-
спектру трех поверхностных параметров (со-
ответствующих десорбции и растворению)
термодесорбции изотопов водорода из кон-
струкционных материалов методом сопряжен-
ных уравнений. Численные эксперименты по-
казали, что алгоритм помехоустойчив, иден-
тификация по зашумленному спектру заметно
не ухудшает оценки поверхностных парамет-
ров. Программная реализация алгоритма и
процедур, иллюстрирующих этапы алгорит-
ма, выполнена в среде Scilab. Проверена рабо-
тоспособность алгоритма решения обратной
задачи на численных ТДС-спектрах, полу-
ченных при решении соответствующей нели-
нейной краевой задачи с динамическими гра-
ничными условиями. Поверхностные парамет-
ры восстанавливаются по численному ТДС-
спектру с погрешностями, не превосходящими
погрешности измерений в физических экспе-
риментах. Изложенный метод позволяет вос-
станавливать энергию активации поверхност-
ной десорбции и коэффициент растворения
по ТДС-спектру (измеренному даже в отно-
сительных единицах), поскольку оценочные
уравнения используют безразмерные величи-
ны. При необходимости оценить предэкспо-

ненту коэффициента поверхностной десорб-
ции требуется знать значения десорбционного
потока в физических величинах.
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