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Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами. Степени вершин
графа являются независимыми одинаково распределенными случайными вели-
чинами, распределение которых удовлетворяет условию: при k →∞

pk = P{ξ = k} ∼ h(k)

kτ+1
, τ > 0,

где случайная величина ξ равна степени любой вершины графа, а h(x) обо-
значает медленно меняющуюся на бесконечности функцию. Исследуется гло-
бальный кластерный коэффициент условного конфигурационного графа при
различных значениях параметра τ > 0. Получены предельные теоремы для
этой характеристики при стремлении числа вершин к бесконечности.
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We consider configuration graphs with N vertices. The vertex degrees are
independent equally distributed random variables whose distribution satisfies the
following condition: as k →∞

pk = P{ξ = k} ∼ h(k)

kτ+1
,

where the random value η is equal to the degree of any vertex of the graph and
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the function h(x) is slowly varying (in the Karamata sense). The global clustering
coefficient of a conditional configuration graph is investigated for different values
of the parameter τ > 0. Limit theorems are obtained for this characteristic as the
number of vertices tends to infinity.
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Введение и основной результат

В настоящее время большое внимание уде-
ляется исследованию случайных графов, кото-
рые получили широкое применение при моде-
лировании сложных сетей коммуникаций, та-
ких как Интернет (например, [5, 6]). Одной
из таких моделей является конфигурацион-
ный граф. Как показали многочисленные на-
блюдения за реальными сетями, степени узлов
можно рассматривать как независимые оди-
наково распределенные случайные величины,
при этом число вершин степени, не меньшей
чем k, при достаточно больших k пропорци-
онально 1/kα, где α – некоторый параметр,
α > 0. Это значит, что распределение случай-
ной величины η, равной степени любой верши-
ны, при больших значениях k можно опреде-
лить соотношением

P{η � k} ∼ h(k)

kα
, α > 0,

где h(x) – медленно меняющаяся на бесконеч-
ности функция (например, [4]).
Процесс построения конфигурационного

графа можно описать следующим образом.
Обозначим через N число вершин графа. Че-
рез ξ1, ξ2, · · · , ξN обозначим случайные вели-
чины, равные степеням вершин графа с но-
мерами 1, 2, · · · , N соответственно. Значения
случайных величин ξ1, ξ2, · · · , ξN равны числу
полуребер, инцидентных конкретной вершине,
т. е. ребер, для которых смежные вершины
еще не определены [8]. Все полуребра счита-
ются различными и, соединяясь друг с дру-
гом попарно и равновероятно, образуют реб-
ра. Поскольку сумма степеней всех вершин
графа должна быть четной, при необходимо-
сти вводится вспомогательная вершина еди-
ничной степени. В [8] замечено, что эта допол-
нительная вершина не влияет на асимптоти-
ческие свойства графа при N → ∞. Поэтому

в дальнейшем мы будем рассматривать степе-
ни только основных вершин. Нетрудно понять,
что такая конструкция допускает появление и
петель, и кратных ребер.
В современной литературе, посвященной

случайным графам, большое внимание уделя-
ется исследованию их структуры (см., напри-
мер, [5]). Кластерный коэффициент является
одной из важных характеристик в теории се-
тей, он количественно определяет степень, в
которой узлы в сети имеют тенденцию груп-
пироваться вместе. Проще говоря, он измеря-
ет, насколько связаны друг с другом соседи уз-
ла как локально для данного узла, так и для
сети в целом. Обычно выделяют глобальный,
локальный и средний кластерные коэффици-
енты (см., например, [7], [6]).
Далее мы будем рассматривать глобальный

кластерный коэффициент случайного графа.
Введем необходимые определения. Под «гло-
бальным кластерным коэффициентом» будем
понимать определение кластерного коэффи-
циента для всей сети, предложенное в [5]. Сна-
чала напомним определение глобального кла-
стерного коэффициента графа, затем – опре-
деление для случайного графа. Следуя [5],
глобальным кластерным коэффициентом гра-
фа называется отношение утроенного числа
различных треугольников к числу пар смеж-
ных вершин. Пусть G = G(V,E) – случай-
ный граф, где V обозначает множество вер-
шин графа, а E – множество ребер. Согласно
[5] (соотношение (4.7.1)) глобальным кластер-
ным коэффициентом CG случайного графа бу-
дем называть

CG =
E(ΔG)

E(WG)
,

где
ΔG =

∑
i,j.k∈V

I {вершины i, j, k

образуют треугольник},
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WG =
∑

i,j.k∈V
I {ребра (i, j) и (j, k) смежные},

I {A} обозначает индикатор события A. Заме-
тим, что число треугольников между тремя
вершинами может быть больше одного, если
существуют кратные ребра. Учитывая особен-
ности конфигурационных графов, в [7] была
получена формула для нахождения глобаль-
ного кластерного коэффициента конфигура-
ционного графа:

CG =

( ∞∑
k=1

kqk

)2

N
∞∑
k=1

kP{η = k}
,

где

qk = (k + 1)P{η = k + 1}/
∞∑
k=1

kP{η = k}.

В данной работе исследуется предельное
поведение глобального кластерного коэффи-
циента конфигурационного графа с N вер-
шинами, степени вершин которого являют-
ся независимыми одинаково распределенны-
ми случайными величинами с распределени-
ем, удовлетворяющим условию: при k →∞

pk = P{ξi = k} = P{ξ = k} ∼ h(k)

kτ+1
, (1)

где τ >0, i=1,· · ·, N , а h(x) обозначает медлен-
но меняющуюся на бесконечности функцию.
В [2] рассматривается асимптотика гло-

бального кластерного коэффициента конфигу-
рационного графа, степени вершин которого
имеют распределение

P{ξi = k} = h(k)

kτ+1
, k = 1, 2, . . . , τ ∈ (2, 3).

Кроме того, в [2] было доказано следующее
утверждение (лемма) о максимальной степени
вершины конфигурационного графа. Пусть

ξ(N) = max
1�i�N

ξi.

Лемма. Пусть N → ∞, z – фиксированное
положительное число, а u – решение уравне-
ния

u = h

((
Nu

τz

)1/τ
)
. (2)

Тогда

P

{
ξ(N) <

(
Nu

τz

)1/τ
}
→ e−z.

Используя свойства медленно меняющейся
на бесконечности функции и (2), нетрудно ви-
деть, что для любого β, 0 <β< 1, справедливо

N−β/(1+β) < u < Nβ/(1−β). (3)

Учитывая это, можно рассматривать не
все множество конфигурационных графов,
а ограничиться его подмножеством, в кото-
ром степень любой вершины не превосходит
(Nu/(τz))1/τ , где u определено в (2), z – неко-
торое фиксированное положительное число. В
данной работе исследуется предельное пове-
дение глобального кластерного коэффициен-
та такого условного конфигурационного гра-
фа при всех значениях параметра распределе-
ния τ > 0 и стремлении числа вершин графа
к бесконечности.
Сформулируем основные результаты дан-

ной работы. Пусть

mτ = Eξ.

Через C1, C2, · · · будем обозначать некоторые
положительные постоянные.

Теорема 1. Пусть N →∞ и выполнено одно
из условий:

1. дисперсия случайной величины ξ конеч-
на;

2. τ ↘ 2, u/(τ − 2)→ γ, где 0 � γ <∞;

3. τ = 2, u ln(Nu)→ γ, где 0 � γ <∞;

4. τ ↗ 2, u2/τN (2−τ)/τ/(2 − τ) → γ, где 0 �
γ <∞,

тогда с вероятностью сколь угодно близкой к
единице

CG � 1

N
.

Теорема 2. Пусть N → ∞. Тогда с вероят-
ностью сколь угодно близкой к единице спра-
ведливы следующие утверждения.

1. Если τ ↘ 2 и u/(τ − 2)→∞, то

CG � u2

N(τ − 2)2
.

2. Если τ = 2 и u ln(Nu)→∞, то

CG ∼ e−z

4Nm3
2

u2 ln2(uN).

3. Если τ ↗ 2 и u2/τN (2−τ)/τ/(2 − τ) → ∞,
то

CG ∼ e−zu4/τN (4−3τ)/τ

m3
2(2− τ)2

.
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4. Если 1 < C1 � τ � C2 < 2, то

CG ∼ e−z(zτ)2(τ−2)/τ

m3
τ (2− τ)2

u4/τN (4−3τ)/τ .

5. Если τ ↘ 1, u/(1−τ)→ γ, где 0 � γ <∞,
то

CG � N (4−3τ)/τu4/τ .

6. Если τ ↘ 1, u/(τ − 1)→∞, то

CG � (τ − 1)3(Nu)(4−3τ)/τ .

7. Если τ = 1, m1 <∞, то

CG ∼ e−z

z2m3
1

u4N.

8. Если τ = 1, u ln(Nu)→ γ, где 0 � γ <∞,
то

CG � u4N.

9. Если τ = 1, u ln(Nu)→∞, то

CG ∼ e−zNu

z2 ln3(Nu)
.

10. Если τ ↗ 1, u1/τN (1−τ)/τ/(1−τ)→ γ, где
0 � γ <∞, то

CG � u4/τN (4−3τ)/τ .

11. Если τ ↗ 1, u1/τN (1−τ)/τ/(1 − τ) → ∞,
то

CG ∼ e−z(1− τ)3

z2
(Nu)1/τ .

12. Если 0 < C3 � τ � C4 < 1, то

CG ∼ e−z(1− τ)3

(2− τ)2(zτ)(1+τ)/τ
(Nu)1/τ .

Доказательство. Используя формулу (1), по-
лучим, что для глобального кластерного ко-
эффициента CG условного графа справедлива
нижеуказанная формула:

CG =

( ∞∑
k=1

kq′k

)2

Nm′τ
, (4)

где

p′k = P

{
ξ = k|ξi �

(
Nu

τz

)1/τ

, i = 1, · · · , N
}
,

q′k = (k + 1)p′k+1/m
′
τ , k = 0, 1, 2, . . . ,

m′τ =

∞∑
k=1

kp′k.

Обозначим

X = X(z, τ,N) =

(
Nu

zτ

)1/τ

. (5)

Из (1), (4) и (5) находим, что для достаточ-
но большого A

CG =
(P {ξ � X})N

N

(
X∑
k=1

k(k + 1)pk+1

)2

(
X∑
k=1

kpk

)3

=
(P {ξ � X})N

N
(6)

×

(
A∑

k=1

k(k + 1)pk+1 +
X∑

k=A+1

k(k + 1) h(k+1)
(k+1)τ+1

)2

(
X∑
k=1

kpk

)3 .

Используя (1), (5), [3, гл. VIII, § 9, теорема 1, а]
и свойства медленно меняющейся функции,
получаем, что при N →∞

P {ξ � X} = 1−P {ξ > X}

= 1− (1 + o(1))

∞∫
X

y−τ−1h(y)dy

= 1− h(X)(1 + o(1))

τXτ
= 1 + o(1).

Отсюда и из (2), (5), (6) следует, что

CG =
e−z(1 + o(1))

N
(7)

×

(
A∑

k=1

k(k + 1)pk+1 +
X∑

k=A+1

k(k + 1) h(k+1)
(k+1)τ+1

)2

(
X∑
k=1

kpk

)3 .

Докажем теорему 1. Утверждение пункта 1
теоремы 1 следует из [1, теорема 1, п. 1].
Используя известные свойства медленно

меняющихся функций, из (1) находим, что при
достаточно больших l и любого ε > 0∑

k>l

h(k)

kτ
�
∑
k>l

1

kτ−ε
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∼
∞∫
l

x−τ+εdx � C5l
−τ+ε+1. (8)

Пусть выполнены условия пункта 2 теоре-
мы 1. Из (1) и (8) получаем, что

X∑
k=1

kpk =

∞∑
k=1

kpk −
∑
k>X

kpk ∼ m2. (9)

Используя определение медленно меняющейся
функции, нетрудно показать, что при доста-
точно больших A

X∑
A+1

h(k + 1)

(k + 1)τ−1
∼

X∫
A

h(x)

xτ−1
dx

= X2−τ
1∫

A/X

h(tX)

tτ−1
dt

∼ X2−τh(X)

1∫
A/X

1

tτ−1
dt

=
h(X)

τ − 2
(−X2−τ +A2−τ ). (10)

Учитывая, что
X∑

A+1

h(k + 1)

(k + 1)τ−1
> 0 (11)

и условие τ ↘ 2, нетрудно видеть, что дробь
h(X)/(τ − 2) положительна, тогда из (10) сле-
дует, что

X∑
A+1

h(k + 1)

(k + 1)τ−1
�
(
h(X)

τ − 2

)
. (12)

Из (2), (5), (7), (9), (12) условий пункта 2 на-
ходим, что

CG � 1/N.

Пусть выполнены условия пункта 3 тео-
ремы 1. Из (7) находим, что при достаточно
больших A

CG ∼ e−z

N

(
A∑

k=1

k(k + 1)pk+1

+

X∑
k=A+1

h(k + 1)

(k + 1)
−

X∑
k=A+1

h(k + 1)

(k + 1)2

)2

×
(

X∑
k=1

kpk

)−3
. (13)

Используя хорошо известную формулу:

[l]∑
k=1

1

k
= ln l + c+ ε(l), (14)

где c – постоянная Эйлера —Маскерони, ε(l) ∼
1/(2l), можно показать, что при N →∞ и до-
статочно большом A

X∑
k=A+1

h(k + 1)

(k + 1)
=

X+1∑
k=A+2

h(k)

k

=

1∑
k=(A+2)/X

h(kX)

kX
∼ h(X)

X∑
k=A+2

1

k

∼ h(X) ln(X). (15)

Из (2), (5), (8), (9), (13), (15) находим, что при
N →∞

CG � 1/N.

Пусть выполнены условия пункта 4 теоре-
мы 1. Из (10), (11) и условия τ ↗ 2 получаем,
что

X∑
k=A+1

h(k + 1)

(k + 1)τ−1
� X2−τh(X)

2− τ
. (16)

Тогда отсюда и из (2), (5), (7), (9) следует, что
при N →∞

CG � 1/N.

Значит, теорема 1 доказана.
Докажем теорему 2. Если выполнены усло-

вия пункта 1, то, учитывая, что в этом случае

X∑
A+1

h(k + 1)

(k + 1)τ−1
→∞,

из (2), (5), (7), (9), (12) получаем, что

CG �
(

u2

N(τ − 2)2

)
.

Рассмотрим случай τ = 2. Учитывая усло-
вия пункта 2 теоремы 2 и соотношение (15),
при N →∞ выполняется соотношение

X∑
A+1

h(k + 1)

(k + 1)
→∞, (17)

тогда из (2), (5), (8), (9), (13), (15) и (17) на-
ходим, что при N →∞

CG ∼ e−z

Nm3
2

h2(X) ln2(X) ∼ e−z

4Nm3
2

u2 ln2(uN).
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Если выполнены условия пункта 3, то из
(2), (5), (7)–(9) и (16) следует, что при N →∞

CG ∼ e−z

m3
2N(2− τ)2

(X2−τh(X))2

∼ e−zu4/τN (4−3τ)/τ

4m3
2(2− τ)2z2

.

Рассмотрим случай, когда 1 < C1 � τ �
C2 < 2. Из леммы 1.3.2 и утверждения 1.5.8
[4] получаем, что при N →∞

X∑
k=A+1

h(k + 1)

(k + 1)τ−1
=

X∫
A

h(x)

xτ−1
dx(1 + o(1))

= X2−τh(X)/(2− τ)(1 + o(1)). (18)

Соотношение (9) выполняется и в этом слу-
чае. Из (2), (5), (7)–(9) и (18) следует, что при
N →∞

CG ∼ e−z

m3
τN(2− τ)2

(X2−τh(X))2

=
e−z

m3
τ (2− τ)2

(zτ)2(τ−2)/τu4/τN (4−3τ)/τ .

Пусть выполнены условия пункта 5. Тогда,
используя лемму 1.3.2 и утверждение 1.5.8 [4],
получаем, что при N →∞

X∑
k=A+1

kpk =

X∑
k=A+1

h(k)

kτ
� h(X)

1− τ
. (19)

Отсюда, из (2), (5) и условия u/(1 − τ) → γ
находим, что

X∑
k=1

kpk =

A∑
k=1

kpk +

X∑
k=A+1

kpk

=

A∑
k=1

kpk +
h(X)

1− τ
�= 0.

Тогда из (2), (5), (7) и (18) следует, что при
N →∞

CG � N (4−3τ)/τu4/τ .

Пусть выполнены условия пункта 6. То-
гда нетрудно видеть, что при достаточно боль-
ших A

X∑
k=1

kpk =

A∑
k=1

kpk +

X∑
k=A+1

h(k)

kτ
. (20)

Из (2), (5), (19) следует, что

X∑
k=A+1

h(k)

kτ
→∞.

Тогда из (2), (5), (7), (18)–(20) находим, что
при N →∞

CG � (τ − 1)3

Nh3(X)

(
X2−τh(X)

2− τ
− h(X)

τ − 1

)2

=
(τ − 1)3

Nh(X)

(
X2−τ

2− τ
− 1

τ − 1

)2

∼ (τ − 1)3

Nu

(
(Nu)(2−τ)/τ

z
− 1

τ − 1

)2

. (21)

Согласно определению медленно меняющейся
функции, несложно видеть, что при N →∞

X∑
k=A

h(k)

kτ
=

∑
A/X�t�1

h(tX)

(tX)τ

∼ h(X)

X∑
k=A

1

kτ
< h(X)

X∑
k=A

1

k
.

Тогда из (14) получаем, что

X∑
k=A

h(k)

kτ
< C6h(X) lnX.

Отсюда и из (2), (19) следует, что

1

τ − 1
< C7 ln(uN).

Учитывая последнее соотношение и (21), по-
лучаем, что

CG � (τ − 1)3(Nu)(4−3τ)/τ .

Пусть τ = 1 и m1 < ∞. Тогда из (2), (5),
(7) находим, что при N →∞

CG ∼ e−z

Nm3
1

h2(X)X2 =
e−z

z2m3
1

u4N.

Пусть выполнены условия пункта 8. Тогда
из (1) и (15) получаем, что при достаточно
большом A

X∑
1

kpk ∼
A∑
1

kpk +

X∑
A+1

h(k)

k

∼
A∑
1

kpk + h(X) lnX. (22)
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Отсюда, из (2), (5), (7) и условия пункта 8 на-
ходим, что при N →∞

CG � 1

N
h2(X)X2 � u4N.

Если выполнены условия пункта 9, то из
(1), (2), (5), (7), (14) и (22) нетрудно получить,
что при достаточно большом A и N →∞

CG ∼ e−z

N
h−3(X) ln−3(X) (h(X)X

−h(X) ln(X))2

=
e−zX2

Nh(X) ln3(X)
=

e−zNu

z2 ln3(Nu)
.

Пусть 0 < C3 � τ < C4 < 1. Согласно
утверждению 1.5.8 и лемме 1.3.2 [4] для до-
статочно больших A и N → ∞ справедливы
соотношения (18) и

X∑
A+1

h(k)

kτ
= h(X)

X1−τ

1− τ
(1 + o(1)). (23)

Отсюда и из (2), (5), (7), (18) находим, что при
N →∞

CG ∼ e−z(1− τ)3

Nh3(X)X3(1−τ)

(
h(X)X2−τ

2− τ

−h(X)X1−τ

1− τ

)2

∼ e−z(1− τ)3

N

X1+τ

(2− τ)2h(X)

=
e−z(1− τ)3

(2− τ)2(zτ)(1+τ)/τ
(Nu)1/τ .

Если выполнены условия пункта 10, то со-
отношение (23) справедливо. Тогда из (2), (5),
(7), (18), (23) и условий пункта 10 находим,
что при N →∞

CG � 1

N

(
h(X)X2−τ

2− τ

)2

∼ u4/τN (4−3τ)/τ .

Пусть выполнены условия пункта 11. Ра-
венство (23) выполняется и в этом случае.
Кроме того, используя свойства медленно ме-
няющихся функций и переходя от суммирова-
ния к интегрированию, несложно видеть, что
для ε > 0

X∑
A+1

h(k)

kτ
<

X∑
A+1

1

kτ−ε
=

X∫
A

1

xτ−ε
dx(1 + o(1))

=
X1−τ+ε

1− τ + ε
(1 + o(1)). (24)

Кроме того, можно заметить, что при выпол-
нении условий пункта 11 из (23) и (24) следует,
что для любого ε > 0

1− τ > h(X)X−ε.

Из (24) получаем, что

h(X)X2−τ

(2− τ)
X∑
A

h(k)/kτ

> C9
h(X)X2−τ

(2− τ)X−τ+1+ε
= C9

h(X)X1−ε

2− τ
→∞.

Отсюда и из (2), (5), (7), (18), (23) следует, что
при N →∞

CG∼ e−z

N

X4−2τh2(X)

(2− τ)2

⎛⎜⎜⎜⎝1−
(2−τ)

X∑
A

h(k)/kτ

h(X)X2−τ

⎞⎟⎟⎟⎠
2

×
(
X1−τh(X)

1− τ

)3

∼ e−z(1− τ)3X1+τ

Nh(X)
∼ e−z(1− τ)3(Nu)1/τ

z2
.

Теперь теорема 2 доказана полностью.
Несложно заметить, что из утверждений

теорем 1 и 2, их доказательств и (3) вытекает
следствие.

Следствие. Справедливы следующие утвер-
ждения.

1. Если выполнено одно из условий:

• τ � 2;

• τ → 2;

• 1 < C1 � τ � C2 < 2,
u4/τN (4−3τ)/τ → 0,

то CG → 0;

2. Если выполнено одно из условий:

• 0 < τ � 1;

• τ → 1;

• 1 < C1 � τ � C2 < 2,
u4/τN (4−3τ)/τ →∞,

то CG →∞
3. Если 1 < C1 � τ � C2 < 2,

u4/τN (4−3τ)/τ → const > 0, то CG стре-
мится к некоторой положительной кон-
станте.
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Такое поведение глобального кластерного
коэффициента можно объяснить тем, что при
малых значениях параметра τ в графе об-
разуется много ребер, а значит, много тре-
угольников. Поскольку u зависит от функции
h(x), N, τ , поведение кластерного коэффици-
ента CG также зависит от этих параметров.
Такая особенность кластерного коэффициен-
та конфигурационного графа отмечалась еще
в работе [7], где в качестве медленно меняю-
щейся функции h(x) рассматривался норми-
рующий множитель 1/ζ(τ).
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