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Представлена и исследована теоретико-игровая математическая модель управ-
ления заданиями в вычислительной системе с линейными экстерналиями. Каж-
дый игрок стремится максимизировать свою производительность в присут-
ствии положительных экстерналий. Предложенная модель описывает управ-
ление заданиями в системе добровольных вычислений типа Desktop Grid, а
экстерналии выражают обмен информацией в процессе решения научной зада-
чи. Системы Desktop Grid задействуют вычислительные мощности неспециа-
лизированных компьютеров, объединенных сетью передачи данных и выпол-
няющих вычисления в то время, когда они не заняты другой работой. В таких
системах вычислительноемкая научная задача зачастую делится на несколь-
ко взаимосвязанных подзадач, выполняемых параллельно. Промежуточные ре-
зультаты решения одной подзадачи способны помогать в решении остальных
подзадач, оптимизируя или сокращая вычисления. В данной работе доказано,
что игра является потенциальной в случаях однородных процессоров или зада-
ний и одинаковых экстерналий, инвариантных или симметричных экстерналий.
При этом в случаях с однородными процессорами или заданиями и одинако-
выми экстерналиями или инвариантными экстерналиями равновесие по Нэшу
единственно и глобально оптимально, в то время как случай с симметричными
экстерналиями допускает множество равновесий по Нэшу в чистых стратеги-
ях. Приводятся результаты вычислительных экспериментов по моделированию
управления заданиями предложенным методом в сравнении с рядом популяр-
ных алгоритмов. Представленные результаты расширяют область применения
классических моделей, доказывая существование равновесия и сходимость к
нему как в задачах минимизации задержки, так и в задачах максимизации
производительности. Найденный вид функции потенциала позволяет исполь-
зовать методы глобальной оптимизации для поиска равновесий.
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This paper investigates a game-theoretic mathematical model of task scheduling
in a computational system with linear externalities. Each player aims to maximize
their performance in the presence of positive externalities. The proposed model
describes task scheduling in a volunteer computing system of Desktop Grid type,
while the externalities express the information exchange in the process of solving a
scientific problem. Desktop Grid systems employ computational capacities of non-
dedicated computers that are united by a data transmission network and perform
computations in their idle time. In such systems, a computationally intensive
scientific problem is often divided into several interconnected subproblems to be
performed in parallel. The intermediate results of solving one subproblem can aid
in solving other subproblems by optimizing or reducing the computations. Proof is
provided that the game is a potential game in cases of homogeneous processors or
tasks and equal externalities, invariant or symmetric externalities. In the cases with
homogeneous processors or tasks and equal externalities or invariant externalities,
the Nash equilibrium is unique and globally optimal, while the case with symmetric
externalities allows multiple Nash equilibriums in pure strategies. We present the
results of computational experiments modeling task scheduling using the proposed
method in comparison with a number of popular algorithms. The provided results
expand the applicability of classical models, proving the existence of an equilibrium
and convergence to it in both delay minimization and performance maximization
problems. The potential function form found here facilitates the use of global
optimization methods to search for equilibriums.
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Введение

В современной теории расписаний и мате-
матической теории игр особое место занима-
ют игры распределения ресурсов. В играх та-
кого типа эгоистичные участники претендуют
на ограниченные ресурсы, и стратегия каж-
дого игрока определяется не только его дей-
ствиями, но и действиями конкурентов. Мате-
матические модели игр распределения ресур-
сов применяются в различных прикладных об-
ластях: например, для управления трафиком
в сетях передачи данных, распределения на-
грузки в облачных сервисах, оптимизации ло-
гистических цепочек и т. д.
В частности, рассматриваются игры по-

крытия машин [13, 18], в которых эгоистичные
участники стремятся оптимизировать исполь-
зование ресурсов, распределяя свои задачи по
машинам (процессорам) таким образом, что-

бы максимизировать минимальную задержку.
При этом в классической модели функция вы-
игрыша или затрат игрока зависит исключи-
тельно от состояния выбранного им ресурса, а
не от действий игроков на других машинах.
В дополнение к классической модели рас-

сматриваются также модели с экстерналия-
ми – эффектами, выражающими влияние те-
кущей загрузки каждого процессора на произ-
водительность каждого из остальных процес-
соров. В игре покрытия машин такое влияние
обусловлено необходимостью координирован-
ного управления совокупностью вычислитель-
ных заданий с сопутствующим обменом дан-
ными между процессорами.
В общем случае в играх распределения ре-

сурсов отрицательные экстерналии позволяют
моделировать эффект конкуренции [1, 4, 8],
а положительные – эффекты взаимовыгодно-
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сти, такие как, например, обмен информацией
между агентами, разделение затрат и др. [4].
В литературе целый ряд математических

моделей берут начало из KP-модели [6] с па-
раллельными каналами различной емкости. В
работе [1] рассмотрена задача максимизации
минимальной задержки по процессорам в при-
сутствии линейных экстерналий. Доказано су-
ществование равновесия по Нэшу и показано,
что в общем случае цена анархии конечна. При
этом в общем случае равновесие по Нэшу мо-
жет отсутствовать, а алгоритм лучших отве-
тов – зацикливаться.
Рассматривались также задачи с экстерна-

лиями в сетевой постановке [2, 4, 7]. В таких
моделях взаимное влияние игроков друг на
друга определяется топологией сети.
В данной работе исследована математиче-

ская модель управления заданиями с линей-
ными экстерналиями. В отличие от работы [1],
каждый игрок стремится максимизировать
свою производительность в присутствии экс-
терналий, оказывающих положительный эф-
фект. Модель описывает управление задания-
ми в системе добровольных вычислений. Экс-
терналии выражают обмен информацией в
процессе решения научной задачи, и игроки,
действуя эгоистично, в равновесии поступают
оптимальным образом, чтобы решить общую
задачу. Доказано, что при соблюдении ряда
условий игра является потенциальной и, та-
ким образом, в ней существует равновесие по
Нэшу в чистых стратегиях, которого игроки
достигают при помощи алгоритма лучших или
наилучших ответов.
Предложенная модель описывает вычисли-

тельные системы, в которых большая задача
разбита на несколько взаимосвязанных подза-
дач, что характерно для научного поиска. По-
лучаемые в динамике результаты одной подза-
дачи косвенно помогают в решении остальных,
например, сужая пространство поиска.
При этом рассматриваются системы добро-

вольных вычислений, участники которых – не
зависящие друг от друга агенты, стремящиеся
максимизировать свой собственный выигрыш,
отдавая свои мощности на решение той или
иной задачи. Благодаря структуре математи-
ческой модели агенты делят между собой про-
странство поиска в одном и том же блоке, а
от остальных блоков тем временем поступает
полезная информация, что увеличивает про-
изводительность системы. Таким образом, ин-
тенсивность поиска в соседних блоках имеет
значение и позволяет игрокам оптимизировать
собственные вычисления.

Управление заданиями в системах
добровольных вычислений

Научные задачи тесно связаны с генераци-
ей и анализом больших объемов данных, что
требует специальных алгоритмов управления
заданиями в современных гетерогенных вы-
числительных системах [12, 15]. Активно ис-
пользуются Desktop Grid – распределенные
системы неспециализированных компьютеров,
объединенных сетью передачи данных и вы-
полняющих вычисления в то время, когда они
не заняты другой работой. В Desktop Grid вла-
дельцы компьютеров добровольно предостав-
ляют свои вычислительные мощности для ре-
шения той или иной научной задачи. На се-
годняшний день существует множество про-
ектов добровольных вычислений в различных
областях науки; среди примеров можно отме-
тить Einstein@home [3] (астрофизика), World
Community Grid [17] (биология и медицина),
PrimeGrid [11] (математика) и другие.
Системы типа Desktop Grid наиболее хо-

рошо подходят для решения задач, требую-
щих значительных вычислительных мощно-
стей и при этом поддающихся разделению на
большое число независимых рабочих заданий,
каждое из которых можно за сравнительно
небольшое время выполнить на обычном ком-
пьютере (задачи типа Bag-of-Tasks). Подобные
задачи часто возникают в научных исследова-
ниях: например, проверка свойств математи-
ческих объектов в комбинаторике [14] и крип-
тографии [19], проведение экспериментов in
silico по большим базам данных [10, 16] и т. д.
Несмотря на то что в отдельных ситуаци-

ях в системах добровольных вычислений мо-
жет возникать конкуренция за ресурсы серве-
ра [5], в общем случае приход нового участ-
ника увеличивает производительность систе-
мы для всех: если участников станет больше,
то научная задача будет решена быстрее.
При этом вычислительная научная зада-

ча зачастую логически подразделяется на
несколько подзадач, которые могут выпол-
няться параллельно друг с другом. Промежу-
точные результаты решения одной подзадачи
способны помогать в решении остальных под-
задач, оптимизируя или сокращая вычисле-
ния. Это отражает специфику научного поис-
ка. Поясним эту идею на примере виртуаль-
ного скрининга лекарств. Виртуальный скри-
нинг – это перебор миллионов малых молекул
in silico и выбор среди них кандидатов в лекар-
ства, удовлетворяющих определенным услови-
ям. Пусть библиотека молекул, среди кото-
рых ищутся кандидаты в лекарства, разделена
на несколько кластеров и в каждом кластере
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одновременно проводится виртуальный скри-
нинг. Если в некотором кластере обнаруже-
ны бесперспективные (например, ввиду ток-
сичности) молекулы, содержащие определен-
ный структурный фрагмент, то аналогичные
молекулы можно исключить из обработки и в
других кластерах. Таким образом, обмен про-
межуточными данными и статистикой поиска
способен ускорить работу всей системы в це-
лом. При этом обнаружение конкретного це-
левого результата носит случайный характер
и может быть редким событием.
На рис. 1 показана общая схема вычисли-

тельного процесса в Desktop Grid: научная за-
дача делится на подзадачи, а подзадачи – на
рабочие задания, каждое из которых может
выполняться на любом вычислительном узле
независимо от других рабочих заданий.

Рис. 1. Вычислительный процесс в Desktop Grid
Fig. 1. Computational process in a Desktop Grid

Далее рассмотрим математическую модель
управления заданиями в Desktop Grid. Дока-
жем, что в случаях однородных процессоров
или заданий и одинаковых экстерналий, инва-
риантных или симметричных экстерналий иг-
ра является потенциальной и имеет равнове-
сие по Нэшу в чистых стратегиях.

Математическая модель

Рассмотрим вычислительную систему S =
S(N , p, e) со множеством заданий N , вероят-
ностями получения полезных результатов p и
множеством экстерналий e. Множество зада-
ний N разбито на n кластеров (для краткости
будем далее называть их блоками) N1, . . . , Nn.
Обозначим как N = {1, 2, . . . , n} множество

индексов блоков заданий; Ni∩Nk = ∅ ∀i �= k,

i, k ∈ N ,
n⋃

i=1
Ni = N .

Для каждого блока Ni задана вероятность
получения полезных результатов в данном
блоке pi, 0 < pi � 1. В контексте виртуаль-
ного скрининга качество результата может вы-
ражаться, например, предсказанной энерги-
ей Гиббса связывания молекулы с мишенью
(ккал/моль). Чем ниже отрицательное значе-
ние энергии, тем сильнее молекула теорети-
чески взаимодействует с мишенью. Тогда по-
лезным результатом может считаться хит –
молекула с предсказанной энергией связыва-
ния ниже заданного порога. Вероятность по-
лучения полезных результатов pi будет вы-
ше в блоках, содержащих молекулы неболь-
шого размера, простой формы или схожих с
известными лигандами для того же класса ми-
шеней. Поскольку процесс виртуального скри-
нинга носит стохастический характер, а моле-
кулы внутри одного блока схожи между собой,
можно оценить значение pi, проверив неболь-
шую выборку молекул из блока Ni.
Коэффициент eik, где i, k ∈ N, i �= k, выра-

жает вклад загрузки блока заданий Nk в про-
изводительность вычислений в блоке Ni.
Задания выполняются процессорами из

множества U = U(M,w), которые имеют ско-
рости w1, w2, . . . , wm (количество выполняе-
мых заданий в единицу времени), гдеm = |M |.
Обозначим как W =

m∑
j=1

wj суммарную ско-

рость всех процессоров. Каждый процессор из
множества M выбирает блок, в котором будет
выполнять задания.
В данной модели процессоры можно счи-

тать игроками. Стратегия игрока j – это вы-
бор блока заданий lj . Тогда профиль страте-
гий представим в виде вектора L = (l1, . . . , lm).
Обозначим суммарную мощность всех про-
цессоров, выбравших блок заданий i, как
δi(L) =

∑
j∈M :
lj=i

wj . Производительность вычисле-

ний в блоке заданий i имеет вид

λi(L) = δi(L)pi +
∑
k �=i

eikδk(L). (1)

Выражение (1) представляет собой произво-
дительность любого из игроков, выбравших
блок заданий Ni, поскольку получаемые об-
щими усилиями полезные результаты имеют
одинаковую ценность для всех игроков.
Таким образом, имеется некооперативная

игра Γ = 〈S(N , p, e), U(M,w), λ〉. Профиль
стратегий является равновесием по Нэшу, ес-
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ли в нем ни одному игроку не выгодно в од-
ностороннем порядке отклониться от выбран-
ной стратегии. Формально профиль стратегий
L – равновесие по Нэшу тогда и только тогда,
когда для любого игрока j ∈ M выполняется
неравенство λlj (L) � λi(Lj:lj→i) для всех бло-
ков заданий i ∈ N .
Будем полагать, что выполнены условия,

вытекающие из физического смысла поведе-
ния вычислительной системы [1]:

eik > pi ∀i �= k, i, k ∈ N (2)

eki > pi ∀i �= k, i, k ∈ N (3)∑
l �=i

eil �
∑
l �=k

ekl ∀i �= k : pi � pk, i, k ∈ N. (4)

Условия (2) и (3) означают, что блоки за-
даний сильно взаимосвязаны и значимость их
взаимодействия превышает вероятность по-
лучения полезного результата внутри одного
блока изолированно. Условие (4) означает, что
влияние результатов других блоков на более
продуктивный блок оказывается выше, чем на
менее продуктивный блок.
Известно, что в игре с конечным числом

стратегий наличие потенциальной функции
гарантирует существование равновесия по Нэ-
шу в чистых стратегиях [9]. По определению
потенциальной игры, если один игрок меня-
ет стратегию и увеличивает свой выигрыш
(«лучший ответ»), то значение потенциальной
функции тоже строго увеличивается. В точ-
ке максимума потенциала ни один игрок не
может увеличить значение функции, изменив
свою стратегию, а значит, не может увеличить
и свой собственный выигрыш. Это и есть опре-
деление равновесия по Нэшу. При этом в точ-
ных потенциальных играх изменение значения
потенциала в точности совпадает с изменени-
ем выигрыша отклонившегося игрока, во взве-
шенных – совпадает с точностью до множите-
ля – веса игрока. Каждая точка локального
максимума потенциальной функции является
равновесием по Нэшу в чистых стратегиях.
Рассмотрим варианты игры Γ, в которых

всегда существует равновесие по Нэшу.

Игра с однородными процессорами
и одинаковыми экстерналиями
Рассмотрим игру Γ=〈S(N , p, e), U(M,w), λ〉.

Пусть w1 = w2 = . . . = wm = w и eik = e для
всех i и k. Обозначим число игроков, выбрав-
ших блок i, как mi. Тогда производительность
в блоке i примет вид

λi(L) = w (mi (pi − e) + em) .

Теорема 1. Игра Γ с однородными процессо-
рами и одинаковыми экстерналиями имеет
точный потенциал

P (L) =

n∑
i=1

mi∑
k=1

wk (pi − e)

=
w

2

n∑
i=1

(pi − e)(m2
i +mi). (5)

Доказательство. Предположим, что некото-
рый процессор j ∈ M переходит с блока s в
блок t и профиль стратегий меняется с L на
L′. Изменение затрат процессора j составит

ΔCj = w(mt + 1) (pt − e)− wms (ps − e) .

Вычислим изменение значения потенциала.

ΔP =

mt+1∑
k=1

wk (pt − e) +

ms−1∑
k=1

wk (ps − e)

−
mt∑
k=1

wk (pt − e)−
ms∑
k=1

wk (ps − e)

= w(mt + 1) (pt − e)− wms (ps − e) ,

что совпадает с выражением для ΔCj . Следо-
вательно, игра является потенциальной.

Следствие 1. Непрерывное расширение
функции P (L) (5) на область R

n
+ является

строго вогнутой функцией, т. к. квадратич-
ная форма отрицательно определена в силу
условия (2). Поэтому игра имеет единствен-
ное равновесие по Нэшу (с точностью до дис-
кретности переменных mi), которое соот-
ветствует глобальному максимуму функции
P (L) в точке m∗ с координатами

m∗i =
m+ n/2

(pi − e)
n∑

k=1

1
pk−e

.

Игра с однородными блоками заданий
и одинаковыми экстерналиями
Рассмотрим игру Γ=〈S(N , p, e), U(M,w), λ〉.

Пусть p1 = p2 = . . . = pn = p и eik = e для
всех i и k.

Теорема 2. Игра Γ с однородными блоками
заданий и одинаковыми экстерналиями име-
ет взвешенный потенциал

P (L) =
1

2
(p− e)

n∑
i=1

δ2i (L). (6)
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Доказательство. Предположим, что некото-
рый процессор j ∈M переходит с блока зада-
ний s на блок заданий t и профиль стратегий
меняется с L на L′. Изменение производитель-
ности процессора j составит

ΔCj = −eδt(L′) + δt(L
′)p+ eδs(L)− δs(L)p

= −e(δt(L) + wj) + (δt(L) + wj)p+ eδs(L)

− δs(L)p = (p− e) δt(L)− (p− e) δs(L)

+ (p− e)wj = (p− e) (δt(L)− δs(L) + wj).

Вычислим изменение значения потенциа-
ла. Для этого заметим, что все слагаемые (6)
для i �= s, t остаются неизменными, меняются
лишь значения слагаемых для i = s и i = t.

ΔP =
1

2
(p− e)(δ2t (L

′)− δ2t (L) + δ2s(L
′)

− δ2s(L)) =
1

2
(p− e)((δt(L) + wj)

2 − δ2t (L)

+ (δs(L)− wj)
2 − δ2s(L)) =

1

2
(p− e)

× (2δt(L)wj + w2
j − 2δs(L)wj + w2

j )

= wj (p− e) (δt(L)− δs(L) + wj),

что с точностью до множителя совпадает с вы-
ражением для ΔCj . Следовательно, игра яв-
ляется потенциальной.

Следствие 2. Непрерывное расширение
функции P (L) (6) на область R

n
+ является

строго вогнутой функцией как сумма квадра-
тов с отрицательным множителем. Поэто-
му игра имеет единственное равновесие по
Нэшу (с точностью до дискретности пере-
менных δi), которое соответствует глобаль-
ному максимуму функции P (L) в точке δ∗ с
координатами

δ∗1 = δ∗2 = . . . = δ∗n =
W

n
.

Игра с инвариантными экстерналиями
Рассмотрим игру Γ=〈S(N , p, e), U(M,w), λ〉.

Пусть экстерналии инвариантны: для любого
i ∈ N влияние загрузки в блоке заданий Ni на
производительность во всех остальных блоках
одинаково, то есть eik = ejk = ek ∀i, j, k ∈ N ,
k �= i, k �= j.

Теорема 3. Игра Γ с инвариантными экстер-
налиями имеет взвешенный потенциал

P (L) =

n∑
i=1

(
pi − ei

2
δ2i (L)

+
pi + ei

2

∑
k:lk=i

w2
k

)
. (7)

Доказательство. Предположим, что некото-
рый процессор j ∈ M переходит с блока s в
блок t и профиль стратегий меняется с L на
L′. Изменение затрат процессора j составит

ΔCj = δs(L)(es−ps)+δt(L)(pt−et)+wj(pt−es).

Вычислим изменение значения потенциала.

ΔP =
ps − es

2
(δ2s(L)− 2δs(L)wj + w2

j )

+
pt − et

2
(δ2t (L) + 2δt(L)wj + w2

j )

+
ps − es

2

∑
k:lk(L)=s,

k �=j

w2
j +

pt − et
2

∑
k:lk(L)=t,

k �=j

w2
j

= (es − ps)δs(L)wj +
ps − es

2
w2
j −

ps + es
2

w2
j

+ (pt − et)δt(L)wj +
pt − et

2
w2
j +

pt + et
2

w2
j

= wj(δs(L)(es−ps)+δt(L)(pt−et)+wj(pt−es)),
что совпадает с выражением для ΔCj . Следо-
вательно, игра является потенциальной.

Следствие 3. Непрерывное расширение
функции P (L) (7) на область R

n
+ является

строго вогнутой функцией по переменным
δi, т. к. квадратичная форма отрицатель-
но определена в силу условия (2). Поэтому
игра имеет единственное равновесие по Нэ-
шу (с точностью до дискретности перемен-
ных δi), которое соответствует глобальному
максимуму функции P (L) в точке δ∗ с коор-
динатами

δ∗i =
W

(pi − ei)
n∑

k=1

1
pk−ek

.

Игра с симметричными экстерналиями
Рассмотрим игру Γ=〈S(N , p, e), U(M,w), λ〉.

Пусть экстерналии симметричны: eik = eki
∀i, k ∈ N , k �= i.

Теорема 4. Игра Γ с симметричными экс-
терналиями имеет взвешенный потенциал

P (L) =

n∑
i=1

pi
2

⎛⎝δ2i (L) +
∑
j:lj=i

w2
j

⎞⎠
+
∑
i<k

eikδi(L)δk(L). (8)
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Доказательство. Предположим, что некото-
рый процессор j ∈ M переходит с блока s в
блок t и профиль стратегий меняется с L на
L′. Изменение затрат процессора j составит

ΔCj = δs(L)(ets − ps) + δt(L)(pt − est)

+ wj(pt − ets) +
∑
k �=s,t

δk(L)(etk − esk).

Вычислим изменение значения потенциала.

ΔP =
ps
2
(δs(L)− wj)

2 +
ps
2

∑
j:lj(L′)=s

w2
j

+
pt
2
(δt(L) + wj)

2 +
pt
2

∑
j:lj(L′)=t

w2
j

+
∑
i<k

eikδi(L
′)δk(L′)− ps

2
δ2s(L)−

pt
2
δ2t (L)

− ps
2

∑
j:lj(L)=s

w2
j −

pt
2

∑
j:lj(L)=t

w2
j

−
∑
i<k

eikδi(L)δk(L) = wj (δs(L)(ets − ps)

+ δt(L)(pt − est) + wj(pt − ets)

+
∑
k �=s,t

δk(L)(etk − esk)

⎞⎠ ,

что с точностью до множителя совпадает с вы-
ражением для ΔCj . Следовательно, игра яв-
ляется потенциальной.

Следствие 4. В игре с симметричными экс-
терналиями может существовать несколь-
ко различных равновесий по Нэшу, в каждом
из которых производительности во всех за-
действованных блоках заданий равны (с точ-
ностью до дискретности переменных):

λ∗1 = λ∗2 = . . . = λ∗n.

Доказательство. Запишем непрерывное рас-
ширение функции P (L) (8) на область R

n
+ в

матричной форме:

P (L) ≈ 1

2
δTAδ,

где элементы матрицы A: Aik = eik, Aii = pi.
Поскольку eik > pi, собственные числа мат-
рицы могут принимать как отрицательные,
так и положительные значения, и может су-
ществовать несколько локальных экстремумов
потенциала. Найдем точки экстремума, запи-

сав условия Лагранжа:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

p1δ1 + e12δ2 + . . .+ e1nδn = η

e21δ1 + p2δ2 + . . .+ e2nδn = η

. . .

en1δ1 + en2δ2 + . . .+ pnδn = η
n∑

i=1
δi = W

Заметим, что в левой части каждого из первых
n уравнений стоит формула производительно-
сти вычислений в блоке i, λi (1). Видно, что в
точке экстремума потенциала производитель-
ности во всех задействованных блоках равны
между собой: λ1 = λ2 = . . . = λn = η.

Из теорем 1–4 следует, что алгоритм луч-
ших ответов А1 сходится к равновесию по Нэ-
шу для любого из перечисленных вариантов
игры управления заданиями Γ, причем в пер-
вых трех вариантах – к единственному равно-
весию, а в четвертом – к одному из равнове-
сий, если их несколько. В записи алгоритма
используем следующие структуры данных:

• массив L = (l1, . . . , lm) хранит номе-
ра блоков, выбранных игроками 1, . . . ,m.
Назовем его расписанием;

• random_schedule(Γ) – это любое выбран-
ное случайным образом расписание в иг-
ре Γ;

• Lj:s→t – это расписание, полученное из
расписания L переходом игрока j с бло-
ка s на блок t. Стратегии других игроков
при этом не меняются.

Алгоритм управления заданиями
Алгоритм управления заданиями А1 начи-

нает работу с расписания L, выбранного слу-
чайным образом. Далее в цикле по всем игро-
кам j ∈M проверяется существование лучше-
го ответа (то есть строго выгодного перехода
s → t) для текущего игрока, и если такой от-
вет найден, то игрок совершает его. Цикл луч-
ших ответов продолжается до тех пор, пока в
установившемся расписании ни один игрок не
сможет никуда перейти с выгодой для себя.
Алгоритм А1.
1: L← random_schedule(Γ)
2: moveFound← false
3: loop
4: for j ∈M do
5: s← L[j]
6: for t ∈ N, t �= s do
7: if Cj(Lj:s→t) > Cj(L) then
8: L← Lj:s→t
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9: moveFound← true
10: break
11: end if
12: end for
13: if moveFound then
14: break
15: end if
16: end for
17: if !moveFound then
18: break
19: end if
20: end loop
21: return L

Вычислительные эксперименты

Пример 1. Рассмотрим игру Γ с инвариант-
ными экстерналиями и разнородными игро-
ками. Пусть n = 10, m = 1000, e1 = 0.3,
e2 = 0.32, e3 = 0.33, e4 = e5 = e6 = e7 = 0.35,
e8 = 0.4, e9 = 0.42, e10 = 0.45; p1 = 0.01,
p2 = 0.025, p3 = 0.05, p4 = 0.075, p5 = 0.1,
p6 = 0.125, p7 = 0.15, p8 = 0.175, p9 = 0.2,
p10 = 0.225. Веса игроков сгенерированы слу-
чайным образом в диапазоне от 1 до 100.
На рис. 2 приведена динамика сходимости

алгоритма А1 к равновесию по Нэшу в игре Γ.

Рис. 2. Динамика сходимости алгоритма А1 к рав-
новесию по Нэшу в игре с инвариантными экстер-
налиями (n = 10, m = 1000)
Fig. 2. Dynamics of convergence to the Nash
equilibrium in a game with invariant externalities
(n = 10, m = 1000)

В полученном равновесии по Нэшу

δ = (4317, 4244, 4471, 4561, 5008,

6261, 5565, 5567, 5695, 5567),

что, с учетом дискретности переменных, сов-
падает с округленным аналитическим решени-
ем из следствия 3

δ∗ = (4318.8, 4245.6, 4473.0, 4554.4, 5009.8,

6262.2, 5566.4, 5566.4, 5692.9, 5566.4).

Заметим, что в играх с неоднородными бло-
ками заданий и различными экстерналиями в
равновесии по Нэшу, в зависимости от значе-
ний параметров модели, производительность
вычислений в некотором блоке t может ока-
заться нулевой, так как ни одному игроку не
выгодно выбрать этот блок. Таких блоков мо-
жет быть и несколько (но не более n). Это
обусловлено спецификой модели (1)–(4): при
определенном соотношении параметров всем
игрокам будет выгоднее работать в блоке за-
даний с высоким pi, чем распределиться по
разным блокам заданий и помогать друг дру-
гу через обмен информацией. В итоге зада-
ния блока t не будет выполнять никто. Чтобы
подобной ситуации не возникало, можно дей-
ствовать разными способами, например:

1) Выполнить фиксированное количество
заданий из блоков, выбранных игрока-
ми, а затем запретить выбор этих блоков,
оставив лишь не выбранные ранее бло-
ки. Тогда результаты из всех блоков бу-
дут поступать последовательно, множе-
ство доступных блоков заданий будет ме-
няться на каждом этапе, а в остальном
игра останется неизменной.

2) Направить в каждый блок вычисли-
тельные мощности фиксированного объ-
ема (например, собственные компьютеры
администраторов проекта добровольных
вычислений) и запретить им переходить
в другие блоки. Тогда поток результатов
из всех блоков будет обеспечен базовыми
мощностями δ0i > 0, суммарные мощно-
сти δi в формуле (1) будут вычисляться
с учетом базовых мощностей, а в осталь-
ном игра останется неизменной.

3) Изменить параметры математической
модели, увеличив вознаграждения участ-
ников за работу в непопулярных блоках
или снизив их за работу в популярных
блоках (увеличить pt или уменьшить pi).
Значения параметров подобрать так, что-
бы равновесное расписание заданий стало
более сбалансированным.

Пример 2. Рассмотрим игру Γ с одинаковы-
ми экстерналиями и однородными игроками.
Пусть n = 10, e = 0.23, w = 5, а частоты полу-
чения полезных результатов pi такие же, как
в примере 1. На рис. 3 приведена зависимость
числа блоков с δi(L) > 0 в равновесии от числа
игроков в игре Γ. Здесь начальное расписание
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выбрано случайным образом и зафиксирова-
но на протяжении всей серии экспериментов.
Большинство игроков в равновесии выбирают
блок 10 с минимальной разницей |pi − e|. Гра-
фик показывает, что при малых m есть никем
не выбранные блоки заданий, но при m > 61
выбраны все блоки заданий.

Рис. 3. Число блоков с δi > 0 в равновесии в игре
с одинаковыми экстерналиями и однородными иг-
роками в зависимости от числа игроков m
Fig. 3. The number of the blocks with δi > 0 in the
equilibrium in the game with equal externalities and
homogeneous players, depending on the number of
players m

Пример 3. Рассмотрим игру Γ с симметрич-
ными экстерналиями, разнородными игрока-
ми и блоками заданий. Пусть n = 3, m = 20,
p1 = 0.01, p2 = 0.02, p3 = 0.2, e12 = e21 = 0.5,
e13 = e31 = 0.25, e23 = e32 = 0.25. Веса игро-
ков сгенерированы случайным образом в диа-
пазоне от 1 до 500.

В общем случае равновесие по Нэшу мо-
жет быть неоптимальным с точки зрения си-
стемы в целом, поскольку игроки преследу-
ют эгоистические цели и действуют незави-
симо друг от друга. В зависимости от це-
лей вычислительного проекта (скорейшее по-
лучение всех результатов, скорейшее получе-
ние первых полезных результатов и т. д.) опти-
мальным может оказаться централизованное
назначение заданий игрокам. Рассмотрим две
меры эффективности системы и оценим эф-
фективность равновесий по Нэшу.
Пусть E1(L) =

∑n
i=1 λi(L) – полнота охва-

та подзадач, которые кто-либо выполняет;
E2(L) =

∑n
i=1 δi(L)λi(L) – суммарная про-

изводительность всех вычислительных узлов.

Введем меры эффективности

E∗1(L) =
E1(L)

max
L

E1(L)
, E∗2(L) =

E2(L)

max
L

E2(L)
.

Сравним поведение системы при различ-
ных алгоритмах управления заданиями:

• LNE – расписание в равновесии по Нэшу,
найденное при помощи алгоритма А1.

• L1 – расписание, найденное последова-
тельным «жадным» назначением процес-
соров на блоки заданий: каждый игрок
выбирает для себя лучший вариант, ис-
ходя из текущего состояния системы.

• L2 – расписание, найденное последова-
тельной «жадной» максимизацией мини-
мума: каждый игрок назначается в тот
блок, где текущая производительность
минимальна.

• L3 – расписание, найденное алгоритмом
Round Robin с учетом частот получения
полезных результатов и экстерналий.

• L4 – расписание, найденное случайным
назначением процессоров на блоки.

Максимально возможная эффективность
системы найдена полным перебором профилей
стратегий и составляет max

L
E1(L) = 3 956.76,

max
L

E2(L) = 6 803 728. В таблице приведена
эффективность системы, описанной в приме-
ре 3, усредненная по 1000 экспериментов.

Эффективность вычислительной системы при раз-
личных алгоритмах управления заданиями (при-
мер 3)
Efficiency of the computational system with different
task scheduling algorithms (example 3)

LNE L1 L2 L3 L4

E∗
1 0.884 0.971 0.972 0.973 0.965

E∗
2 0.995 0.971 0.390 0.974 0.924

При этом в равновесиях по Нэшу ни один
игрок не выбирает третий блок. Таким обра-
зом, эгоистичное поведение игроков приводит
к неоптимальной полноте охвата блоков зада-
ний, но обеспечивает максимальную суммар-
ную производительность (это следует из ви-
да функции потенциала). Если целью явля-
ется гарантированное получение промежуточ-
ных результатов всех подзадач, необходимо
использовать механизмы балансировки, опи-
санные выше. Например, чтобы сбалансиро-
вать загрузку и улучшить эффективность в
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равновесии, назначим в каждый блок фикси-
рованные вычислительные мощности по δ0i =
100 единиц каждая. Скорректируем меру эф-
фективности с учетом введенных мощностей:

E′1(L) = E1(L)−
n∑

i=1

(δ0i pi +
∑

eikδ
0
k).

Теперь усредненная эффективность систе-
мы с эгоистичными игроками близка к едини-
це: E′∗1 (LNE) = 0.9897.

Заключение

В статье представлена и исследована ма-
тематическая модель управления заданиями с
линейными экстерналиями, где каждый игрок
стремится максимизировать свою производи-
тельность в присутствии экстерналий, оказы-
вающих положительный эффект. Экстерна-
лии выражают обмен информацией в процессе
решения научной задачи, например, в системе
добровольных вычислений.
Доказано, что игра является потенциаль-

ной в случаях однородных процессоров или
заданий и одинаковых экстерналий, инвари-
антных или симметричных экстерналий. До-
казано также, что в случаях с однородны-
ми процессорами или заданиями и одинако-
выми экстерналиями или инвариантными экс-
терналиями равновесие по Нэшу единственно
и глобально оптимально, в то время как слу-
чай с симметричными экстерналиями допуска-
ет множество равновесий, что требует приме-
нения алгоритма лучших ответов. Приводят-
ся результаты вычислительных экспериментов
по моделированию управления заданиями.
Представленные результаты расширяют

область применения классических моделей,
доказывая существование равновесия и сходи-
мость к нему как в задачах минимизации за-
держки, так и в задачах максимизации произ-
водительности. Найденный вид функции по-
тенциала позволяет использовать методы гло-
бальной оптимизации для поиска равновесий,
что эффективнее прямого перебора стратегий.
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