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Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами. Степени вершин
являются независимыми одинаково распределенными случайными величина-
ми, распределение которых удовлетворяет следующему условию: при k →∞

pk = P{η = k} ∼ h(k)

kg
, 2 < g < 3,

где h(k) – медленно меняющаяся на бесконечности функция. Изучаются слу-
чайные графы при условии, что сумма степеней всех вершин равна n. Найдены
предельные распределения числа вершин заданной степени в таком условном
графе при N,n→∞ так, что h(N)n2N (4−3g)/(g−1) � C > 0.
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We consider configuration graphs with N vertices. The vertex degrees are
independent equally distributed random variables whose distribution satisfies the
following condition: as k →∞

pk = P{η = k} ∼ h(k)

kg
, 2 < g < 3,

where h(k) is a slowly varying function. We study the random graphs under the
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conditions that the sum of vertex degrees is n. The limit distributions of the number
of vertices with a given degree in the conditional graph are obtained as N,n→∞
and h(N)n2N (4−3g)/(g−1) � C > 0 are obtained.
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Введение и основные результаты
Объектом исследования в данной работе

являются конфигурационные графы. Случай-
ные графы широко используются при модели-
ровании различных сложных сетей коммуни-
каций, таких как социальные, биологические,
транспортные сети и Интернет [13, 15, 16]. На-
блюдения за реальными сетями [11, 14] показа-
ли, что все они обладают некоторыми общими
свойствами, и эти свойства должны быть от-
ражены в их моделях. Например, степени вер-
шин можно рассматривать как независимые
одинаково распределенные случайные величи-
ны, при этом число вершин степени, не мень-
шей чем k, при достаточно больших k пропор-
ционально 1/kτ−1, где τ > 1. Это значит, что
распределение случайной величины η, равной
степени любой вершины, при больших значе-
ниях k можно определить равенством

P{η � k} = h(k)

kτ−1
, τ > 1,

где h(k) – медленно меняющаяся на бесконеч-
ности функция.
Впервые конфигурационные графы были

введены в работе [12]. Опишем процесс постро-
ения этих графов. Обозначим через N чис-
ло вершин конфигурационного графа, степе-
ни вершин которого являются независимыми
случайными величинами. Значения этих слу-
чайных величин равны числу полуребер, ин-
цидентных данной вершине, т. е. ребер, для
которых смежные вершины еще не определе-
ны [17]. Все полуребра считаются различными
и, соединяясь друг с другом попарно и рав-
новероятно, образуют ребра. Поскольку сумма
степеней вершин графа должна быть четной,
при необходимости вводится вспомогательная
вершина единичной степени. В [17] замече-
но, что эта дополнительная вершина не вли-
яет на асимптотические свойства графа при
N →∞. Поэтому в дальнейшем мы будем рас-
сматривать степени только основных вершин.

Нетрудно понять, что такая конструкция до-
пускает появление и петель, и кратных ребер.
Исследованию структуры конфигурацион-

ных графов посвящено большое число работ
(например, [13, 15, 16]). Есть ряд статей, в
которых изучается предельное поведение чис-
ловых характеристик конфигурационных гра-
фов при условии ограничения на число ре-
бер [2, 4–7, 9]. Например, в статье [7] впер-
вые рассматривались такие конфигурацион-
ные графы при условии, что сумма степеней
всех вершин известна и равна n. В [4] и [6]
изучались конфигурационные графы при бо-
лее естественном предположении ограничения
числа ребер сверху. Исследование таких услов-
ных графов представляет определенный ин-
терес, поскольку на практике иногда удается
оценить число связей в реальных сетях.
В [2–7, 9] главное внимание уделяется пре-

дельному поведению таких важных числовых
характеристик степенной структуры условных
графов, как максимальная степень и число
вершин заданной степени. В частности, в ста-
тье [9] изучались конфигурационные графы,
распределение степеней вершин которых име-
ет вид:

pk =
h(k)

kgΣ(1, g)
, k = 1, 2, . . . , g > 1,

где
Σ(x, y) =

∞∑
k=1

xk
h(k)

ky
,

при условии, что число ребер известно и рав-
но n и найдены предельные распределения
указанных характеристик в случаях, когда
n,N →∞, 1 < C1 � n/N � C2 < Eη. (Здесь
и далее C,C1, C2, . . . обозначают некоторые по-
ложительные постоянные.) А в [3] решена ана-
логичная задача для конфигурационных гра-
фов при достаточно слабых ограничениях на
хвост распределения степени вершины:

pk ∼ d

kg(ln k)h
, d > 0, g > 1, h � 0, k →∞.
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В [2] изучены конфигурационные графы, рас-
пределение степеней вершин которых имеет
вид:

pk =
h(k)

kg
, k = 1, 2, . . . , g > 3,

при условии, что число ребер ограничено свер-
ху и найдены предельные распределения для
максимальной степени вершины и числа вер-
шин заданной степени. В основе доказательств
этих результатов лежит обобщенная схема
размещения частиц по ячейкам, введенная и
изученная В. Ф. Колчиным [1], или ее ана-
лог [10].
Пусть далее η обозначает целочисленную

положительную случайную величину, распре-
деление которой удовлетворяет условию: при
k →∞

pk = P{η = k} ∼ h(k)

kg
, 2 < g < 3. (1)

Рассмотрим конфигурационный граф c N вер-
шинами, степени вершин которого являют-
ся независимыми одинаково распределенными
случайными величинами с таким же распреде-
лением, как у случайной величины η. В дан-
ном исследовании значение параметра g при-
надлежит интервалу (2, 3), выбор таких зна-
чений параметра обусловлен тем, что, как по-
казывают многочисленные наблюдения, такие
значения параметра g являются наиболее под-
ходящими для большого числа реальных се-
тей. Из (1) следует, что при 2 < g < 3 рас-
пределение степеней вершин имеет конечное
математическое ожидание и бесконечную дис-
персию. В настоящей работе исследуется ука-
занный случайный граф при условии, что сум-
ма степеней всех вершин известна и равна n,
для таких конфигурационных графов мы по-
лучили предельные теоремы для числа вер-
шин заданной степени при n,N → ∞ так,
что h(N)n2N (4−3g)/(g−1) � C > 0. В ста-
тье [8] уже рассматривались такие условные
конфигурационные графы и была доказана
предельная теорема для максимальной степе-
ни вершины в вышеописанной области измене-
ния параметров n, N , g. Сформулируем основ-
ные результаты настоящей работы. Для этого
введем необходимые обозначения. Пусть F (x)
обозначает функцию распределения целочис-
ленной случайной величины η, значения ко-
торой положительны и удовлетворяют усло-
вию (1). Положим для x > 0

κ(x) = 1− F (x) + F (−x)
и определим нормирующие постоянные BN

как нижнюю границу тех x, для которых

κ(x− 0) � (N)−1 � κ(x+ 0).

Через μr обозначим случайную величину, рав-
ную числу вершин графа степени r. Тогда
справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть n,N → ∞,
h(N)n2N (4−3g)/(g−1) � C > 0, Nh(r)r−g → ∞.
Тогда равномерно относительно целых неот-
рицательных k таких, что ur = k−Npr√

Npr(1−pr)

лежит в любом фиксированном конечном ин-
тервале

P {μr = k} = 1 + o(1)√
2πNpr(1− pr)

e−u
2
r/2.

Теорема 2. Пусть n,N, r → ∞,
h(N)n2N (4−3g)/(g−1) � C > 0 и выполнено
одно из условий:

1. r
√
N/BN → 0;

2. r
√
N/BN � C1, Nh(r)/rg → 0.

Тогда равномерно относительно целых неот-
рицательных k таких, что (k −Npr)/

√
Npr

лежит в любом фиксированном конечном ин-
тервале

P {μr = k} = (Npr)
k

k!
e−Npr(1 + o(1)).

Замечание. В замечании 1 к теореме 1 ста-
тьи [8] показано, что при N →∞ верно

Nh(BN )

(g − 1)Bg−1
N

→ 1 (2)

и для достаточно большого N и любого сколь
угодно малого ε > 0 выполнено

C2N
1/(g−1+ε) < BN < C3N

1/(g−1−ε). (3)

Доказательства вспомогательных
утверждений и теорем

Обозначим через ξ1, ξ2, . . . , ξN случайные
величины, равные степеням вершин графа
с номерами 1, 2, . . . , N соответственно. Пусть
η1, . . . , ηN – независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины, которые распре-
делены так же, как и случайная величина η.
Тогда, используя (1), для целых k1, . . . , kN та-
ких, что k1+. . .+kN = n, выполнено равенство

P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN} (4)

= P{η1 = k1, . . . , ηN = kN |η1 + . . .+ ηN = n}.
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Следовательно, для двух наборов случай-
ных величин (ξ1, . . . , ξN ) и (η1, . . . , ηN ) выпол-
нены условия обобщенной схемы размещения
частиц по ячейкам [1].
Введем вспомогательные независимые оди-

наково распределенные случайные величи-
ны η

(r)
1 , . . . , η

(r)
N , распределение которых имеет

вид:

P{η(r)i = k} = P{ηi = k|ηi �= r}, (5)

где k = 1, 2, . . . , i = 1, 2, . . . , N . Пусть

ζN = η1 + . . .+ ηN , ζ
(r)
N = η

(r)
1 + . . .+ η

(r)
N .

В [1] доказано, что для случайной величи-
ны μr следствием из равенства (4) является
следующее утверждение.

Лемма 1. Справедливо равенство

P{μr = k}

=

(
N

k

)
pkr (1− pr)

N−kP{ζ
(r)
N−k = n− kr}
P{ζN = n} .

Согласно утверждению леммы 1, для по-
лучения предельных результатов для μr нам
необходимо знать предельные поведения сумм
независимых случайных величин ζ

(r)
N−k, ζN и

асимптотику биномиальной вероятности. Для
суммы ζN можно использовать лемму 2 [8].
Сформулируем ее ниже в виде леммы 2.

Лемма 2. Пусть N,n → ∞, 2 < g < 3, (n −
MN)/BN →∞. Тогда

P{ζN = n} ∼ Nh(n−MN)

(n−MN)g
,

где M = Eη.

Докажем, что для суммы ζ
(r)
N справедливо

следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть N,n → ∞,
h(N)n2N (4−3g)/(g−1) � C > 0 и выполнено
одно из условий:

1. r
√
N/BN → 0;

2. r
√
N/BN � C1, Nh(r)/rg → 0.

Тогда при S = N(1 − pr)(1 + o(1)) равномер-
но относительно целых неотрицательных k,
для которых (k −Npr)/

√
Npr(1− pr) лежит

в любом фиксированном конечном интервале

P{ζ(r)S = n− kr} = h(n)N(1 + o(1))

ng
.

Доказательство. Величина r может прини-
мать и фиксированные значения, и стремить-
ся к бесконечности. Будем одновременно рас-
сматривать эти два случая, учитывая, что при
r →∞ случайные величины η

(r)
1 , . . . , η

(r)
N обра-

зуют схему серий. Из (5) нетрудно получить,
что

mr = Eη
(r)
1 =

M − rpr
1− pr

. (6)

Введем независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины

ξ
(r)
j = η

(r)
j −mr, j = 1, . . . , N, (7)

и их сумму ζ̃
(r)
S = ξ

(r)
1 + . . .+ ξ

(r)
S = ζ

(r)
S − Smr.

Обозначим l = n− kr − Smr и

γ =

(
S1/(g−1)h(S)

l

)1/3

. (8)

Согласно условиям леммы нетрудно видеть,
что γ → 0. Тогда вероятность P{ζ(r)S = n−kr}
можно представить в виде

P{ζ(r)S = n− kr} = P{ζ̃(r)S = l}

= P1(l) + SP2(l) + P3(l), (9)

где

P1(l) = P{ζ̃(r)S = l, ξ
(r)
j � γl, j = 1, . . . , S},

P2(l) = P{ζ̃(r)S = l, ξ
(r)
j � γl, j = 1, . . . , S − 1,

ξ
(r)
S > γl},

P3(l) = P{ζ̃(r)S = l,
⋃
i �=j

{ξ(r)i > γl, ξ
(r)
j > γl}}.

Ниже мы покажем, что основной вклад в сум-
му, стоящую в правой части соотношения (9),
дает второе слагаемое.
Оценим первое слагаемое P1(l). Положим

R(ω) (10)

=
∑

j�γl+mr

exp{(j −mr)ω}P{ξ(r)1 = j −mr}.

Введем вспомогательные независимые слу-
чайные величины ξ

(r)
i (γ), i = 1, . . . , S, такие,

что

P{ξ(r)i (γ) = j −mr} (11)

=
P{ξ(r)i = j −mr} exp{(j −mr)/(γl)}

R (1/(γl))
,
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где 1 � j � γl +mr. Тогда P1(l) можно пред-
ставить в виде

P1(l) = RS

(
1

γl

)
exp

{
−1

γ

}
P{ζ(r)S (γ) = l},(12)

где ζ(r)S (γ) = ξ
(r)
1 (γ) + . . .+ ξ

(r)
S (γ).

Рассмотрим вероятность P{ζ(r)S (γ) = l}.
Обозначим через ϕ(t), ϕ

(r)
1 (t), ϕ̃(t) и ϕγ(t) ха-

рактеристические функции случайных вели-
чин η1, η

(r)
1 , ξ

(r)
1 и ξ

(r)
1 (γ) соответственно. Ис-

пользуя (10) и (11), нетрудно получить, что

ϕγ(t) = R

(
it+

1

γl

)
/R

(
1

γl

)
. (13)

Согласно формуле обращения, для вероятно-
сти P{ζ(r)S (γ) = l} справедливо неравенство

P{ζ(r)S (γ) = l} � C4

BS

πBS∫
−πBS

∣∣∣∣ϕS
γ

(
t

BS

)∣∣∣∣ dt. (14)
Используя (12), (13) и (14), нетрудно пока-

зать, что при 0 < ε < 1

P1(l) �
C4

BS
e−1/γ

⎛⎜⎝ ∫
|t|�εBS

∣∣∣∣R( it

BS
+

1

γl

)∣∣∣∣S dt

+

∫
εBS<|t|�πBS

∣∣∣∣R( it

BS
+

1

γl

)∣∣∣∣S dt

⎞⎟⎠ . (15)

Покажем, что интегралы правой части (15)
ограничены. Учитывая, что при 0 � y � 1
справедливы соотношения

ey = 1 + y + δ(y), e−y = 1− y + δ(y), (16)

где δ(y) � y2, из (7), (10) и (16) находим, что∣∣∣∣R(it+ 1

γl

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∑
1�j�γl+mr

exp

{
(j −mr)

(
it+

1

γl

)}

×P{ξ(r)1 = j −mr}
∣∣∣∣∣

�
∣∣∣∣∣ ∑
1�j�γl+mr

exp{itj} exp
{
j −mr

γl

}

×P{ξ(r)1 = j −mr}
∣∣∣∣∣

�
∣∣∣∣∣ ∑
1�j�γl+mr

exp{itj}
(
1 +

j −mr

γl

+

(
j −mr

γl

)2
)
P{ξ(r)1 = j −mr}

∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣
∑
j�1

exp{itj}P{η(r)1 = j}

−
∑

j>γl+mr

exp{itj}P{η(r)1 = j}

+
∑

1�j�γl+mr

exp{itj}j −mr

γl
P{ξ(r)1 = j −mr}

∣∣∣∣∣∣
+

1

(γl)2

∑
1�j�γl+mr

(j −mr)
2P{η(r)1 = j}

�
∣∣∣ϕ(r)

1 (t)
∣∣∣+ ∑

j>γl+mr

P{η(r)1 = j}

+
1

γl

∑
j>γl+mr

(j −mr)P{ξ(r)1 = j −mr}

+
1

(γl)2

∑
1�j�γl+mr

(j −mr)
2P{η(r)1 = j}. (17)

Используя свойства медленно меняющейся
функции: для любого достаточно малого ε > 0

lim
x→∞h(x)x−ε = 0, lim

x→∞h(x)xε =∞, (18)

из (1) нетрудно получить, что при достаточно
больших k и любом достаточно малом ε > 0∑

i>k

pi � C5k
−g+1+ε,

∑
i>k

(i−M)pi � C6k
−g+2+ε, (19)

∑
i�k

(i−M)2pi � C7k
−g+3+ε.

Отсюда нетрудно видеть, что справедливы
следующие соотношения:∑
j>lγ

P{η(r)1 = j} = 1

1− pr

∑
j>lγ

P{η1 = j, η1 �= r}
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� C8

∑
j>lγ

pk � C9(lγ)
−g+1+ε, (20)

∑
j>γl+mr

(j −mr)P{ξ(r)1 = j −mr}

� C10(lγ)
−g+2+ε (21)

и∑
j<lγ

(j −mr)
2P{η(r)1 = j} � C11(lγ)

−g+3+ε. (22)

Тогда из (17), (20)–(22) вытекает, что∣∣∣∣R(it+ 1

γl

)∣∣∣∣ � ∣∣∣ϕ(r)
1 (t)

∣∣∣+ C12(lγ)
−g+1+ε, (23)

где

ϕ
(r)
1 (t) =

ϕ(t)− pre
itr

1− pr
. (24)

Согласно условиям леммы и (8) выполня-
ется соотношение

γl

S
= h1/3(S)l2/3S(4−3g)/(3(g−1)) � C13 > 0, (25)

тогда найдется такое ε > 0, что при N →∞
(γl)−g+1+ε = o(1/S). (26)

В статье [8] (см. соотношение (2.30)) показано,
что в окрестности нуля логарифм характери-
стической функции η1−M можно представить
в виде:

lnϕη1−M (t) = Γ(2−g) cos
π(g − 1)

2

h(1/|t|)
g − 1

|t|g−1

×
(
1− i

t

|t| tg
π(g − 1)

2

)
= Γ(1− g)h

(
1

|t|
)
|t|g−1

× cos
π(g − 1)

2

(
1− i

t

|t| tg
π(g − 1)

2

)
, (27)

где Γ(z) – значение гамма-функции в точке
z, а ϕη1−M (t) – характеристическая функция
случайной величины η1 − M . Отсюда и (24)
нетрудно показать, что при rt→ 0

ϕ
(r)
1 (t) =

1

1− pr

(
ϕ(t)− pre

itr
)

= 1 +
it

1− pr
(M − rpr)

+
Γ(1− g)

1− pr
h

(
1

|t|
)
|t|g−1 cos π(g − 1)

2

×
(
1− i

t

|t| tg
π(g − 1)

2

)
+O

(
(rt)2

)
. (28)

Из (2), (6) и (28) следует, что для любого фик-
сированного t, N →∞ и r

√
S/BS � C14

ln

(
ϕ
(r)
1

(
t

BS

))S

= itmrS/BS

+
SΓ(1− g)

1− pr
h

(
BS

|t|
)
cos

π(g − 1)

2

|t|g−1
Bg−1

S

×
(
1− i

t

|t| tg
π(g − 1)

2

)
+O

(
r2S

B2
S

)
= itmrS/BS

− Γ(2− g)

1− pr
|t|g−1 cos π(g − 1)

2

×
(
1− i

t

|t| tg
π(g − 1)

2

)
+O

(
r2S

B2
S

)
(29)

(здесь рассматривается та ветвь логарифми-
ческой функции, для которой ln 1 = 0). Тогда
из (3), (23), (26) и (29), используя свойства ха-
рактеристических функций, находим, что при
любом фиксированном t и r

√
S/BS � C14∣∣∣∣R( it

BS
+

1

γl

)∣∣∣∣S � C15

∣∣∣∣ϕ(r)
1

(
t

BS

)∣∣∣∣S
×(1 + C16(γl)

−g+1+ε)S � C17 exp{−C18|t|g−1}.
Следовательно, при N → ∞, r√S/BS � C14

первый интеграл в правой части (15) огра-
ничен.
Рассмотрим первый интеграл правой части

(15) при r
√
S/BS → ∞. Согласно условию

леммы в этом случае выполняется соотноше-
ние

Sh(r)/rg → 0. (30)

Покажем, что и в этом случае интеграл также
будет ограничен. Если r

√
S/BS →∞, тогда из

(3) следует, что r →∞. Из (24) получаем, что(
ϕ
(r)
1

(
t

BS

))S

= ϕS

(
t

BS

)
(1− pr)

−S

×
(
1− pr exp

{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

))S

. (31)
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Из (1) нетрудно видеть, что при достаточно
больших N

S ln(1− pr) = O(Nh(r)/rg). (32)

Покажем, что при любых фиксированных t,
N →∞ справедливо

S ln

(
1− pr exp

{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

))

= O(Sh(r)/rg). (33)

Учитывая, что при r →∞∣∣∣∣pr exp{ itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

)∣∣∣∣ � C18pr,

и раскладывая логарифмическую функцию в
окрестности точки 0 в ряд Тейлора, получим,
что при любых фиксированных t и N→∞

ln

(
1− pr exp

{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

))

= −pr exp
{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

)

−
(
pr exp

{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

))2

/2 + . . . (34)

= −pr exp
{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

)
×
(
1 +

(
pr exp

{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

))
/2 + . . .

)
.

Несложно видеть, что∣∣∣∣−pr exp{ itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

)

×
(
1 +

(
pr exp

{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

))
/2 + . . .

)∣∣∣∣
� pr

∣∣∣∣ϕ−1( t

BS

)∣∣∣∣ (1 + pr

∣∣∣∣ϕ−1( t

BS

)∣∣∣∣
+

(
pr

∣∣∣∣ϕ−1( t

BS

)∣∣∣∣)2

+ . . .

)

= pr

∣∣∣∣ϕ−1( t

BS

)∣∣∣∣ / ∣∣∣∣1− pr

∣∣∣∣ϕ−1( t

BS

)∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Отсюда и из (3), (34) следует, что при любых
фиксированных t и N →∞

ln

(
1− pr exp

{
itr

BS

}
ϕ−1

(
t

BS

))

= O

(
pr

∣∣∣∣ϕ−1( t

BS

)∣∣∣∣ / ∣∣∣∣1− pr

∣∣∣∣ϕ−1( t

BS

)∣∣∣∣∣∣∣∣)
= O (pr) ,

тогда отсюда и из (1) вытекает справедли-
вость равенства (33). Тогда из (23), (26), (30)–
(33) и используя свойства характеристических
функций, находим, что при любом фиксиро-
ванном t∣∣∣∣R( it

BS
+

1

γl

)∣∣∣∣S �
∣∣∣∣ϕ(r)

1

(
t

BS

)∣∣∣∣S

× (1 + C19(γl)
−g+1+ε)S � C20

∣∣∣∣ϕ( t

BS

)∣∣∣∣S . (35)

Из (2) и (27) получаем,что при любом фикси-
рованном t и N →∞

lnϕS
η1−M (t/BS) = −Γ(2− g)|t|g−1 cos π(g − 1)

2

×
(
1− i

t

|t| tg
π(g − 1)

2

)
+ o(1).

Отсюда и из (35) находим, что при выполне-
нии условий леммы в случае, когда r

√
S/BS →

∞ и любом фиксированном t∣∣∣∣R( it

BS
+

1

γl

)∣∣∣∣S � C21 exp
{−C22|t|g−1

}
,

откуда и вытекает, что при r
√
S/BS →∞ пер-

вый интеграл в (15) тоже ограничен.
Для оценки второго интеграла в (15) мож-

но использовать известное свойство характе-
ристических функций решетчатых распреде-
лений с единичным максимальным шагом, со-
гласно которому при ε < |t| � π справедливо
неравенство

|ϕ(r)
1 (t)| � e−C23 .

Отсюда и из (8), (23), (26) получаем, что при
N →∞ ∫

εBS<|t|�πBS

∣∣∣∣R( it

BS
+

1

γl

)∣∣∣∣S dt

�
∫

εBS<|t|�πBS

(∣∣∣∣ϕ(r)
1

(
t

BS

)∣∣∣∣+ C24(γl)
−g+1+ε

)S

dt

� C25

∫
εBS<|t|�πBS

e−C26Sdt.

��
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Следовательно, второй интеграл в (15) стре-
мится к 0 при N →∞. Учитывая, что оба ин-
теграла в равенстве (15) ограничены, находим,
что

P1(l) � C27B
−1
S e−1/γ . (36)

Покажем, что

P1(l) = o

(
Sh(l)

lg

)
. (37)

Используя (3), получаем, что для достаточ-
но большого N и достаточно малого ε > 0

C28S
ε(g−2−ε)/(g−1+ε) >

(
S

BS

)ε

> C29S
ε(g−2+ε)/(g−1+ε).

Следовательно, по свойствам медленно меня-
ющейся функции для любого ε > 0 выполнено
соотношение

lim
S→∞

Sεh(BS) =∞. (38)

Согласно (2) справедливо соотношение BS �
S1/(g−1)h1/(g−1)(BS), где запись f1(x) � f2(x)
означает, что f1(x) = O(f2(x)) и f2(x) =
O(f1(x)) для положительных функций f1(x) и
f2(x). Отсюда и из (8) нетрудно получить, что
для достаточно малого положительного ε

exp {−1/γ}ng

BSSh(l)
(39)

� exp

{
−1

γ

}(
1

γ

)3(g+ε) hg+ε(S)Sε/(g−1)

h1/(g−1)(BS)h(l)lε
.

Поскольку n/N → ∞ при выполнении усло-
вий леммы, из (2), (8), (18), (38), (39) можно
показать, что при N →∞

exp {−1/γ} lg
BSSh(l)

→ 0.

Отсюда и из (36), учитывая условия леммы,
вытекает равенство (37).
Рассмотрим P2(l). Нетрудно видеть, что

P2(l) можно представить в виде суммы:

P2(l) =
∑

j>γl+mr

P{ξ(r)S = j −mr}

×P{ζ̃(r)S−1 = l − j +mr, ξ
(r)
i � γl, (40)

i = 1, . . . , S − 1}.

Введем вспомогательные независимые оди-
наково распределенные случайные величины
ξ
(r)
i,γl, i = 1, . . . , S − 1, для которых

P{ξ(r)1,γl = k}

= P{η1 = k −mr | η1 �= r, η1 � γl}, (41)

и их сумму ζ(r)S−1,γl = ξ
(r)
1,γl+ . . .+ ξ

(r)
S−1,γl. Из (5),

(7), (20), (25), (26) и (41) получаем, что

P{ζ̃(r)S−1 = l − j +mr, ξ
(r)
i � γl, i = 1, . . . , S − 1}

=
(
P{ξ(r)1 � γl}

)S−1
P{ζ(r)S−1,γl = l − j +mr}

=

⎛⎝1−
∑
k>γl

P{ξ(r)1 = k}
⎞⎠S−1

×P{ζ(r)S−1,γl = l − j +mr}

=

⎛⎝1−
∑
k>γl

P{η(r)1 = k +mr}
⎞⎠S−1

×P{ζ(r)S−1,γl = l − j +mr}

= P{ζ(r)S−1,γl = l − j +mr}(1 + o(1)).

Тогда, учитывая, что случайные величины
ξ
(r)
1,γl, · · · , ξ(r)S−1,γl могут принимать отрицатель-
ные значения, из (40) получаем, что P2(l) мож-
но представить в виде:

P2(l) =

3∑
i=1

Ri(l)(1 + o(1)), (42)

где

Ri(l) =
∑
Ji

P{ξ(r)S = j}P{ζ(r)S−1,γl = l − j},

J1 = {j : γl < j < γ1/2l};
J2 = {j : γ1/2l � j < l − γ1−Δl};

J3 = {j : l − γ1−Δl � j � l +mr(S − 1)}
при достаточно малом положительном Δ.
Покажем, что основной вклад в P2(l) дает

R3(l). Из (1), (5) и (7) при выполнении условий
леммы находим, что при j ∈ J3

P{ξ(r)S = j} = h(l)(1 + o(1))/((1− pr)l
g).
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Отсюда и из (42) получаем, что

R3(l) =
h(l)(1 + o(1))

(1− pr)lg
(43)

×P
{
−mr(S − 1) � ζ

(r)
S−1,γl � γ1−Δl

}
.

Пусть g(x) обозначает плотность устойчивого
закона с показателем g − 1 и характеристиче-
ской функцией

f(t) = exp
{−Γ(2− g) cos(π(g − 1)/2)|t|g−1

×
(
1− i

t

|t| tg(π(g − 1)/2)

)}
. (44)

Через ϕγl,r(t) обозначим характеристиче-
скую функцию случайных величин ξ

(r)
1,γl. Из

(1), (5), (20), (26) и (41) нетрудно видеть, что в
окрестности нуля (при t → 0) при достаточно
большом N и достаточно малом положитель-
ном ε

ϕγl,r(t) =
∑
k

eitkP{ξ(r)1,γl = k}

=

ϕ̃(t)− ∑
k>γl

eitkP{ξ(r)1 = k}

1−P{ξ(r)1 > γl}

=

ϕ̃(t)− ∑
k>γl

eitkP{ξ(r)1 = k}

1−P{η(r)1 > γl +mr}
= ϕ̃(t)

(
1 +O((γl)1−g+ε)

)
= e−itmrϕ

(r)
1 (t)

(
1 +O((γl)1−g+ε)

)
= e−itmrϕ

(r)
1 (t) (1 + o(1/S)) . (45)

Рассмотрим случай, когда r
√
S/BS → 0.

Используя равенство (28), нетрудно показать,
что для любого фиксированного t

ln

(
ϕ
(r)
1

(
t(1− pr)

1/(g−1)

BS

))S

= itmrS
(1− pr)

1/(g−1)

BS
− Γ(2− g) cos

π(g − 1)

2

× |t|g−1
(
1− i

t

|t| tg
π(g − 1)

2

)
+O

(
r2S

B2
S

)
.

Отсюда и из (45) следует, что при S → ∞ и
r
√
S/BS → 0 распределение случайной вели-

чины
ζ
(r)
S,γl −mrS

BS/(1− pr)1/(g−1)

слабо сходится к устойчивому закону с пока-
зателем g− 1 и характеристической функцией
(44). Значит, при S →∞ и r

√
S/BS → 0 спра-

ведливо

P{−mr(S − 1) � ζ
(r)
S−1,γl � γ1−Δl}

= P

{ −2mr(S − 1)

BS−1/(1− pr)1/|(g−1)

�
ζ
(r)
S−1,γl −mr(S − 1)

BS−1/(1− pr)1/(g−1)
� γ1−Δl −mr(S − 1)

BS−1/(1− pr)1/(g−1)

⎫⎬⎭
∼

∞∫
−∞

g(x)dx = 1, (46)

где g(x) обозначает плотность устойчивого за-
кона с показателем g−1 и характеристической
функцией (44). Из (3), (43) и (46) находим, что
при S, l→∞ и r

√
S/BS → 0

R3(l) ∼ h(l)

(1− pr)lg
. (47)

Рассмотрим R3(l) при r
√
S/BS � C14 > 0.

Учитывая, что в этом случае r → ∞, нетруд-
но проверить, что соотношения (31), (32), (33)
выполняются. Из условия леммы (30) и со-
отношений (31), (32), (33) получаем, что при
S →∞(

ϕ
(r)
1

(
t

BS

))S

= ϕS

(
t

BS

)
(1 + o(1)).

Отсюда и из (2), (3), (27), (45) следует, что при
S → ∞ и r

√
S/BS � C14 > 0 распределение

случайной величины

ζ
(r)
S,γl −mrS

BS

слабо сходится к устойчивому закону с пока-
зателем g−1 и характеристической функцией
(44). Значит, и для случая, когда r/BS�C15>0,
соотношение (47) сохраняет свою силу.
Рассмотрим R1(l). Из (1), (5), (7) и (42) на-

ходим, что

R1(l) �
C30h(γl)

(γl)g
P{ζ(r)S−1,γl > l − lγ1/2}. (48)

Для оценки вероятности P{ζ(r)S−1,γl > l− lγ1/2}
будем использовать неравенство Чебышева.
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Сделаем оценку первого и второго момента
случайной величины ξ

(r)
1,γl. Из (1), (5), (7), (21),

(22), (41), учитывая, что Eξ
(r)
1 = 0, получаем,

что для достаточно малого ε > 0

∣∣∣Eξ
(r)
1,γl

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∑
k�γl

k
P{η(r)1 = k −mr}

1− (1− pr)−1
∑
k>γl

pk

∣∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣
∑

1−mr�k�γl

kP{ξ(r)1 = k}
∣∣∣∣∣∣(1+C31

(
γl)−g+1+ε

))
=
∑
k>γl

kP{ξ(r)1 = k} (1 + C31

(
γl)−g+1+ε

))

� C32

∑
k>γl

(k −mr)pk � C33(γl)
2+ε−g. (49)

и
E
(
ξ
(r)
1,γl

)2
=

∑
1−mr�k

k2P{ξ(r)1,γl = k}

� C34

∑
1−mr�k�γl

k2P{ξ(r)1 = k}

� C35

∑
1−mr�k�γl

(k −mr)
2pk

� C36 (γl)
3+ε−g . (50)

Применяя неравенство Чебышева, из (49) и
(50) находим, что при достаточно больших l

P{ζ(r)S−1,γl > l − lγ1/2}

� C37

l2
E
(
ξ
(r)
1,γl + . . .+ ξ

(r)
S−1,γl

)2
� C38

l2
(
(S − 1)(lγ)3+ε−g

+(S − 1)(S − 2)(γl)−2g+4+2ε
)

� C39Sγ
−g+3+εl−g+1+ε. (51)

Из (8), (48) и (51) получаем, что при S →∞
и достаточно малом ε > 0

R1(l) = O

(
h(γl)

(γl)g
Sl−g+1+εγ−g+3+ε

)

= O

(
h(l)

lg
h(γl)

h(l)
SAlBhD(S)

)
, (52)

где

A =
1

3

(
1 +

ε+ 1

g − 1

)
, B = −1

3
g +

2

3
ε,

D = −2

3
g + 1 +

1

3
ε.

Используя (53), можно показать, что
−B − A > 0 при 2 < g < 3. Тогда из (18)
и (25) следует, что при N →∞

h(γl)

h(l)
SAlBhD(S)→ 0.

Отсюда и из (52) получаем, что

R1(l) = o

(
h(l)

lg

)
. (53)

Рассмотрим R2(l). Из (1), (5), (7), (8) и (42)
следует, что

R2(l) �
C40h(γ

1/2l)

(γ1/2l)g
P{ζ(r)S−1,γl > γ1−Δl}

� C41h(γ
1/2l)

(γ1/2l)g
P{ζ(r)S−1,γl > γl}. (54)

Оценка вероятности P
{
ζ
(r)
S−1,γl > γl

}
осу-

ществляется аналогично тому, как получена
оценка для вероятности P{ζ(r)S−1,γl > l− lγ1/2}.
Применяя неравенство Чебышева, из (49) и
(50) находим, что при S → ∞ и достаточно
малом ε > 0

P{ζ(r)S−1,γl > γl} � C42

(γl)2
S(lγ)3+ε−g

� C43S(γl)
−g+1+ε.

Отсюда и из (18), (54) получаем, что для
достаточно больших S, l и достаточно малом
ε > 0

R2(l) � C44

(
γ1/2l

)−g+ε
P{ζ(r)S−1,γl > γl}

� C45
S(γl)−g+1+ε

(γ1/2l)g−ε

= C45
h(l)

lg

(
1

h(l)
Sl1−g+2εγ1−3g/2+3ε/2

)
. (55)

Покажем, что при S →∞
1

h(l)
Sl1−g+2εγ1−3g/2+3ε/2 → 0. (56)
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Из (8) находим, что

1

h(l)
Sl1−g+2εγ1−3g/2+3ε/2 =

1

h(l)
lASBhD(S),

где

A = 2/3− g/2 + 3ε/2, B =
3g/2− 2 + 3ε/2

3(g − 1)
,

D =
1− 3g/2 + 3ε/2

3
.

Нетрудно видеть, что в рассматриваемой
области изменения параметра g значение
−A − B > 0. Тогда, согласно свойствам мед-
ленно меняющейся функции, справедливо со-
отношение

1

h(l)
Sl1−g+2εγ1−3g/2+3ε/2

=
1

h(l)n(−A−B)/2

(
l

S

)B hD(S)

l(−A−B)/2
→ 0,

значит, соотношение (56) верно. Из (55) и (56)
вытекает, что

R2(l) = o

(
h(l)

lg

)
. (57)

Из (42), (47), (53) и (57) находим, что

P2(l) =
h(l)(1 + o(l))

(1− pr)lg
. (58)

Осталось рассмотреть P3(l). Из (9) нетруд-
но видеть, что

P3(l) =

(
S

2

) ∑
k>2(γl+mr)

P{ξ(r)S−1+ξ
(r)
S = k−2mr,

ξ
(r)
i > γl, i = S − 1, S}

×P{ζ̃(r)S−2 = l − k + 2mr}. (59)

Из (5), (7), (19) получаем, что при доста-
точно большом N и достаточно малом ε > 0

P{ξ(r)S−1 + ξ
(r)
S = k− 2mr, ξ

(r)
i > γl, i = S − 1, S}

=
∑
J

P{ξ(r)S−1 = j −mr}P{ξ(r)S = k −mr − j}

� C46
h(γl)

(γl)g
P{ξ(r)S > γl}

� C47h(γl)(γl)
−2g+1+ε, (60)

где

J = {j : γl +mr < j < k − γl −mr}.
Из соотношений (59) и (60) вытекает, что

P3(l) � C48S
2h(γl)(γl)−2g+1+εP{ζ̃(r)S−2 > l−2lγ}

� C49S
2h(γl)(γl)−2g+1+ε. (61)

Используя (8), несложно показать, что

S2h(γl)

(γl)2g−1−ε
=

Sh(l)

lg

×
(

h(γl)

h(l)h(2g−1−ε)/3(S)

(
S

l

) g−2+ε

3g−3 1

lω

)
, (62)

где

ω =
1

3(g − 1)
((g − 2)2 − ε(2g + 1)).

Учитывая, что l/S →∞ и ω > 0, из (18), (61)
и (62) получаем, что при N →∞

P3(l) = o

(
Sh(l)

lg

)
. (63)

Тогда утверждение леммы следует из со-
отношений (9), (37), (58), (63) и условий лем-
мы 3.

Теперь можно перейти к доказательству ос-
новных теорем. Учитывая, что N − k = N(1−
pr)(1 + o(1)), из лемм 2 и 3 находим, что

P{ζ(r)N−k = n− kr}
P{ζN = n} → 1. (64)

Согласно нормальному приближению бино-
миального распределения, при Nh(r)/rg →∞
выполняется равенство(

N

k

)
pkr (1− pr)

N−k

=
1 + o(1)√

2πNpr(1− pr)
exp

{
− (k −Npr)

2

Npr(1− pr)

}
.

Тогда утверждение теоремы 1 следует из (64)
и леммы 1.
Применяя пуассоновское приближение би-

номиального распределения при pr → 0, лем-
му 1 и равенство (64), получаем теорему 2.
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