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В работе представлена модель системы биологической очистки осадков сточ-
ных вод. Поставлена задача стабилизации процесса биоочистки при кусочно-
постоянном входном потоке загрязнений для общего вида трофических функ-
ций, описывающих процесс окисления и входные потоки. Модель представляет
собой систему нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений. По-
средством замены переменных построена более простая для анализа вспомога-
тельная система линейных дифференциальных уравнений. Для нее показано
существование периодического решения. На основе данного результата решена
задача стабилизации исходной системы биоочистки. Получен вид управлений,
обеспечивающих локализацию периодического решения. Показано, что для лю-
бых начальных данных происходит синхронизация решений системы.
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The paper presents a model of the biological wastewater treatment system. The
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pollutant inflow for general form trophic functions describing the oxidation process
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and the input flow is studied. The model has the form of a system of nonlinear
ordinary differential equations (ODEs). By changing variables, we construct an
intermediary system of linear ODEs more useful for the analysis. The existence of
a periodic solution to the intermediary system is proved. Based on this result, the
problem of the stabilization of the original wastewater treatment system is solved.
The form of the controls providing localization of the periodic solution is obtained.
It is demonstrated that for any initial data, the timing of the system’s solutions is
synchronized.
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Введение

Математическое моделирование динами-
ки процесса биологической очистки сточ-
ных вод на основе применения активного
ила является актуальной задачей в обла-
сти охраны окружающей среды [1–9]. Слож-
ность процесса очистки сточных вод связа-
на с различными аспектами биологического,
физико-химического, технологического харак-
тера. Попытки учесть в предлагаемых моде-
лях как можно большее число параметров и
связей между ними приводят к невозможно-
сти их аналитического и качественного иссле-
дования.
В данной работе предложена упрощен-

ная качественная модель системы биологиче-
ской очистки сточных вод. Предложенная мо-
дель описывает систему биоочистки, состоя-
щую из аэротенка, отстойника и звена рецир-
куляции. На вход системы подается субстрат-
загрязнитель и окисляющий его активный ил
(биомасса). Аэротенк состоит из n последова-
тельно соединенных компартментов, имеющих
номера i, i = 1, . . . , n, биомасса и субстрат пе-
реходят из i-го компартмента в i + 1-й. При
этом происходит процесс окисления субстра-
та биомассой, в результате чего концентрация
субстрата уменьшается, а биомассы – растет с
увеличением i.
В статье представлено развитие исследова-

ний [2] для переменного входного потока
субстрата-загрязнителя. Изменение входного
потока субстрата можно интерпретировать,
например, как различную нагрузку на очист-
ную систему в зависимости от времени суток,
поскольку ночью нагрузка меньше, или как
увеличение нагрузки вследствие некоторой

нестандартной критической ситуации. Есте-
ственно суточные изменения считать периоди-
ческими, а критические – однократными.
Доказана теорема о существовании перио-

дического решения для общего вида трофиче-
ских функций в модели биоочистки, описан-
ной в [2], определен его конкретный вид. На
основе доказанной теоремы решена задача ста-
билизации процесса биоочистки. Поставлена и
решена задача управления с целью локализа-
ции периодического решения. Показано, что
для любых начальных данных решения систе-
мы приближаются к периодическому.

Динамика процесса биоочистки

Постановка задачи

Рассмотрим систему, описывающую про-
цесс биологической очистки сточных вод, яв-
ляющуюся многомерным обобщением моде-
ли [4]:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = au+ f(x1, s1)− (u+ b)x1,

ṡ1 = R(t)− 1
Y f(x1, s1)− (u+ b)s1,

ẋi = f(xi, si) + (u+ b)xi−1 − (u+ b)xi,

ṡi = − 1
Y f(xi, si) + (u+ b)si−1 − (u+ b)si,

(1)
где si(t), xi(t) – концентрации субстрата-
загрязнителя и микроорганизмов активно-
го ила в i-м компартменте соответственно,
f(xi, si) – трофическая функция, i = 1, . . . , n,
Y – коэффициент утилизации субстрата-
загрязнителя в биомассу микроорганизмов,
a – концентрация микроорганизмов на входе,
b, u – скорости субстрата и ила на входе.
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При этом входной поток субстратов R(t)
полагается кусочно-постоянным:

R(t) =

⎧⎨⎩
R1, t ∈ [2kT, (2k + 1)T ],

R2, t ∈ [(2k + 1)T, 2(k + 1)T ],

k = 0, 1, . . .

где 0 < R2 < R1 – постоянные, 2T > 0 – период
входного потока. Отметим, что такой вид R(t)
отражает суточные изменения входного пото-
ка загрязнений: больший поток R1 наблюдает-
ся в дневное время, а меньший R2 – в ночное.
Управлением является скорость u поступ-

ления ила на входе. В силу технических огра-
ничений, присущих процессу биоочистки, по-
лагаем, что u = u(t) кусочно-постоянная
функция такая, что u(t) ∈ [0,M ], где M > 0 –
постоянная. При этом временные промежутки
постоянства u(t) совпадают с промежутками
постоянства R(t):

u(t) =

⎧⎨⎩
u1, t ∈ [2kT, (2k + 1)T ],

u2, t ∈ [(2k + 1)T, 2(k + 1)T ],

k = 0, 1, . . .

Поставим задачу стабилизации процесса
биоочистки, то есть нахождения управления
u(t) ∈ [0,M ] такого, что

sn(t, u) � c, xn(t, u) � r, t � 0, (2)

где sn(t, u), xn(t, u) – концентрации субстра-
та и микроорганизмов в n-м (последнем) ком-
партменте, соответствующие управлению u,
c, r – положительные постоянные. Условия (2)
отражают требования к соблюдению допусти-
мых ограничений на потоки субстрата и ак-
тивного ила на выходе из системы биоочистки,
которые определяют постоянные c и r соответ-
ственно. Отметим, что по сути это задача об
устойчивости по Лагранжу.

Периодическое решение
Обозначим D = au + Y R входной поток

субстрата-загрязнителя и активного ила. Про-
ведя замену переменных в системе (1) zi =
xi + Y si, получим линейную систему вида⎧⎨⎩

ż1 = D − (u+ b)z1 = g1(z),

żi = (u+ b)zi−1 − (u+ b)zi = gi(z),

i = 2, . . . , n.
(3)

В данном параграфе будет показано суще-
ствование периодического решения у системы
с переключениями (3). Наличие периодическо-
го решения у системы позволяет говорить о
некотором цикле процесса биоочистки, то есть
стационарном режиме этого процесса.

Теорема 1. У системы с переключениями (3)
существует периодическое решение.

Доказательство. Рассмотрим систему (3) при
n = 2.
На промежутке t ∈ [0, T ] она имеет следу-

ющее решение:{
z1(t) = E1 +

(
z01 − E1

)
e−γ1t,

z2(t) = E1 +
((
z01 −E1

)
γ1t+(z02 −E1)

)
e−γ1t,

а на промежутке t ∈ [T, 2T ]:⎧⎪⎨⎪⎩
z1(t) = E2 +

(
z11 − E2

)
e−γ2(t−T ),

z2(t) = E2 +
((
z11 − E2

)
γ2(t− T )

+ (z12 − E2)
)
e−γ2(t−T ),

где

Ej =
Dj

uj + b
, Dj = auj + Y Rj , γj = uj + b,

z0j = zj(0), z1j = zj(T ), j = 1, 2.

Решение системы с переключениями (3) с на-
чальной точкой z0 = (z01 , z

0
2) будет периоди-

ческим с периодом 2T , если будут выполнены
следующие равенства:

z1(0) = z1(2T ), z2(0) = z2(2T ).

Тогда для определения начальной точки полу-
чим следующую систему:⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩

z11 = E1 + (z01 − E1)e
−γ1T ,

z12 = E1 + ((z01 − E1)γ1T + (z02 − E1))e
−γ1T ,

z01 = E2 + (z11 − E2)e
−γ2T ,

z02 = E2 + ((z11 − E2)γ2T + (z12 − E2))e
−γ2T .
(4)

Решая систему (4), получаем

z01 =
E2(1− e−γ2T ) + E1e

−γ2T (1− e−γ1T )

1− e−(γ1+γ2)T
,

z02 = 1
1−e−(γ1+γ2)T (z

0
1(γ1 + γ2)Te

−(γ1+γ2)T

+E1e
−γ2T (1− e−γ1T + γ2T − (γ1 + γ2)Te

−γ1T )

+E2(1− (γ2T + 1)e−γ2T )).
(5)

При T > 0 имеем z01 > 0. Покажем, что z02 > 0.
Из (5) имеем

z02 = 1
1−e−(γ1+γ2)T (z

0
1(γ1 + γ2)Te

−(γ1+γ2)T

+E1e
−γ2T (1− (γ1T+1)e−γ1T+ γ2T (1− e−γ1T ))

+E2(1− (γ2T + 1)e−γ2T )).
(6)
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Для функции f(x) = (x+ 1)e−x имеем

f(0) = 1, f ′(x) = −xe−x < 0 ∀x > 0,

поэтому f(x) < 1, ∀x > 0. Таким образом,
из (6) имеем z02 > 0 при T > 0.
Для доказательства теоремы в n-мерном

случае требуется аналогично повторить дан-
ную процедуру, последовательно решая систе-
мы относительно zi, i = 3, . . . , n.

Согласно теореме 1, если подобрать u1, u2
так, что max zjn = max (xjn + Y sjn) � L на
[0, 2T ], где L = min (c, r), если Y � 1, или
L
Y = min (c, r), если Y < 1, то для таких u1,
u2 будет выполнено (2), то есть решена задача
стабилизации.

Локализация периодического
решения
Рассмотрим задачу локализации периоди-

ческого решения zperi (z0, t), состоящую в опре-
делении управлений u1 � 0, u2 � 0, обеспечи-
вающих выполнение неравенств:

c1 � zperi (z0, t) � c2,

где c1, c2 – положительные постоянные.

Теорема 2. Пусть E1 < E2. Приведенные
ниже управления u1, u2 решают задачу ло-
кализации периодического решения, то есть
c1 � zperi (z0, t) � c2.

Если c1 < c2 < a, R2 < R1 � c1b
Y , то{

Y R1−c1b
c1−a � u1 <

c2b−Y R1

a−c2 ,
(Y R2−ab)u1+Y b(R2−R1)

Y R1−ab < u2 � c2b−Y R2

a−c2 .

Если c1 < c2 < a, c1b
Y < R1 < c2b

Y , R2 � c1b
Y ,

то{
0 � u1 <

c2b−Y R1

a−c2 ,
(Y R2−ab)u1+Y b(R2−R1)

Y R1−ab < u2 � c2b−Y R2

a−c2 .

Если c1 < a < c2, R2 < R1 � c1b
Y , то{

u1 � Y R1−c1b
c1−a ,

u2 >
(Y R2−ab)u1+Y b(R2−R1)

Y R1−ab .

Если c1 < a < c2, c1b
Y < R1 < ab

Y , R2 � ab
Y ,

то {
u1 � 0,

u2 >
(Y R2−ab)u1+Y b(R2−R1)

Y R1−ab .

Если c1 < a < c2, R1 > ab
Y ,

ab
Y < R2 � c2b

Y ,
то {

u1 >
Y b(R1−R2)
Y R2−ab ,

0 � u2 <
(Y R2−ab)u1+Y b(R2−R1)

Y R1−ab .

Если c1 < a < c2, R1 > R2 >
c2b
Y , то{

u1 >
c2b−Y R1

a−c2 ,

c2b−Y R2

a−c2 � u2 <
(Y R2−ab)u1+Y b(R2−R1)

Y R1−ab .

Если a < c1 < c2, R1 > c1b
Y , ab

Y < R2 � c2b
Y ,

то {
Y b(R1−R2)
Y R2−ab < u1 � Y R1−c1b

c1−a ,

0 � u2 <
(Y R2−ab)u1+Y b(R2−R1)

Y R1−ab .

Если a < c1 < c2, R1 >
c1b
Y , R2 >

c2b
Y , то{

c2b−Y R1

a−c2 < u1 � Y R1−c1b
c1−a ,

c2b−Y R2

a−c2 � u2 <
(Y R2−ab)u1+Y b(R2−R1)

Y R1−ab .

В остальных случаях решение не локали-
зуемо.

Доказательство. Так как по условию E1<E2,
то имеем

(Y R1−ab)u2 < Y R2(u1+b)−b(au1+Y R1). (7)

Из (3) очевидно, что множество {E1 � zi �
E2} инвариантно для системы (3). Тогда из
теоремы 1 имеем, что E1 � zperi (z0, t) � E2,
поскольку периодическая траектория не мо-
жет покинуть инвариантное множество. Та-
ким образом, чтобы решить задачу локализа-
ции периодического решения, требуются u1, u2
такие, что c1 � E1, E2 � c2. Итак, получим{

c1 � au1+Y R1

u1+b ,
au2+Y R2

u2+b � c2.
(8)

Перепишем (8) в виде{
(c1 − a)u1 � Y R1 − c1b,

(a− c2)u2 � c2b− Y R2.
(9)

Рассмотрим случай c1 < c2 < a. Из (9){
u1 � Y R1−c1b

c1−a ,

u2 � c2b−Y R2

a−c2 .
(10)

Пусть R2 < R1 � c1b
Y . Тогда из (7)

u2 >
u1(Y R2 − ab) + Y b(R2 −R1)

Y R1 − ab
> 0. (11)

Поскольку для выполнения второго неравен-
ства из (10) и неравенства (11) необходимо

u1(Y R2 − ab) + Y b(R2 −R1)

Y R1 − ab
<

c2b− Y R2

a− c2
,
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получим ограничение на u1:

u1 <
c2b− Y R1

a− c2
.

Несложно показать, что при указанных усло-
виях в п. 1 теоремы 2

0 <
Y R1 − c1b

c1 − a
<

c2b− Y R1

a− c2
.

Таким образом, доказаны ограничения на
управления в первом случае.
Пусть R1 > c1b

Y . Поскольку
Y R1−c1b

c1−a < 0,
из (10) {

u1 � 0,

u2 � c2b−Y R2

a−c2 .

Учитывая (7),

u1(Y R2 − ab) + Y b(R2 −R1)

Y R1 − ab
< u2

� c2b− Y R2

a− c2
,

следовательно,

u1 <
c2b− Y R1

a− c2
.

Можно показать, что при условиях п. 2 теоре-
мы 2 имеют место следующие неравенства:

c2b− Y Ri

a− c2
> 0, i = 1, 2,

u1(Y R2 − ab) + Y b(R2 −R1)

Y R1 − ab
> 0.

Следовательно, доказаны соответствующие
условия на управления.
В случае R1 > c1b

Y , R2 > c2b
Y из (10) име-

ем u2 < 0, что противоречит условию неот-
рицательности управления. Случай R1 < c1b

Y ,
R2 >

c2b
Y невозможен, поскольку R2 < R1.

Анализ других случаев a < c1 < c2, c1 <
a < c2 аналогичен.

Замечание. Отметим, что в теореме 1 рас-
сматривается случай E1 < E2. Анализ случая
E1 � E2 полностью аналогичен и с целью избе-
жать громоздких выкладок, ухудшающих вос-
приятие статьи, не приводится в работе.

Синхронизация решений

Теорема 3. Для любых начальных точек
z0, z̃0 таких, что z̃0i = z0i + δ, i = 1, 2, δ > 0:
|zi(z̃0, T ) − zi(z

0, T )| < δ, i = 1, . . . , n, где
R(t) = const, t ∈ [kT, (k + 1)T ], k = 0, 1, . . ..

Доказательство. Используя выражение для
решения, имеем

|z1(z̃0, T )− z1(z
0, T )| = |E1 + (z01 + δ

−E1)e
−(u+b)T − E1 − (z01 − E1)e

−(u+b)T |
= δe−(u+b)T < δ.

|z2(z̃0, T )− z2(z
0, T )| = |E1 + ((z01 + δ

−E1)(u+ b)T + (z02 + δ − E1))e
−(u+b)T − E1

− ((z01 − E1)(u+ b)T + (z02 − E1))e
−(u+b)T |

= δ((u+ b)T + 1)e−(u+b)T .
(12)

Как было показано в доказательстве теоре-
мы 1, справедливо (x+ 1)e−x < 1, ∀x > 0. Та-
ким образом, из (12), |z2(z̃0, T )−z2(z

0, T )| < δ.
Для i = 3, . . . , n доказательство аналогично
вышеизложенному.

Следствие. Если периодическое решение яв-
ляется устойчивым, то происходит стаби-
лизация решения. Таким образом, периодиче-
ское решение является притягивающим.

Далее приведен результат численного экс-
перимента для случая n = 2, отражающий
утверждение теоремы 3 относительно синхро-
низации решений. Здесь a = 1, b = 1, Y = 1,
R1 = 2, R2 = 1, u1 = 1, u2 = 2, z0 = (2, 1),
z̃0 = (1.4, 1.6). Отметим, что решения для дан-
ных начальных точек z0, z̃0 не периодические.
Как видно из приведенных численных ре-

зультатов (рис. 1, 2), решения системы при-
ближаются друг к другу.

Заключение

В работе представлена модель управления
системой биологической очистки осадков сточ-
ных вод с трофическими функциями общего
вида. Поставлена задача стабилизации процес-
са биоочистки при кусочно-постоянном вход-
ном потоке загрязнений. Показано существо-
вание периодического решения для вспомога-
тельной системы, полученной при помощи за-
мены переменных, определен его конкретный
вид. Получен вид управлений, позволяющий
локализовать периодическое решение. Данный
результат свидетельствует о цикличности про-
цесса биоочистки и позволяет решить задачу
стабилизации процесса биоочистки для исход-
ной системы. Показано, что для любых на-
чальных данных происходит синхронизация
решений системы. Проведен численный экспе-
римент, подтверждающий этот результат.
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Рис. 1. Приближение компонент решений z1(z
0, t) и z1(z̃

0, t) системы (3)
Fig. 1. The convergence of solutions components z1(z0, t) and z1(z̃

0, t) of the system (3)

Рис. 2. Приближение компонент решений z2(z
0, t) и z2(z̃

0, t) системы (3)
Fig. 2. The convergence of solutions components z2(z0, t) and z2(z̃

0, t) of the system (3)
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