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Рассматриваются леса Гальтона –Ватсона, порожденные однородным крити-
ческим ветвящимся процессом с N начальными частицами, в котором число
прямых потомков каждой частицы является случайной величиной ξ с распре-
делением

pk =
h(k + 1)

(k + 1)τ
, k = 0, 1, 2, . . . , τ ∈ (2, 3),

где h(x) – медленно меняющаяся на бесконечности функция. Предполагается,
что число некорневых вершин случайного леса равно n. Пусть μr – число дере-
вьев с r вершинами. Доказаны теоремы о скорости сходимости распределений
μr к нормальному закону при N,n, r →∞ и n/N � C <∞.
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The article studies Galton –Watson forests formed by a critical branching process
starting with N particles. It is assumed that the total number of descendants of the
initial particles is n until the process extinction. The number of offspings of each
particle has the distribution
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h(k + 1)

(k + 1)τ
, k = 0, 1, 2, . . . , τ ∈ (2, 3),
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where the function h(x) is slowly varying at infinity. Let μr be the number of trees
with r vertices. Theorems are proven for the rate of convergence of μr distributions
to the normal law if N,n, r →∞ and n/N � C <∞.

K e ywo r d s: Galton –Watson forest; tree size; limit theorems; rate of convergence;
number of trees of a given size

F o r c i t a t i o n: Pavlov Yu. L. On the rate of normal approximation for the
distribution of the number of trees of a given size in a Galton –Watson forest.
Trudy Karel ′skogo nauchnogo tsentra RAN = Transactions of the Karelian Research
Centre RAS. 2026. No. 6. P. 82–88. doi: 10.17076/mat2302

Fund i n g. The studies were funded from the federal budget through state
assignment to the Karelian Research Centre RAS (Institute of Applied
Mathematical Research, Karelian Research Centre RAS).

Введение

В статьях [3, 4] рассматривались случайные
леса Гальтона –Ватсона с N упорядоченными
корневыми деревьями и n некорневыми вер-
шинами. Предполагалось, что такие леса об-
разованы начинающимися с N частиц крити-
ческими ветвящимися процессами, в которых
случайная величина ξ, равная числу непосред-
ственных потомков любой частицы, имеет рас-
пределение

pk = P{ξ = k} = h(k + 1)

(k + 1)τ
, (1)

где k = 0, 1, 2, . . . , τ ∈ (2, 3), а h(x) – медлен-
но меняющаяся на бесконечности функция.
Пусть G – такой ветвящийся процесс Галь-
тона –Ватсона. Генерируемому им случайно-
му лесу соответствует множество траекторий
процессаG, в которых число всех потомков на-
чальных частиц равно n, а распределение ве-
роятностей на этом множестве естественным
образом индуцируется процессом G. В [4] так-
же кратко сообщается о причинах интереса к
ветвящимся процессам вида G и к образуемым
ими лесам Гальтона –Ватсона. Там же даны
ссылки на литературу, более подробно освеща-
ющую это направление исследований.
Поскольку процесс G критический, спра-

ведливо равенство

Eξ = 1. (2)

Объемом дерева случайного леса называет-
ся число его вершин, включая корень. В [4]
изучалось предельное поведение случайных
величин μr, равных числам деревьев леса объ-
ема r при всех возможных соотношениях меж-
ду стремящимися к бесконечности параметра-
ми N и n. При этом рассматривался также и
случай r → ∞. В частности, были найдены
предельные распределения μr, когда n/N �

C < ∞. Техника доказательств теорем ста-
тьи [4] и настоящей статьи в значительной
степени опирается на использование свойств
сопровождающего G вспомогательного ветвя-
щегося процесса G(λ). Для того чтобы опи-
сать процесс G(λ), введем случайную величи-
ну ξ(λ), имеющую распределение

pk(λ) = P{ξ(λ) = k} = λkpk
F (λ)

, k = 0, 1, 2, . . . ,

(3)
где 0 < λ < 1 и

F (λ) =

∞∑
k=0

pkλ
k. (4)

Введем ветвящийся процесс G(λ), отличаю-
щийся от G только тем, что число прямых по-
томков каждой частицы процесса G(λ) имеет
распределение (3), а не (1), как в G. В качестве
значения параметра λ распределения (3) ис-
пользуется единственное решение уравнения

m = Eξ(λ) =
λF ′(λ)
F (λ)

=
n

N + n
. (5)

Процесс G(λ), как и G, распадается на N
независимых начинающихся с одной части-
цы подпроцессов G1(λ), . . . , GN (λ). Обозначим
ν(1), . . . , ν(N) независимые одинаково распре-
деленные случайные величины, равные чис-
лам частиц, существовавших в подпроцессах
G1(λ), . . . , GN (λ) соответственно до их вырож-
дения. Иногда будет удобнее вместо ν(1) пи-
сать ν без указания верхнего индекса. Пусть
σ2 = Dξ(λ), a = Eν, b2 = Dν. В [4, формулы
(2.7)] показано, что

a =
1

1−m
, b2 =

σ2

(1−m)3
. (6)

Обозначим

qk = P{ν = k}, k = 1, 2, . . . , (7)
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и пусть

σ2
rr = qr

(
1− qr − (a− r)2

b2
qr

)
. (8)

Следующие две теоремы доказаны в [4, тео-
ремы 1, 2]. В них установлена локальная схо-
димость распределений μr к предельным зако-
нам в случае r →∞.
Теорема 1. Пусть N,n, r → ∞ и выполнено
одно из следующих условий.

1. n/N → 0, n2/N →∞, Nqr →∞.

2. 0 < C1 � n/N � C2 <∞, r = o(lnN).

Тогда для целых неотрицательных k равно-
мерно относительно ur = (k −Nqr)/(σrr

√
N)

в любом фиксированном конечном интервале

P{μr = k} = 1 + o(1)

σrr
√
2πN

e−u
2
r/2.

Теорема 2. Пусть N,n, r → ∞ так, что
n/N � C2 < ∞. Тогда для целых неотри-
цательных k равномерно относительно ur =
(k −Nqr)/

√
Nqr) в любом фиксированном ко-

нечном интервале

P{μr = k} = 1

k!
(Nqr)

k exp{−Nqr}(1 + o(1)).

Из теорем 1 и 2 следует, что в некоторых
случаях распределения μr одновременно сбли-
жаются с нормальным и с пуассоновским рас-
пределениями. В таких случаях имеет смысл
оценить близость распределений μr к предель-
ным законам, то есть найти скорость сходи-
мости. Это позволит выяснить, какое из пре-
дельных распределений и при каких условиях
осуществляет более точную аппроксимацию.
Целью настоящей статьи является оценка

скорости локальной сходимости распределе-
ний μr к нормальному закону в условиях тео-
рем 1 и 2. Статья состоит из четырех разделов.
В следующем разделе формулируется основ-
ной результат в виде теоремы 3. В третьем раз-
деле приводятся вспомогательные утвержде-
ния (леммы 2–6), с помощью которых в по-
следнем разделе доказывается теорема 3. Сим-
волы C1, C2, . . . означают некоторые положи-
тельные постоянные.

Основной результат
Прежде чем сформулировать теорему 3,

являющуюся основным результатом статьи,
представим несколько соотношений в надеж-
де, что они позволят читателю лучше понять
условия и утверждение этой теоремы. Снача-
ла приведем следующую лемму, представляю-
щую собой часть леммы 2 из статьи [4].

Лемма 1. Пусть N,n → ∞. Справедливы
следующие утверждения.

1. Если 0 < C1 � n/N � C2 <∞,

то 0 < C3 � λ � C4 < 1.

2. Если n/N → 0,

то λ =
np0
Np1

(1 + o(1)).

Из (4), (5) и леммы 1 нетрудно получить,
что функция λ/F (λ) при 0 � λ � 1 мо-
нотонно возрастает от 0 до 1, поэтому если
n/N � C2 <∞, то

λ

F (λ)
� C5 < 1. (9)

Из (7), формул (5.6), (5.7), (5.15), (5.17) ста-
тьи [4] и простейших свойств медленно меняю-
щихся функций вытекает, что при достаточно
больших r и сколь угодно малых δ > 0

1

rτ/(τ−1)+δ

(
λ

F (λ)

)r−1
� qr

� 1

rτ/(τ−1)−δ

(
λ

F (λ)

)r−1
. (10)

Выражения (9) и (10) позволяют оценить, при
каких соотношениях между стремящимися к
бесконечности N , n, r выполнено условие

Nqr →∞. (11)

Рассмотрим поведение дисперсии b2. Пред-
положим, что 0 < C1 � n/N � C2 <∞. Тогда
из (3)–(6) и первого утверждения леммы 1 сле-
дует, что

0 < C6 � b2 � C7 <∞. (12)

Пусть теперь n/N → 0. Тогда из (3)–(6) и вто-
рого утверждения леммы 1 находим, что

b2 � n

N
. (13)

Из (9), (10) очевидным образом следует, что
если r →∞, то

qr → 0, r2qr → 0. (14)

Отсюда и из (8), (12) находим, что если 0 <
C1 � n/N � C2 <∞, то при r →∞

σ2
rr ∼ qr. (15)
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Пусть n/N → 0. Из утверждения 2 лем-
мы 1, (10) и (13) видим, что при любом фик-
сированном k > 0 и любом δ > 0

rkqr
b2

� C8r
k−τ/(τ−1)+δ

(
λ

F (λ)

)r−2

= C8 exp

{
(r − 2) ln

(
λ

F (λ)

)
×
(
1 +

(
k − τ

τ − 1
+ δ

)
ln r

(r − 2) ln(λ/F (λ))

)}
.

Легко видеть, что последнее выражение стре-
мится к нулю, поэтому

rkqr
b2

→ 0 (16)

и из (8) опять получаем (15).
Обозначим

vr =
k −Nqr√

Nqr
.

Учитывая (15), нетрудно получить, что утвер-
ждение теоремы 1 можно изложить следую-
щим образом. Для целых неотрицательных k
равномерно относительно vr в любом фикси-
рованном конечном интервале

P{μr = k} = 1 + o(1)√
2πNqr

e−v
2
r/2.

Теперь сформулируем основной результат
статьи.

Теорема 3. Пусть N,n, r → ∞ так, что
n/N � C2 <∞, n3/N2 →∞ и выполнено усло-
вие (11). Пусть также

vr =
k −Nqr√

Nqr
= O(1). (17)

Тогда

P{μr = k} = 1√
2πNqr

e−v
2
r/2

×
(
1 +

3vr − v3r
6
√
Nqr

+
r2qr
2b2

(1− v2r )

+ O

(
Nrqr
n

+
N

n3/2
+

1

Nqr

))
.

Вспомогательные утверждения

Введем вспомогательные независимые слу-
чайные величины ν

(1)
r , . . . , ν

(N)
r такие, что

P{ν(i)r = k} = P{ν(i) = k|ν(i) �= r}, (18)

где i = 1, . . . N , k = 1, 2, . . . Пусть νN =

ν(1) + . . . + ν(N), ζ(r)S = ν
(1)
r + . . . + ν

(S)
r , где

S � N . В основе доказательства теоремы 1
лежит следующая лемма [4, лемма 1].

Лемма 2. Справедливо равенство

P{μr = k} =
(
N

k

)
qkr (1− qr)

N−k

× P{ζ(r)N−k = N + n− kr}
P{νN = N + n} .

В [4, лемма 3] показано, что распределения
сумм (νN −Na)/(b

√
N) слабо сходятся к стан-

дартному нормальному закону. Поскольку, в
силу (5), параметр λ распределения (3) зави-
сит от растущих N и n, суммы νN образуют
схемы серий. В работе [2] найдены условия,
при выполнении которых из слабой сходимо-
сти распределений серий сумм независимых
решетчатых случайных величин к нормально-
му закону следует локальная сходимость. По-
этому в [4] соответствующее доказательство
для νN было проведено путем проверки най-
денных в [2] условий. Задача оценки скорости
локальной сходимости к нормальному закону
распределений серий сумм решалась в теоре-
ме 5 статьи [2]. Для того чтобы сформулиро-
вать соответствующий результат, введем обо-
значение:

H(ν) = inf
1/4�d�1/2

H(ν, d), (19)

где
H(ν, d) = E〈ν∗d〉,

ν∗ означает симметризованную случайную ве-
личину ν, 〈x〉 – расстояние от x до ближайшего
целого числа.
Поскольку локальная теорема для νN в

условиях теоремы 1 доказана [4, лемма 4],
из [2, теорема 5 и следствие из нее] вытекает
такое уточнение этого результата.

Лемма 3. Пусть выполнены условия теоре-
мы 1 и u = (l −N − n)/(b

√
N). Тогда для на-

туральных l∣∣∣∣P{νN = l} − 1

b
√
2πN

e−u
2/2

∣∣∣∣ � Δ,

где

Δ � C9
Eν3

Nb2H(ν)
.
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В [4, равенство (5.7)] показано, что

qr =
λr−1

rF r(λ)
P{ξ1 + . . .+ ξr = r − 1},

где r = 1, 2, . . ., а ξ1, . . . , ξr – независимые оди-
наково распределенные по закону (1) случай-
ные величины. Отсюда, из (5) и леммы 1 сле-
дует, что если n/N � C2 <∞, то

0 < C10 � Eν3 � C11 <∞. (20)

Рассмотрим H(ν). Согласно лемме 1 из [2],

D(ν, d) � H(ν, d) � 4D(ν, d), (21)

где
D(ν, d) = inf

a∈R
E〈(ν − a)d〉2.

Расстояние от (ν − a)d до ближайшего цело-
го при любых a и d не превосходит единицы.
Следовательно,

D(ν, d) � 1. (22)

В лемме 2 [2] доказано, что при 1/4 � d � 1/2

D(ν, d) � d2

4

∞∑
k=1

min{P{ν = k},P{ν = k + 1}}.

(23)

Лемма 4. Пусть выполнены условия теоре-
мы 3, u = (l−N−n)/(b

√
N), где l – натураль-

ное число. Тогда

P{νN = l} = 1

b
√
2πN

e−u
2/2 +O

(
N

n2

)
.

Доказательство. Поскольку

P{ν = 1} = p0(λ), P{ν = 2} = p1(λ)p0(λ),

из (3), (23) и леммы 1 видим, что при d � 1/4

D(ν, d) � 1

64
p0(λ)p1(λ) > 0. (24)

Если 0 < C1 � n/N � C2 < ∞, то из (24)
следует, что

D(ν, d) � C12 > 0.

Отсюда и из (19), (21), (22), (24)

0 < C12 � H(ν) � 4. (25)

Из леммы 3, соотношений (12), (20), (25) сле-
дует утверждение леммы 4 при 0 < C1 �
n/N � C2 <∞.
Пусть n/N → 0. Из (3), (21), (24) и второго

утверждения леммы 1 получаем, что

H(ν) � C13
n

N
. (26)

Отсюда, из леммы 3 и соотношений (13), (20)
опять приходим к утверждению леммы 4.

Локальная сходимость распределений ζ(r)N−k
при r →∞ установлена в [4, лемма 6]. Пусть

S = N(1− qr)(1 + o(1)). (27)

Покажем, что для сумм вида ζ(r)S верно утвер-
ждение, подобное лемме 4 для νN . Обозначим

ar = Eν(1)r =
a− rqr
1− qr

,

b2r = Dν(1)r =
b2

(1− qr)2

(
1− qr − (a− r)2

b2
qr

)
.

(28)
Если N,n → ∞ так, что n/N � C2 < ∞,

то, используя (18), для E(ν
(1)
r )3 нетрудно по-

лучить оценку, аналогичную (20):

0 < C14 � E(ν(1)r )3 � C15 <∞. (29)

Из (14), (16) и (28) видим, что если r →∞, то
b2r ∼ b2. Но нам потребуется более точное со-
отношение между этими дисперсиями. Пусть
0 < C1 � n/N � C2 < ∞. Тогда, используя
(1)–(6) и первое утверждение леммы 1, нетруд-
но обнаружить, что

0 < C16 � a, b2 � C17 <∞. (30)

Из (28), (30) теперь находим, что

b2r = b2
(
1− r2

b2
qr +O

(
rqr

N

n

))
. (31)

Если n/N → 0, то из (5), (6) и второго
утверждения леммы 1 следует, что a → 1, и
из (13), (28) опять приходим к (31).
Следуя идее получения оценок (25), (26),

нетрудно проверить, что они остаются в силе
и для ν

(1)
r . Это значит, что в случае 0 < C1 �

n/N � C2 <∞

0 < C18 � H(ν(1)r ) � 4, (32)

а если n/N → 0, то

H(ν(1)r ) � C19
n

N
. (33)

Учитывая (27), (29), (32), (33) и заменяя в лем-
ме 3 N на S, a на ar и b2 на b2r , приходим к
следующему результату.
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Лемма 5. Пусть выполнены условия теоре-
мы 3, условие (27) и wr = (l − Sar)/(br

√
S),

где l – натуральное число. Тогда

P{ζ(r)S = l} = 1

br
√
2πS

e−w
2
r/2 +O

(
S

n2

)
.

Для доказательства теоремы 3 нам потре-
буется теорема 1 из [1, глава II, §5], в которой
дана оценка скорости сближения биномиаль-
ных вероятностей с нормальным законом.

Лемма 6. Если N → ∞, (1 + v6)/(Npq) → 0,
где 0 < p < 1, q = 1 − p, v = (k −Nq)/

√
Npq,

то (
N

k

)
qk(1− q)N−k =

1√
2πNpq

e−v
2/2

×
(
1 +

p− q

6
√
Npq

(3v − v3) +O

(
1 + v6

Npq

))
.

Доказательство основного
результата

Доказательство теоремы 3 опирается на ис-
пользование леммы 2. Полагая l = N + n в
лемме 4, получаем, что

P{νN = N + n} = 1

b
√
2πN

+O

(
N

n2

)
. (34)

Из (17) следует, что

k = Nqr + vr
√

Nqr, (35)

поэтому

N − k = N(1− qr)

(
1− vr

1− qr

√
qr
N

)
. (36)

Из (14) и (36) видим, что выполнены усло-
вия леммы 5. Полагая в ней l = N + n − kr,
S = N−k и используя (6), (28), (31), (35), (36),
прямыми вычислениями устанавливаем, что

w2
r =

v2rr
2qr
b2

+O

(
rqr

N

n

)
. (37)

Отсюда и из (16), (17)

e−w
2
r/2 = 1− v2rr

2qr
2b2

+O

(
rqr

N

n

)
. (38)

Таким образом, из (37), (38) и леммы 5 выте-
кает, что

P{ζ(r)N−k = N + n− kr} = 1

br
√

2π(N − k)

×
(
1− v2rr

2qr
2b2

+O

(
rqr

N

n

))
+O

(
N

n2

)
. (39)

Используя (13), (16), (31), (34), (39), не очень
сложно обнаружить, что

P{ζ(r)N−k = N + n− kr}
P{νN = N + n}

= 1 +
r2qr
2b2

(1− v2r ) +O

(
rqr

N

n
+

N

n3/2

)
. (40)

Теперь обратимся к лемме 6. Полагая в ней
q = qr и учитывая (14), (17), приходим к ра-
венству(

N

k

)
qkr (1− qr)

N−k =
1√

2πNqr(1− qr)
e−v

2/2

×
(
1 +

1− 2qr

6
√

Nqr(1− qr)
(3v − v3) +O

(
1

Nqr

))
,

(41)
при этом

v = vr

(
1 +

qr
2

+O(q2r )
)
. (42)

С помощью (17), (42) находим, что

1√
2πNqr(1− qr)

e−v
2/2 =

1√
2πNqr

e−v
2
r/2

×
(
1 +

1− v2r
2

qr +O(q2r )

)
, (43)

1 +
1− 2qr

6
√

Nqr(1− qr)
(3v − v3) +O

(
1

Nqr

)

= 1 +
3vr − v3r
6
√
Nqr

+O

(√
qr
N

+
1

Nqr

)
. (44)

Из (41)–(44) следует равенство(
N

k

)
qkr (1− qr)

N−k =
1√

2πNqr
e−v

2
r/2

×
(
1 +

3vr − v3r
6
√
Nqr

+
1− v2r

2
qr

+ O

(
q2r +

√
qr
N

+
1

Nqr

))
.

Отсюда, из (16), (40) и леммы 2 нетрудно по-
лучить утверждение теоремы 3.

Автор выражает глубокую благодарность
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