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Рассматриваются леса Гальтона –Ватсона с N корневыми деревьями и n некор-
невыми вершинами. Предполагается, что такие леса образуются критическим
ветвящимся процессом, в котором число прямых потомков каждой частицы
имеет распределение

pk =
h(k + 1)

(k + 1)τ
, k = 0, 1, 2, . . . , τ ∈ (2, 3),

где h(x) – медленно меняющаяся на бесконечности функция. Найдены пре-
дельные распределения числа деревьев заданного объема, если N,n → ∞,
n/N →∞.

К люч е вы е c л о в а: лес Гальтона –Ватсона; объем дерева; предельные теоре-
мы; число деревьев заданного объема

Для ци т и р о в а н и я: ПавловЮ. Л. Еще раз об объемах деревьев леса Гальто-
на –Ватсона // Труды Карельского научного центра РАН. 2026. № 6. С. 73–81.
doi: 10.17076/mat2296

Фин а н с и р о в а н и е. Финансовое обеспечение исследований осуществлялось
из средств федерального бюджета на выполнение государственного задания
КарНЦ РАН (Институт прикладных математических исследований КарНЦ
РАН).

Yu. L. Pavlov. MORE ON THE SIZES OF TREES IN THE
GALTON–WATSON FOREST
Institute of Applied Mathematical Research, Karelian Research Centre, Russian
Academy of Sciences (11 Pushkinskaya St., 185910 Petrozavodsk, Karelia, Russia)

Galton –Watson forests with N rooted trees and n nonroot vertices are considered.
It is assumed that such forests are formed by a critical branching process in which
the number of offsprings for each particle has the distribution

pk =
h(k + 1)

(k + 1)τ
, k = 0, 1, 2, . . . , τ ∈ (2, 3),

where the function h(x) is slowly varying at infinity. Some limit distributions of the
number of trees of a given size are found if N,n→∞, n/N →∞.
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Введение и основной результат

В статьях [3, 5] рассматривался лес Галь-
тона –Ватсона FN,n, состоящий из N упоря-
доченных корневых деревьев и содержащий
N + n вершин. Предполагалось, что такой лес
образован начинающимся с N частиц крити-
ческим ветвящимся процессом G, а случайная
величина ξ, равная числу прямых потомков
каждой частицы, имеет распределение

pk = P{ξ = k} = h(k + 1)

(k + 1)τ
, (1)

где k = 0, 1, 2, . . ., τ ∈ (2, 3), а h(x) – медленно
меняющаяся на бесконечности функция. По-
скольку процесс G критический, распределе-
ние (1) удовлетворяет условию

Eξ = 1. (2)

Кроме того, из (1) следует, что дисперсия ξ
бесконечна. Далее будем считать, что для слу-
чайной величины ξ верно равенство (2).
Случайный лес FN,n состоит из множества

траекторий процесса G таких, что общее число
частиц, существовавших до вырождения про-
цесса, равно N + n. Распределение вероятно-
стей на этом множестве естественным обра-
зом генерируется процессом G. Объемом де-
рева называется число его вершин, включая
корень.
Обозначим μr случайную величину, равную

числу деревьев объема r в FN,n. В [5] были
впервые доказаны теоремы о предельном по-
ведении μr при различном характере стремле-
ния N и n к бесконечности, в том числе при
фиксированных или стремящихся к бесконеч-
ности r. Заметим, что в случае N,n→∞ так,
что n/N → ∞, предельные распределения μr

удалось получить только при весьма медлен-
ном росте отношения n/N . В дальнейшем, в
статье [3], была предпринята попытка суще-
ственно расширить область применения полу-
ченных в [5] результатов. Это удалось сделать,
но условия, при которых верны доказанные
в [3] теоремы, по-прежнему не были оптималь-
ными.

Для того чтобы сформулировать один из
полученных в [3] результатов, введем необхо-
димые понятия и обозначения. Техника до-
казательств теорем статей [3, 5] и настоящей
статьи в значительной степени опирается на
использование свойств сопровождающего G
вспомогательного ветвящегося процесса G(λ).
Для того чтобы описать процесс G(λ), введем
случайную величину ξ(λ), имеющую распре-
деление

pk(λ) = P{ξ(λ) = k} = λkpk
F (λ)

, (3)

где k = 0, 1, 2, . . . , 0 < λ < 1 и

F (z) =

∞∑
k=0

pkz
k. (4)

Введем случайный процесс G(λ), отличаю-
щийся от G только тем, что число непо-
средственных потомков каждой частицы име-
ет распределение (3), а не (1). Обозначим
m = Eξ(λ). В качестве значения парамет-
ра λ распределения (3) далее будем исполь-
зовать единственное решение уравнения m =
n/(N + n). Тогда из (4) следует, что

m =
λF ′(λ)
F (λ)

=
n

N + n
. (5)

Очевидно, что процесс G(λ), как и про-
цесс G, состоит из N независимых на-
чинающихся с одной частицы подпроцес-
сов G1(λ), . . . , GN (λ). Обозначим ν(1), . . . , ν(N)

независимые случайные величины, равные
числам частиц, существовавших в подпроцес-
сах G1(λ), . . . , GN (λ) соответственно до их вы-
рождения.
Пусть σ2 = Dξ(λ), a = Eν(1), b2 = Dν(1).

В [6, формулы (2.7)] показано, что

a =
1

1−m
, b2 =

σ2

(1−m)3
, (6)

где m определено в (5). Обозначим

qk = P{ν(1) = k}, k = 1, 2, . . . , (7)
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и пусть

σ2
rr = qr

(
1− qr − (a− r)2

b2
qr

)
. (8)

Для случая N,n→∞ так, что n/N →∞, в [5,
теорема 1] доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть r – фиксированное нату-
ральное число, а N,n → ∞ так, что n/N →
∞ и существуют такие положительные чис-
ла Δ, v, где v < 1/2, что( n

N

)2
= O

(
Nv(1− λ)1+Δ

)
. (9)

Тогда для целых положительных k равномер-
но относительно ur = (k − Nqr)/(σrr

√
N) в

любом фиксированном конечном интервале

P{μr = k} = 1 + o(1)

σrr
√
2πN

e−u
2
r/2.

Это утверждение остается справедливым и
при r →∞, если

r = O
( n

N

)
.

В [3, с. 106] отмечается, что если N,n→∞,
то λ ↑ 1 и условие (9) может быть выполнено,
только если n = O(N7/6). Это значит, что тео-
рема 1 справедлива, если отношение n/N стре-
мится к бесконечности очень медленно. Более
точно необходимую скорость можно себе пред-
ставить, если разность 1− λ в (9) оценить, ис-
пользуя лемму 4 из [3], согласно которой

1− λ ∼
(
− N

nΓ(2− τ)h(1/(1− λ))

)1/(τ−2)
,

(10)
где Γ(2−τ) – значение гамма-функции в точке
2−τ. Заметим также, что в конкретных ситуа-
циях проверка условия (9) не всегда является
легкой задачей.
В статье [3] была предпринята попытка по-

лучить результат, аналогичный теореме 1, но
при более простых условиях. Вместо условия
(9) предполагалось, что N,n→∞, n/N→∞ и

n

N τ−1 → 0. (11)

Кроме того, в [3] медленно меняющаяся функ-
ция h(x) из распределения (1) подчинялась
условию

h(x)→ D, (12)

где D > 0 – некоторая постоянная. В [3] дока-
зана следующая теорема.

Теорема 2. Пусть r – фиксированное нату-
ральное число, а N,n → ∞ так, что n/N →
∞ и выполнены условия (11), (12). Тогда для
целых положительных k равномерно относи-
тельно vr = (k −Nqr)/

√
Nqr(1− qr) в любом

фиксированном конечном интервале

P{μr = k} = 1 + o(1)√
2πNqr(1− qr)

e−v
2
r/2.

Это утверждение остается справедливым и
при r →∞, если

r = O

(( n

N

)(τ−1)/(τ−2))
.

Основным результатом настоящей статьи
является доказанная ниже теорема 3 о пре-
дельном поведении случайных величин μr без
условия (12). В теореме 3 предполагается, что
r – фиксированное число. Доказать подобный
результат при r →∞ пока не удалось, и автор
надеется, что эта задача в дальнейшем будет
решена.

Теорема 3. Пусть r – фиксированное нату-
ральное число, а N,n → ∞ так, что n/N →
∞ и существует γ > 0 такое, что

n

N τ−1−γ → 0. (13)

Тогда для целых положительных k рав-
номерно относительно wr = (k −
Nqr)/

√
Nqr(1− qr) в любом фиксированном

конечном интервале

P{μr = k} = 1 + o(1)√
2πNqr(1− qr)

e−w
2
r/2.

Статья состоит из трех разделов. В
следующем разделе получены вспомогатель-
ные утверждения (леммы 1–6), с помощью
которых в третьем разделе доказывается
теорема 3.

Вспомогательные результаты
Приводимые ниже леммы формулируются

и доказываются подобно вспомогательным ре-
зультатам статьи [3]. Поэтому в некоторых ме-
стах мы ограничимся ссылками на получен-
ные в [3, 5] промежуточные выражения, по-
дробно описывая только выкладки, в которых
новое условие (13) заменяет (11) и (12).
Метод доказательства теоремы 3 в зна-

чительной степени опирается на использова-
ние так называемой обобщенной схемы раз-
мещения частиц по ячейкам, введенной и по-
дробно изученной В. Ф. Колчиным [2]. Обо-
значим ν1(F), . . . , νN (F) случайные величины,
равные объемам деревьев рассматриваемого
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леса Гальтона –Ватсона, имеющих корни с
номерами 1, . . . , N соответственно. Пусть νN
означает число частиц, существовавших в про-
цессе G(λ) за все время его эволюции, следо-
вательно, νN = ν(1) + . . . + ν(N). Известно [5,
равенство (3.1)], что для двух наборов случай-
ных величин ν1(F), . . . , νN (F) и ν(1), . . . , ν(N)

выполнены условия обобщенной схемы разме-
щения и верно следующее утверждение.

Лемма 1. Справедливо равенство

P{ν1(F) = k1, . . . , νN (F) = kN}
= P{ν(1) = k1, . . . , ν

(N) = kN |νN = N + n}.
Заметим, что, как это обычно встреча-

ется при использовании обобщенной схемы
для решения различных комбинаторных за-
дач, утверждение леммы 1 справедливо при
любых значениях параметра λ, 0 < λ � 1. По-
этому при исследовании случайных лесов в ря-
де случаев целесообразно использовать ветвя-
щийся процесс G(λ), выбирая значение λ, наи-
более удобное для проведения необходимых
вычислений.
Пусть ν

(1)
r , . . . , ν

(N)
r означают независимые

случайные величины такие, что

P{ν(i)r = k} = P{ν(i) = k|ν(i) �= r}, (14)

где k = 1, 2, . . ., i = 1, . . . , N . Обозначим ζ
(r)
S =

ν
(1)
r + . . .+ ν

(S)
r , где S � N . В [2, гл. I, §2, лем-

ма 1] показано, что из леммы 1 и (14) следует
такой результат.

Лемма 2. Справедливо равенство

P{μ = k} =
(
N

k

)
qkr (1− qr)

N−k

× P{ζ(r)N−k = N + n− kr}
P{νN = N + n} .

Далее рассмотрим предельное поведение
суммы νN . Обозначим ψN (t) характеристи-
ческую функцию случайной величины (νN −
aN)/(b

√
N).

Лемма 3. Пусть N,n→∞ так, что n/N →
∞ и выполнено условие (13). Тогда ψN (t) →
e−t2/2 при любом фиксированном t.

Доказательство. Обозначим ϕ(t) характери-
стическую функцию случайной величины ν(1).
В [5, формула (4.3)] показано, что

lnψN (t) = − t2

2
+

t3

6b3
√
N

Q

(
t

b
√
N

)
, (15)

где
|Q(t)| � 2 max

|s|�|t|
|(lnϕ(s))′′′s |. (16)

Из (15) видим, что для доказательства леммы
достаточно установить соотношение

t3

6b3
√
N

Q

(
t

b
√
N

)
→ 0. (17)

Используя (3), (5), (6) и применяя тауберову
теорему [6, гл. XIII, §5, теорема 5], находим,
что

b2 �
( n

N

)3
(1− λ)τ−3h

(
1

1− λ

)
. (18)

В [5, формула (4.8)] был найден явный вид
выражения (lnϕ(t))′′′t . Поскольку это выраже-
ние весьма громоздко, здесь оно не приводит-
ся. Кроме того, там найдена и оценка модуля
этого выражения [5, формула (4.9)]. Эту оцен-
ку нетрудно уточнить, если к содержащимся
в [5, формула (4.8)] производным производя-
щей функции распределения (3) опять, как и
при получении (18), применить тауберову тео-
рему. Тогда

|(lnϕ(t))′′′t | �
( n

N

)5
(1− λ)2τ−6h

(
1

1− λ

)
.

(19)
Отсюда и из (10), (16), (18) находим, что

1

b3
√
N

Q

(
t

b
√
N

)

= O

((
n

N τ−1h
5−2τ

(
1

1− λ

))1/(2τ−4))

и из (13) следует (17), что и завершает дока-
зательство леммы 3.

В следующей лемме доказывается, что на
самом деле имеет место локальная сходи-
мость распределений сумм νN к нормальному
закону.

Лемма 4. Пусть выполнены условия лем-
мы 3. Тогда для натуральных l равномерно
относительно u = (l − N − n)/(b

√
N) в лю-

бом фиксированном конечном интервале

P{νN = l} = 1 + o(1)

b
√
2πN

e−u
2/2.
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Доказательство. Следуя стандартной схеме
доказательства локальных предельных тео-
рем (например, [1, теорема 4.2.1]), представим
вероятность P{νN = k} по формуле обраще-
ния в виде интеграла

P{νN = k} = (2πb
√
N)−1

∫ πb
√
N

−πb√N
e−iutψN (t)dt.

(20)
Поскольку

(2π)−1/2e−u
2/2= (2π)−1

∫ ∞

−∞
exp{−iut− t2/2}dt,

(21)
используя (20), (21), представим разность

R = 2π(b
√
NP{νN = l} − (2π)−1/2e−u

2/2)

в виде суммы R = I1 + I2 + I3 + I4 + I5, где

I1 =

∫ A

−A
e−iut(ψN (t)− e−t

2/2)dt,

I2 =

∫
A<|t|�εL

e−iutψN (t)dt,

I3 =

∫
εL<|t|�εb

√
N
e−iutψN (t)dt,

I4 =

∫
εb
√
N<|t|�πb

√
N
e−iutψN (t)dt,

I5 = −
∫
A<|t|

exp{−iut− t2/2}dt, (22)

L =

∣∣∣∣b3√NQ−1
(

1

b
√
N

)∣∣∣∣ , (23)

а положительные постоянные A и ε будут вы-
браны позднее.
Очевидно, что лемма 4 справедлива, если

R → 0. Для доказательства этого соотноше-
ния рассмотрим отдельно каждый из перечис-
ленных в (22) интегралов. Из леммы 3 следу-
ет, что I1 → 0 при любом фиксированном A.
Понятно, что I5 можно сделать сколь угодно
малым выбором достаточно большого A. Хо-
рошо известно, что в области интегрирования
I4 справедливо неравенство∣∣∣∣ϕ( t

b
√
N

)∣∣∣∣ � e−C1 ,

здесь и далее символы C1, C2, . . . означают не-
которые положительные постоянные. Отсюда

|ψN (t)| � e−C1N

и из (10), (13), (18) находим, что I4 → 0. Из
разложения (15) и из (23) следует, что при до-
статочно малом ε в области интегрирования I2

|ψN (t)| � e−C3t2 ,

следовательно, интеграл I2 можно сделать
сколь угодно малым выбором достаточно
большого A.
Осталось рассмотреть I3. Для получения

необходимой оценки будем следовать доказа-
тельству леммы 4 из [2, гл. II, §4]. Обозначим
U(z) и Fλ(z) производящие функции случай-
ных величин ν(1) и ξ(λ) соответственно. Хоро-
шо известно [2, гл. II, §4, лемма 1], что

U(z) = zFλ(U(z)).

Поскольку λ < 1, функция Fλ(z) имеет все
производные и при |z| � 1 она может быть
представлена следующим образом:

Fλ(z) = 1 + F ′λ(1)(z − 1)

+
F ′′λ (1)(1 + γ(z))

2
(z − 1)2,

где
F ′λ(1) =

n

N + n
,

а γ(z) → 0 при z → 1. Отсюда и из предыду-
щего равенства

U(z) = z
(
1 + F ′λ(1)(U(z)− 1)

+
F ′′λ (1)(1 + γ(z))

2
(U(z)− 1)2

)
.

Разрешая это квадратное уравнение относи-
тельно U(z) и выбирая ветвь корня из условия
0 � U(z) � 1 для действительных z, 0 � z � 1,
получаем

U(z) = 1−A(N,n)(1 + o(1))

−
√

A2(N,n)− 2(z − 1)(1 + o(1))

zF ′′λ (1)
(1 + o(1)),

(24)
где

A(N,n) =
z − 1

zF ′′λ (1)
− N

(N + n)F ′′λ (1)
.

Положим

z=exp

{
it

b
√
N

}
=cos

(
t

b
√
N

)
+ i sin

(
t

b
√
N

)
.

(25)
Нетрудно видеть, что интеграл I3 можно пред-
ставить в виде суммы I3 = I ′3 + I ′′3 , где в об-
ласти интегрирования I ′3 верно соотношение
z − 1 = o(N/n) и N/n = O(z − 1) в области
интегрирования I ′′3 .
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Рассмотрим I ′3. Из (24)

U(z) = 1 +
N(1 + o(1))

(N + n)F ′′λ (1)

(
1− n

N
(z − 1)

−
√

1− 2

(
N + n

N

)2

F ′′λ (1)(z − 1)(1 + o(1))

⎞⎠ .

(26)
Обозначим для краткости

B = B((N,n) = 2

(
N + n

N

)2

F ′′λ (1)(1 + o(1)).

Используя (3), (4) и опять применяя тауберову
теорему, находим, что

F ′′λ (1) ∼
Γ(3− τ)

(1− λ)3−τ
h

(
1

1− λ

)
. (27)

Ясно, что √
1−B(z − 1)

=

√
1 +B

(
1− cos

(
t

b
√
N

))
− iB sin

(
t

b
√
N

)
.

Отсюда √
1−B(z − 1)

= R1/2

(
cos

(
α+ 2πk

2

)
+ i sin

(
α+ 2πk

2

))
,

(28)
где k = 0, 1.

R =

∣∣∣∣1 +B

(
1− cos

(
t

b
√
N

))
− iB sin

(
t

b
√
N

)∣∣∣∣
=

∣∣∣∣1 + 2B(1 +B)

(
1− cos

(
t

b
√
N

))∣∣∣∣1/2 ,
α = arctg

Im(W )

1 +Re(W )
,

W = B

(
1− cos

(
t

b
√
N

))
− iB sin

(
t

b
√
N

)
.

Обозначим

D = D(N,n) =
N

(N + n)F ′′λ (1)
.

Тогда из (26), (28)

ϕ

(
t

b
√
N

)
= 1−D(1 + o(1))

×
(
R1/2 cos

(α
2
+ πk

)
− 1

+
n

N

(
cos

(
t

b
√
N

)
− 1

))
− iD(1 + o(1))

(
R1/2 sin

(α
2
+ πk

)
+

n

N
sin

(
t

b
√
N

))
.

Далее, для того чтобы с помощью этого ра-
венства оценить |ϕ(t/(b√N)|, соберем вместе
(10), (16), (18), (19), (23), (26), (27), (28). Учи-
тывая, что |t/(b√N)| > εL, t/(b

√
N) → 0 и

проводя непосредственные вычисления, хотя и
громоздкие, но элементарные, получаем, что
D → 0 и существует C3 > 0 такое, что

R1/2 cos
(α
2
+ πk

)
> 1 + C3h

ρ

(
1

1− λ

)
,

где ρ = 2, если функция h(x) ограничена, и
ρ = 1/2, если h(x)→∞ при x→∞. Тогда∣∣∣∣ϕ( t

b
√
N

)∣∣∣∣2 < 1− C4Dhρ
(

1

1− λ

)
,

следовательно,∣∣∣∣ϕ( t

b
√
N

)∣∣∣∣ � exp

{
−C5

N

nF ′′λ (1)
hρ
(

1

1− λ

)}
.

(29)
Поэтому

|I ′3| � 2b
√
N exp

{
−C5

N2

nF ′′λ (1)
hρ
(

1

1− λ

)}
.

Из этого неравенства, (10), (13), (18) и (27)
следует, что I ′3 → 0.
Пусть теперь N/n = O(z−1) и рассмотрим

I ′′3 . Из (24) получаем, что

U(z) = 1−
√
−2(z − 1)

F ′′λ (1)
(1 + o(1)).

Отсюда и из (25)

U(z) = 1−
√
− 2it

b
√
NF ′′λ (1)

(1 + o(1))

= 1−
√

|t|
b
√
NF ′′λ (1)

(
1− i

t

|t|
)
(1 + o(1)).

Это значит, что∣∣∣∣ϕ( t

b
√
N

)∣∣∣∣ � exp

{
−C6

√
|t|

b
√
NF ′′λ (1)

}
.
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Из этого неравенства и из (10), (16), (18), (23),
(27) следует, что в области интегрирования I ′′3
для любых δ > 0∣∣∣∣ϕ( t

b
√
N

)∣∣∣∣ � exp

{
−C7

(
N

n

)(1+δ)/(τ−2)}
.

(30)
Тогда

|I ′′3 | � 2εb
√
N

× exp

{
−C7

(
N τ−1+δ

n1+δ

)1/(τ−2)}
.

Отсюда и из (13), (18) находим, что I ′′3 → 0
при достаточно малых δ > 0.

Для того чтобы описать предельное пове-
дение ζ(r)S , введем обозначения

ar = Eν(1)r =
a− rqr
1− qr

,

b2r = Dν(1)r =
b2

(1− qr)2

(
1− qr − (a− r)2

b2
qr

)
,

(31)
где a и b определены в (6). Пусть ψ

(r)
S (t) озна-

чает характеристическую функцию случайной
величины (ζ

(r)
S − Sar.)/(br

√
S).

Лемма 5. Пусть выполнены условия теоре-
мы 3 и

S = N(1− qr)(1 + o(1)). (32)

Тогда ψ
(r)
S (t)→ e−t2/2 при любом фиксирован-

ном t.

Доказательство. Обозначим ϕr(t) характе-
ристическую функцию случайной величины
ν
(1)
r (t). Как и в доказательстве леммы 7 из [3],

lnψ
(r)
S (t) = − t2

2
+

t3

6b3
√
S
Qr

(
t

br
√
S

)
, (33)

где
|Qr(t)| � 2 max

|s|�|t|
|(lnϕr(s))

′′′
s |. (34)

Согласно (33), достаточно показать, что

t3

6b3
√
S
Qr

(
t

br
√
S

)
→ 0. (35)

Понятно, что

ϕr(t) =
ϕ(t)− qre

itr

1− qr
, (36)

где qr определено в (7). В [4, гл. 2, §3, форму-
ла (3) и гл. 3, §2, формула (3)] были найдены

явные выражения для (lnϕ(t))′′′t и (lnϕr(t))
′′′
t

соответственно. Указанные формулы здесь не
приводятся, поскольку они весьма громоздки.
С помощью этих формул путем проведения
необходимых вычислений можно показать (см.
также [5, формула (5.23)]), что

|(lnϕr(t))
′′′
y | � |(lnϕ(t))′′′t |+ r3qr. (37)

В [5, формула (5.9)] установлено, что для фик-
сированных r

0 < C8 � qr � C9 < 1. (38)

Теперь покажем, что

b2r � b2. (39)

Из (31) следует, что для доказательства (39)
достаточно установить, что

(a− r)2

b2
qr → 0. (40)

Используя (5) и (18), находим, что

a2

b2
� C10(1− λ)3−τ−ε

N

n

×
((

1

1− λ

)ε

h

(
1

1− λ

))−1
.

Отсюда, учитывая свойства медленно меняю-
щихся на бесконечности функций и выбирая,
например, ε = (3− τ)/2, при n/N →∞ и λ ↑ 1
получим

a2

b2
qr → 0. (41)

Это соотношение, вместе с (38), показывает,
что (40), а вместе с ним и (39), верно при фик-
сированных r. Тогда из (17), (18), (34), (37),
(39) следует (35).

Замечание. Из (8), (40) и (41) следует, что
σ2
rr ∼ qr(1− qr). Это значит, что утверждения
теорем 1 и 3 эквивалентны.

Теперь покажем, что для ζ
(r)
S имеет место

и локальная сходимость.

Лемма 6. Пусть верно (32) и выполне-
ны условия теоремы 3. Тогда для натураль-
ных l равномерно относительно yr = (l −
Sar)/(br

√
S) в любом фиксированном конеч-

ном интервале

P{ζ(r)S = l} = 1 + o(1)

br
√
2πS

e−y
2
r/2.
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Доказательство. Следуя доказательству
леммы 5 из [3], представим вероятность
P{ζ(r)S = l} по формуле обращения в виде
интеграла

P{ζ(r)S = l} = 1

2πbr
√
S

∫ πbr
√
S

−πbr
√
S
e−iyrtψ

(r)
S (t)dt.

Используя это равенство и (21), представим
разность

Rr = 2π(br
√
SP{ζ(r)S = l} − (2π)−1/2e−y

2
r/2)

в виде суммы пяти интегралов

I1 =

∫ A

−A
e−iyrt(ψ

(r)
S (t)− e−t

2/2)dt,

I2 =

∫
A<|t|�εεLr

e−iyrtψ
(r)
S (t)dt,

I3 =

∫
εLr<|t|�εbr

√
S
e−iyrtψ

(r)
S (t)dt,

I4 =

∫
εbr
√
S<|t|�πbr

√
S
e−iyrtψ

(r)
S (t)dt,

I5 = −
∫
A<|t|

exp{−iyrt− t2/2}dt, (42)

Lr = b3r
√
SQ−1r

(
1

br
√
S

)
, (43)

а положительные постоянные A и ε будут вы-
браны позднее.
Понятно, что если Rr → 0, то лемма 6 вер-

на. В силу леммы 5 при любом фиксированном
A верно соотношение I1 → 0. Нетрудно прове-
рить, собирая (16), (18), (19), (23), (37), (42),
(43), что интегралы I2, I4, I5 оцениваются так
же, как и одноименные интегралы в доказа-
тельстве леммы 4.
Рассмотрим I3. Из (36) следует, что

|ϕr(t)| = |ϕ(t)|
∣∣∣∣1− ϕ−1(t)qreitr

1− qr

∣∣∣∣ . (44)

В области интегрирования I3 при фиксиро-
ванных r величину tr/(br

√
S) можно сделать

сколь угодно малой выбором достаточно мало-
го ε. Используя это и равенство (27), несложно
показать, что∣∣∣∣1− ϕ−1

(
t

br
√
S

)
qr exp

{
itr

br
√
S

}∣∣∣∣ � 1− qr.

Отсюда и из (44)∣∣∣∣ϕr

(
t

br
√
S

)∣∣∣∣ � ∣∣∣∣ϕ( t

br
√
S

)∣∣∣∣

и I3 с помощью (29), (30) оценивается так же,
как одноименный интеграл в доказательстве
леммы 4.

Доказательство теоремы 3

В условиях теоремы 3

k = Nqr + wr

√
Nqr(1− qr) (45)

и
N − k = N(1− qr)(1 + o(1)). (46)

Из леммы 4

P{νN = N + n} ∼ (b
√
2πN)−1. (47)

В утверждении леммы 6 положим l = N +
n−kr и S = N −k. Тогда, учитывая (18), (39),
(45), (46), находим, что

P{ζ(r)N−k = N + n− kr} ∼ (b
√
2πN)−1.

Отсюда и из (47)

P{ζ(r)N−k = N + n− kr}
P{νN = N + n} → 1. (48)

Известно, что если Nqr(1−qr)→∞, то для
биномиальных вероятностей справедливо нор-
мальное приближение:(

N

k

)
qkr (1− qr)

N−k

=
1 + o(1)√

2πNqr(1− qr)
exp

{
− (k −Nqr)

2

2Nqr(1− qr)

}
(49)

равномерно относительно

k −Nqr√
Nqr(1− qr)

в любом фиксированном конечном интерва-
ле. Из (38) следует, что в условиях теоремы 3
Nqr(1− qr)→∞. Поэтому из леммы 2, (48) и
(49) получаем утверждение теоремы 3.

Автор выражает глубокую благодарность
рецензенту за очень полезные замечания.
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