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Пусть r, r1 – целые неотрицательные числа, r < r1, η1, . . . ηN – обобщен-
ная схема размещения (r1 − r)n + rN частиц по N ячейкам, определенная
независимыми случайными величинами ξ1, . . . ξN , которые имеют распреде-
ление степенного ряда, определенное рядом

∑∞
k=0

bkβ
k

k! , случайный процесс
X

{r1}
n,N (t) =

∑[tN ]
i=1 I{ηi=r1}, 0 � t � 1, Fn – эмпирический процесс с парамет-

ром n. Показано, что если n, r, r1 – фиксированные числа и выполнено условие
Ar(r1): bk = 0, k < r, br > 0, bk = 0, r < k < r1, br1 > 0, то при N → ∞ cлу-
чайные процессы X

{r1}
n,N cходятся по распределению в пространстве Скорохода

к cлучайному процессу nFn.

К люч е вы е c л о в а: обобщенная схема размещения; функциональная пре-
дельная теорема; пространство Скорохода; броуновский мост; эмпирический
процесс
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Let r, r1 be integer nonnegative numbers such that r < r1. Let η1, . . . ηN be a general
allocation scheme of (r1 − r)n + rN particles by N cells, defined by independent
random variables ξ1, . . . ξN which have power series distribution defined by the series∑∞

k=0
bkβ

k

k! . Denote: the random process X
{r1}
n,N (t) =

∑[tN ]
i=1 I{ηi=r1}, 0 � t � 1, Fn

is an empirical process with the parameter n. It proved that if n, r and r1 are fixed
numbers and the condition Ar(r1): bk = 0, k < r, br > 0, bk = 0, r < k < r1, br1 > 0,
is valid, then as N → ∞ the random processes X

{r1}
n,N converge in distribution in

Skorokhod space to nFn.
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Введение
Мы будем использовать понятие обобщен-

ной схемы размещения, введенное В. Ф. Кол-
чиным в [5]. Неотрицательные целочислен-
ные случайные величины η1, . . . , ηN образу-
ют обобщенную схему размещения n частиц
по N ячейкам, если существуют такие неза-
висимые одинаково распределенные неотрица-
тельные целочисленные случайные величины
ξ1, ξ2, . . . , ξN , что их совместное распределение
имеет вид

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN}
= P

{
ξ1= k1, . . . , ξN = kN

∣∣∣∣∑N

i=1
ξi= n

}
,

где k1, k2, . . . , kN – такие неотрицательные це-
лые числа, что k1 + k2 + · · ·+ kN = n.
Различные схемы дискретной теории веро-

ятностей, такие как случайные леса, случай-
ные перестановки, случайные размещения, ур-
новые схемы, являются частными случаями
обобщенной схемы размещения [6, 7].
Пространством Скорохода D[0, 1] называ-

ется множество функций, определенных на от-
резке [0, 1], имеющих пределы слева и непре-
рывных справа, наделенное метрикой

ρ(x, y) = inf
λ

max

{
sup
t∈[0,1]

|x(λ(t))− y(t)|,

sup
t∈[0,1]

|λ(t)− t|
}
, x, y ∈ D[0, 1].

Здесь инфимум берется по всем строго возрас-
тающим непрерывным отображениям отрезка
[0, 1] на [0, 1] (см. [1, 2]).
Будем использовать следующие обозначе-

ния: D→ – сходимость по распределению в
пространстве Скорохода, W0 – броуновский
мост,N0 – множество неотрицательных целых
чисел.
Пусть

B(β) =

∞∑
k=0

bk
k!
βk, β ∈ (0, R), − (1)

ряд c неотрицательными коэффициентами, хо-
тя бы один из которых не равен нулю, имею-
щий радиус сходимости R > 0. Случайные ве-
личины ξi = ξi(β), 1 � i � N , имеют распреде-
ление степенного ряда, если их распределение
имеет вид

pk = pk(β) = P{ξi = k}= bkβ
k

k!B(β)
, k∈N0, (2)

где число β ∈ (0, R). В [3, 4] изучалась сходи-
мость сумм SN = SN (β) =

∑N
i=1 ξi(β), N ∈ N.

Пусть r, r1 – целые неотрицательные числа
такие, что r < r1. Для последовательности ко-
эффициентов ряда (1) мы будем использовать
свойство Ar(r1) :

b0 = 0, . . . , br−1 = 0, br > 0,

br+1 = 0, . . . , br1−1 = 0, br1 > 0.

Cвойство A0(r1) введено В. Ф. Колчиным
и А. В. Колчиным в [4].
Случайные величины ξi = ξi(β), 1 � i � N ,

имеющие распределение степенного ряда, не
являются константами тогда и только тогда,
когда для некоторых r < r1 выполнено свой-
ство Ar(r1). И, рассматривая случайные вели-
чины с распределением степенного ряда, мы
будем предполагать, что для некоторых r < r1
выполнено свойство Ar(r1).

Замечание. Пусть η1, . . . , ηN – обобщенная
схема размещения n частиц по N ячейкам со
случайными величинами ξ1, ξ2, . . . , ξN , имею-
щими распределение степенного ряда. Тогда

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN}

=

N∏
i=1

bki

(ki)!∑
{k′

i∈N0, 1�i�N, k′
1+k′

2+···+k′
N=n}

∏N
i=1

bk′
i

(k′
i)!

,

где k1, k2, . . . , kN – такие неотрицательные це-
лые числа, что k1 + k2 + · · · + kN = n. По-
этому в действительности распределение схе-
мы η1, . . . , ηN не зависит от β.
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Случайный процесс

Fn(t) =
1

n

n∑
i=1

I{ζi<t}, 0 � t � 1,

где ζi, 1 � i � n – независимые случайные ве-
личины, имеющие равномерное распределение
на интервале [0, 1], называется эмпирическим
процессом.
Пусть r – целое неотрицательное число. В

работе мы будем изучать сходимость по рас-
пределению в пространстве Скорохода случай-
ных процессов

X
{r}
n,N (t) =

[tN ]∑
i=1

I{ηi=r}, 0 � t � 1,

к эмпирическому процессу, где обобщенная
схема размещения η1, . . . , ηN определяется
случайными величинами ξ1, ξ2, . . . , ξN , имею-
щими распределение степенного ряда. Заме-
тим, что случайная величина X

{r}
n,N (t) – число

ячеек cреди первых [tN ] ячеек, содержащих r
частиц, в обобщенной схеме размещения n ча-
стиц по N ячейкам.
В работе [8] изучалась сходимость по рас-

пределению случайных процессов

Xn,N (t) =

[tN ]∑
i=1

ηi, 0 � t � 1.

В частности, в [8] доказана теорема.

Теорема А. Пусть η1, . . . , ηN – обобщенная
схема размещения rn частиц по N ячейкам,
где r – фиксированное натуральное число, со
случайными величинами ξ1, ξ2, . . . , ξN , имею-
щими распределение степенного ряда cо свой-
ством A0(r). Если n фиксировано, а N → ∞,
то

Xn,N

r

D→ nFn. (3)

В настоящей работе получены аналоги тео-
ремы А для случайных процессовX{r}

n,N . Их до-
казательства основаны на доказательстве бли-
зости в пространстве Скорохода распределе-
ний случайных процессов rX

{r}
n,N и Xn,N , что

дает возможность использовать теорему А.
В следующем примере приведен случай,

когда случайные процессы rX
{r}
n,N и Xn,N

совпадают.

Пример. Рассмотрим обобщенную схему раз-
мещения rn частиц по N ячейкам со случай-
ными величинами ξi = rIAi

, 1 � i � N , где
IAi

– индикаторы независимых равновероят-
ных событий Ai таких, что 0 < P(Ai) < 1.
Случайные величины ξi имеют распределение

cтепенного ряда, определенное функцией
B(β) = b0 + br

r!β
r. Вероятность P{ξ1 + ξ2 +

· · · + ξN = rn} = 0 при n > N . Поэтому фор-
мула (1) не имеет смысла. При n = N ηi = r,
1 � i � N . Таким образом, этот случай также
не представляет интереса. Пусть n < N . То-
гда каждая ячейка содержит 0 или r частиц
и rX

{r}
n,N (t) – количество частиц, содержащих-

ся в первых [tN ] ячейках. То есть случайные
процессы rX

{r}
n,N и Xn,N cовпадают. Поэтому,

по теореме 7 из [8], если n фиксировано, а
N →∞, то

X
{r}
n,N

D→ nFn.

Будем считать β таким, что Eξi(β) = rn
N ,

т. е. rpr(β) = rn
N . Так как

n
N < 1, это урав-

нение имеет решение, и оно единственно. То-
гда дисперсия случайной величины ξi(β) рав-
на σ2(β) = r2 n

N (1− n
N ). Рассмотрим случайные

процессы

Y
{r}
n,N (t) =

X
{r}
n,N (t)− [tN ] nN√

n(1− n
N )

, 0 � t � 1,

и

Yn,N (t) =
Xn,N (t)− [tN ]Eξi(β)√

Nσ(β)
, 0 � t � 1.

Тогда

Y
{r}
n,N (t) =

rX
{r}
n,N (t)− [tN ] rnN√
Nr2 n

N (1− n
N )

= Yn,N (t),

где 0 � t �1. То eсть случайные процессы Y
{r}
n,N

и Yn,N cовпадают. Поэтому, по теореме 4 из [8],
если n,N →∞ так, что n

(
1− n

N

)→∞, то

Y
{r}
n,N

D→W0.

Основные результаты
Оcновным результатом работы является

следующая теорема.

Теорема 1. Пусть случайные величины
η1, . . . , ηN образуют обобщенную схему разме-
щения rn частиц по N ячейкам, где r, n –
фиксированные натуральные числа, со слу-
чайными величинами ξ1, ξ2, . . . , ξN , имеющи-
ми распределение степенного ряда cо свой-
ством A0(r). Тогда

X
{r}
n,N

D→ nFn при N →∞. (4)

Cправедливо следующее обобщение теоре-
мы 1.
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Теорема 2. Пусть случайные величины
η1, . . . , ηN образуют обобщенную схему разме-
щения (r1 − r)n + rN частиц по N ячей-
кам, где n, r и r1 – фиксированные нату-
ральные числа, со случайными величинами
ξ1, ξ2, . . . , ξN , имеющими распределение сте-
пенного ряда cо свойством Ar(r1). Тогда

X
{r1}
n,N

D→ nFn при N →∞. (5)
Мы будем рассматривать случайные

процессы

Xc
n,N (t) = Xn,N (t)− r[Nt], 0 � t � 1.

Cправедливо следующее обобщение
теоремы А.

Теорема А’. Пусть случайные величины
η1, . . . , ηN образуют обобщенную схему разме-
щения (r1 − r)n + rN частиц по N ячей-
кам, где n, r и r1 – фиксированные нату-
ральные числа, со случайными величинами
ξ1, ξ2, . . . , ξN , имеющими распределение сте-
пенного ряда cо свойством Ar(r1). Тогда

Xc
n,N

r1 − r

D→ nFn при N →∞. (6)

Доказательства
При доказательстве теоремы 1 мы будем

использовать следующую лемму.

Лемма. Пусть 0 < C < R, C < 1, 0 <
λ < ∞, k – неотрицательное целое число.
Пусть условие A0(r) выполнено для некото-
рого r ∈ N, β = β(N) такое, что Npr(β) = λ.
Тогда при N →∞

P{SN = rk} = e−λ
λk

k!
+QN ,

где
|QN | � C1Nβr+1, β < C,

C1 =

(
br
r!b0

)2

Cr−1 +
1

b0

∞∑
n=r+1

bnC
n−r+1

n!
.

Лемма является следствием леммы 2.4
из [9].

Доказательство теоремы 1. Пусть β = βN
такое, что Npr(β) = 1, N ∈ N. Тогда по лемме
получаем

P{ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξN = rn} = e−1

n!
(1 + o(1)).

Учитывая, что β = O
(

1
N1/r

)
, из (2) заключа-

ем, что

P{ξi > r} = O

(
1

N
r+1

r

)
.

Cледовательно,

P

{
sup
t∈[0,1]

∣∣∣Xn,N (t)− rX
{r}
n,N (t)

∣∣∣ > 0

}

= P

⎧⎨⎩ sup
t∈[0,1]

[tN ]∑
i=1

ηiI{ηi>r} > 0

⎫⎬⎭

=

P

{
sup
t∈[0,1]

∑[tN ]
i=1 ξiI{ξi>r} > 0,

∑N
i=1 ξi = rn

}
P{∑N

i=1 ξi = rn}

� (1 + o(1))en!

N∑
i=1

P{ξi > r}

= (1 + o(1))en!NP{ξi > r}

= (1 + o(1))en!NO

(
1

N
r+1

r

)
= o(1). (7)

Так как

ρ(x, y) � sup
t∈[0,1]

|x(t)− y(t)|, x, y ∈ D[0, 1],

то
P
{
ρ(Xn,N , rX

{r}
n,N ) < ε

)
> P

{
sup
t∈[0,1]

∣∣∣Xn,N (t)− rX
{r}
n,N (t)

∣∣∣ < ε

}
.

Отсюда и из (7) находим, что для достаточно
малого ε > 0

P
{
ρ(Xn,N , rX

{r}
n,N ) < ε

}
→ 1 при N →∞.

(8)
Из (8) и (3) следует (4).

Доказательство теоремы 2. Заметим, что
распределения случайных величин ξ′i = ξi − r,
1 � i � N , удовлетворяют свойству A0(r1− r).
Рассмотрим η′1, . . . , η′N – обобщенную схему
размещения (r1 − r)n частиц по N ячей-
кам, определенную случайными величинами
ξ′i = ξi − r, 1 � i � N . Обозначим случайные
векторы:

ξ = (ξ1, . . . , ξN ), ξ′ = (ξ′1, . . . , ξ
′
N ),

k = (k1, . . . , kN ), r = (r, . . . , r).

Имеем
P{η′1 = k1, . . . , η

′
N = kN}

= P

{
ξ′ = k

∣∣∣∣∑N

i=1
ξ′i = (r1 − r)n

}
= P

{
ξ − r = k

∣∣∣∣∑N

i=1
ξi = (r1 − r)n+ rN

}
= P{η1 − r = k1, . . . , ηN − r = kN},
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где k1, k2, . . . , kN – такие неотрицательные це-
лые числа, что k1 + k2 + · · · + kN = (r1 − r)n.
Итак, распределения случайных векторов

(η′1, . . . , η
′
N ), (η1 − r, . . . , ηN − r)

совпадают. Следовательно, совпадают распре-
деления случайных процессовX{r1}

n,N иX{rr1}
n,N =∑[Nt]

i=1 I{η′
i=r1−r}, t ∈ [0, 1]. По теореме 1

X
{rr1}
n,N

D→ nFn при N →∞.

Поэтому справедливо (5).

Доказательство теоремы A’. Из совпаде-
ния распределений случайных векторов
(η′1, . . . , η′N ), (η1 − r, . . . , ηN − r) cледует, что
распределения случайных процессов Xc

n,N и

X ′
n,N =

∑[Nt]
i=1 η′i, t ∈ [0, 1], совпадают. По тео-

реме A
X ′

n,N

r1 − r

D→ nFn при N →∞.

Поэтому справедливо (6).
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