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Рассматриваемый класс схем размещения частиц по ячейкам характеризуется
введением верхнего ограничения уровней заполнения ячеек с его обязательным
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Введение

В работах [1–4] проводился асимптотиче-
ский анализ вероятностного поведения макси-
мальных уровней заполнения ячеек в схемах
равновероятного размещения различимых ча-
стиц по различимым ячейкам. Здесь представ-
лено доасимптотическое исследование реше-
ния обратной экстремальной задачи исследо-
вания исходов в классе схем с заданным макси-
мальным уровнем k заполнения ячеек при рав-
новероятном размещении частиц по n ячейкам
при всех парных качествах ячеек и частиц по
их различимости. (Для сравнения: при пря-
мой постановке задачи исследуются экстре-
мальные значения характеристик размещения
частиц по их возможным исходам.)
Анализ схем проводится авторским пере-

числительным методом (ПМ) [5]. В его ос-
нове – построение итерационного случайного
процесса прямого бесповторного нумерованно-
го перечисления его исходов в доасимптотиче-
ской области изменения параметров.
Прием исследования схем состоит в непо-

средственном учете специфики их исходов в
одной (начальной) схеме данного класса схем с
дальнейшим пересчетом результатов ее анали-
за в остальных схемах с разными качествами
по различимости составляющих их элементов.
Выбор начальной схемы и порядков пересчета
результатов схем определяется возможностью
его проведения.
Рассматриваются 4 схемы размеще-

ния r частиц по n ячейкам во всех ва-
риантах их качеств по различимости с
заданным максимальным уровнем их за-
полнения k, причем r � kn:
схема A – частицы и ячейки различи-

мы;
схема B – частицы различимы, ячей-

ки неразличимы;
схема C – частицы неразличимы,

ячейки различимы;
схема D – частицы неразличимы,

ячейки неразличимы.
Специфика схем состоит в том, что число

частиц в каждой ячейке должно быть не толь-
ко не более k, но и с обязательным достиже-
нием этого уровня заполнения в каждом исхо-
де каждой схемы, т. е. хотя бы в одной ячей-
ке каждого ее исхода. Используя обсуждаемые
здесь связи между исходами схем, будем стро-
ить процедуры их бесповторных перечислений
и на этой основе проводить их комбинаторный
анализ в наиболее рациональном (с нашей точ-
ки зрения) порядке, а именно, начиная со схе-

мы с наиболее легко интерпретируемыми для
других схем исходами, как этапа их изучения.
Доасимптотический анализ схем A–D про-

водился в нескольких авторских работах [5,
п. 2.1, 2.12] и [6]. Но в п. 2.1 рассматривалась
другая задача нахождения чисел исходов схем
при фиксации диапазонов допустимых уров-
ней заполнения для каждой ячейки; в п. 2.12
изучался только случай размещения неразли-
чимых частиц по различимым ячейкам для
разных диапазонов значений r – чисел частиц,
для которых не было найдено единого реше-
ния для числа исходов схем, а в [6] для схем
A–D решалась задача нахождения вероят-
ностного распределения исходов схемы при
фиксированном максимальном уровне запол-
нения ячеек.
Постановка задачи. Провести доасимп-

тотический анализ схем A–D по направлениям
ПМ: бесповторному перечислению их исходов
и определению их численностей путем прямо-
го вычисления в одной схеме и их пересчету
для остальных схем.
Актуальность исследований комбинатор-

ных схем размещения частиц по ячейкам с
различными ограничениями связана как с их
широкими приложениями, так и с перспек-
тивным конструированием анализа новых все
усложняющихся комбинаторных схем, содер-
жащих данные схемы в нейросетях. Примера-
ми таких схем могут быть случайное размеще-
ние единиц продукции по контейнерам опреде-
ленного объема для отправки до обязательно-
го данного уровня заполнения хотя бы одного
из них или распределение продукции (или кад-
ров специалистов) по объектам без превыше-
ния данного количественного максимума при
его достижении.

1. Методология и новизна приема
анализа схем

Основной используемый здесь метод до-
асимптотического анализа схем – перечисли-
тельный метод ПМ. Он состоит в перечисле-
нии и формировании их исходов [5].
Предлагается проводить исследование в од-

ной из схем с учетом общей специфики их ис-
ходов, т. е. с уровнями заполнения ячеек, не
превышающими заданный максимум с обяза-
тельным его достижением хотя бы в одной
ячейке исхода. Выбор начальной схемы опре-
деляется возможностью ее непосредственного
прямого анализа. А для остальных рассматри-
ваемых схем строятся процедуры последова-
тельных пересчетов их результатов из резуль-
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татов ранее исследованных схем. Порядок та-
ких пересчетов наиболее просто осуществля-
ется для близких схем (с различиями в раз-
личимости для одного элемента), где их пары
составляются по возможности таких пересче-
тов с сохранением учтенной в начальной схеме
общей специфики их исходов.

В качестве начальной в классе изучаемых
схем предлагается схема C, для которой ре-
шим задачу бесповторного перечисления и
определения числа исходов сначала только с
учетом первого условия – данного ограниче-
ния (� k) уровней заполнения всех ячеек. Для
учета второго ограничения, проводя отбраков-
ку исходов без достижения данного максиму-
ма уровня хотя бы в одной ячейке, получим
все исходы схемы C. Бесповторное перечисле-
ние ее исходов с учетом всех ограничений в од-
ной из данного класса схем дают основу для
пересчета аналогичных результатов осталь-
ных схем A–D с уже учтенной спецификой
исходов.

Дальнейшее исследование данного класса
схем проводим без непосредственного прямого
исследования каждой, реализуемой последо-
вательными пересчетами результатов перечис-
ления их исходов парами схем с учетом усло-
вий размещения в них от бесповторного пере-
числения их исходов до вычисления их чис-
ленностей. Заключительные алгоритмические
действия определения численностей исходов
схем в результате этих пересчетов в разных
вариантах начальных схем в парах приводим
как утверждения теорем. Они сводятся к их
классификации, упорядочиванию и отбраков-
ке повторов. Под классификацией элементов
совокупности понимается их объединение по
группам совпадения определенного признака
с определением размеров этих групп. При пе-
ресчете перечисления исходов схемы в других
схемах результатом классификации является
совокупность объединений элементов в груп-
пы, а для пересчета чисел исходов – размеры
этих групп.

В наших исследованиях под элементами
классифицируемой совокупности будут рас-
сматриваться как исходы схем, так и ячейки
их исходов.

Выделение исследуемых направлений ана-
лиза по ПМ вызвано возможностью получе-
ния их результатов пересчетом соответствую-
щих результатов начальной схемы. Это связа-
но с приемом использования групповых соот-
ветствий исходов в парах близких схем в схе-
мах с большей дифференциацией исходов с ис-
ходами схем своих пар.

2. Виды исходов схем A, B, C, D

Исходы схем A–D записываются соответ-
ственно в терминах:
для схемы A: m̄ = (m1, . . . ,mn) – состав но-

меров частиц в n ячейках в порядке ячеек;
для схемы B: m̄∗ = (m∗1, . . . ,m∗n) – состав

номеров частиц в n ячейках в порядке возрас-
тания уровней заполнения ячеек, а при совпа-
дающих уровнях заполнения ячеек – в порядке
возрастания минимальных номеров в них;
для схемы C: η̄ = (η1, . . . , ηn) – набор уров-

ней заполнения ячеек в порядке ячеек;
для схемыD: η̄∗ = (η∗1, . . . , η∗n) – набор уров-

ней заполнения ячеек в неубывающем порядке
(или частоты разных полученных уровней за-
полнения ячеек).

3. Бесповторное перечисление
исходов схем A, B, C, D и числа
их исходов NA, NB, NC, ND

На исходы каждой схемы A–D наложено
два ограничения:
1) в каждой ячейке � k частиц;
2) заданный максимальный уровень запол-

нения должен достигаться в каждом исходе
хотя бы в одной ячейке.
Выбор порядка проведения анализа схем

начиная со схемы C обусловлен возможностью
непосредственного учета данных ограничений
в ней с сохранением их при последовательном
попарном пересчете результатов для осталь-
ных схем. Здесь для примера рассматривается
пересчет результатов шире, чем только пара-
ми близких схем, т. е.D из C, A из C илиD иB
из D или A с отличием качеств различимости
в одном (близкие схемы) или двух из состав-
ляющих схемы элементов (ячеек и частиц) в
этих парах.

Схема C

Схема C представляет собой схему сочета-
ний с повторением [5, п. 1.1.1.5] с данными вы-
ше ограничениями. В бесповторном перечис-
лении исходов схемы C будем сначала учиты-
вать только первое ограничение (учет второ-
го ограничения произведем позже отбраков-
кой исходов с максимальным уровнем заполне-
ния ячеек < k). Это значит, что исходы схемы
C должны представлять собой перечисление в
порядке ячеек уровней их заполнения � k при
r � nk. В процессе организации исходов схе-
мы такого вида сначала будем их записывать
в другом виде: последовательностей r нулей и
(n−1) единиц на m = n+r−1 местах, где под-
ряд стоящими нулями (сериями нулей) обозна-
чены частицы каждой ячейки, а единицами –
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перегородки {ti}, i = 1, n− 1 между n ячейка-
ми. Здесь длины упорядоченных серий (под-
ряд стоящих) нулей есть уровни заполнения
соответствующих ячеек. Тогда среди m мест
номера мест единиц определяют исход схемы,
т. к. уровни заполнения ячеек в порядке ячеек
{h̄} = (h1, h2, . . . , hn) вычисляются из значе-
ний {ti}, а места единиц должны быть выбра-
ны так, чтобы все ячейки содержали не более
k частиц.
Перечисление исходов схемы здесь состоит

в последовательных действиях выбора допу-
стимых мест расстановок внутренних перего-
родок между ячейками от t1 до tn−1. Доопре-
делим t0 = 0, tn = n+ r.
Число исходов схемы N(k) вычисляется

суммой размеров пучков предпоследней ите-
рации, т. е. диапазонов варьирования значений
мест для последней tn−1-й внутренней перего-
родки.
Выбор мест этих перегородок t̄ =

(t1, . . . , tn−1) по первому ограничению опре-
делен теоремой:

Теорема 1. Диапазоны варьирования воз-
можных вариантов последовательной уста-
новки мест внутренних перегородок ti опре-
деляются при r � nk для всех i = 1, n− 1,
начиная с i = 1 из рекуррентного соотноше-
ния

li = max(ti−1 + 1, r + i− k(n− i)) � ti
� min(ti−1 + k + 1, r + i) = Li.

(1)

Доказательство. Для нахождения мест внут-
ренних перегородок t̄ = (t1, . . . , tn−1) должен
выполняться ряд требований:

1. разности между местами границ должны
быть � (k + 1), откуда

ti � ti−1 + k + 1; (2)

2. правее значения ti среди m мест поме-
стятся остальные n−1− i границ, откуда

ti � m− (n− 1− i) = r + i; (3)

3. значение следующего элемента больше
предыдущего, откуда

ti � ti−1 + 1; (4)

4. правее значения ti средиm мест окажется
мест не более, чем для n−1−i остальных
границ и k(n − i) максимально допусти-
мого в остальных ячейках схемы A числа
частиц, откуда

ti � m− (n− 1− i)− k(n− i)

= r + i− k(n− i).
(5)

Теперь, объединяя соотношения (2) и (3) в
верхнюю границу для ti, а (4) и (5) – в ниж-
нюю границу для ti, получаем при i = 1, n− 1
формулу (1) диапазона изменения значений
для ti. Теорема 1 доказана.

Приведем пояснительный пример исполь-
зования теоремы 1.

Пример 1. Пусть n = 3, r = 5, k = 3. Отсю-
да m = 7. Перечислим все исходы схемы, вы-
числяя пределы варьирования их элементов в
указанных в (1) диапазонах и их размеры –
размеры пучков по шагам (итерациям) пере-
числения исходов:
1-й шаг:
l1 = max(1, 0) � t1 � min(4, 6), откуда

1 � t1 � 4, размер пучка равен 4;
2-й шаг:
l2 = max(t1 + 1, 4) � t2 � min(t1 + 4, 6),

откуда при
t1 = 1 получаем 4 � t2 � 5, размер 1-го

пучка равен 2;
t1 = 2 получаем 4 � t2 � 6, размер 2-го

пучка равен 3;
t1 = 3 получаем 4 � t2 � 7, размер 3-го

пучка равен 4;
t1 = 4 получаем 5 � t2 � 7, размер 4-го

пучка равен 3.
Отсюда число исходов схемы N(k) = 2+3+

4 + 3 = 12.

Замечание 1. Это утверждение фактически
доказано в [5, п. 2.13], но не сформулировано и
не акцентировано там в виде теоремы, поэто-
му здесь оно оформлено и доказано полностью
как теорема 1.

Число N(k) исходов схемы теоремы 1 в
графе их перечисления определяется итера-
ционным процессом варьирования значений
мест последовательной расстановки перегоро-
док между ячейками среди лежащих в ряд
частиц. Размеры пучков итераций задаются
их полученными в теореме 1 диапазонами –
например, для диапазона места перегородки
ti ∈ [a, b] размер пучка в графе перечисления
исходов схемы C равен b− a+ 1.
Тогда число N(k) вычисляется суммой раз-

меров пучков предпоследней итерации, рав-
ной сумме размеров диапазонов варьирования
мест tn−1 перегородки. N(k) =

∑
j dj , где dj –

размер j-го пучка предпоследней (n−1)-й ите-
рации.
В терминах наборов уровней заполнения

ячеек по выбранным местам этих внутренних
перегородок получим их через последователь-
ные уровни заполнения ячеек h̄ = (h1, . . . , hn)
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в их заданном в схеме порядке по нижеприве-
денной формуле

i = 1, n, hi = ti − ti−1 − 1. (6)

Например, если при t0 = 0 получаем t1 = 4,
то это значит, что в первой ячейке уровень за-
полнения h1 = 4− 0− 1 = 3 – в ней 3 частицы.

Замечание 2. По сути, итерационное варьи-
рование места каждой перегородки от начала
своего диапазона означает добавление части-
цы в предыдущую от этой перегородки ячей-
ку, что следует из формулы (6).

Замечание 3. Число NC исходов схемы C
определяем из N(k) подсчетом оставшихся ис-
ходов схемы из теоремы 1 после их отбраковки
по второму ограничению, которое можно за-
писать формулами двух видов, фильтрующих
исходы схемы в теореме 1 от исходов с недости-
жением заданного максимального уровня за-
полнения хотя бы в одной ячейке: через а) ин-
дикаторные функции, б) разность исходов по
теореме 1 с верхними ограничениями уровней
заполнения ячеек k и (k − 1).

Теорема 2. Число NC исходов схемы C опре-
деляется формулой

а)

NC =
∑
({h̄})

I2

(
n∑

i=1

I1(k − hi)

)
, (7)

где первая сумма производится по перечис-
лению исходов указанного под знаком суммы
множества исходов h̄ схемы из теоремы 1
и где индикаторные функции заданы следу-
ющим образом: I1(Z1) = 0 при Z1 > 0 и
I1(Z1) = 1 при Z1 = 0; I2(Z2) = 0 при Z2 = 0
и I2(Z2) = 1 при Z2 > 0, или

б)
NC = N(k)−N(k − 1). (8)

Доказательство. а) Число исходов схемы
N(k) можно записать формулой через индика-
торные функции I1(Z) и I2(Z) в виде суммы
по перечислению исходов схемы h̄ в теореме 1 в
терминах уровней заполнения ячеек в доказы-
ваемой формуле (7), т. к. всегда Z1 = k−hi � 0
(по замечанию 3) как разность максимально-
го уровня и уровня заполнения ячейки в ис-
ходах схемы теоремы 1, I1(Z1) = I1(k − hi) –
индикатор достижения в i-й ячейке заданного
максимального уровня заполнения k, I2(Z2) =
I2 (
∑n

i=1 I1(k − hi)) – индикатор достижения
хотя бы по одной компоненте фиксированного
исхода из {h̄} заданного максимального уров-
ня заполнения k. Тогда

∑
({h̄}) I2(Z2) – число

исходов схемы C, т. к. в них выполняются оба
ограничения, что приводит к (7).
б) Доказательство формулы (8) следует из

того, что N(k) учитывает первое ограничение
в числе исходов схемы C из теоремы 1, а вычи-
тание из него N(k − 1) (числа исходов с уров-
нями заполнения ячеек � (k − 1)) – и второе
ограничение в них.
Замечание 4. В связи с тем, что перечис-
ление и анализ исходов остальных схем бу-
дет производиться на основе перечисления ис-
ходов схемы C (т. е. при полученном наборе
уровней заполнения ячеек схемы C), то их ис-
ходы будут удовлетворять первому и второму
ограничениям.
Схема D

В исходах схемы D, получаемых из схе-
мы C, нужно учесть неразличимость ячеек.
Для этого упорядочиваем уровни заполнения
ячеек в исходах схемы C, например, в неубы-
вающем порядке с последующей отбраковкой
повторов исходов. Так получаем перечисление
исходов схемы D, а их число ND определяем
по теореме 3 на основании классификации ис-
ходов схемы C по совпадению составов уров-
ней заполнения ячеек.
Теорема 3. Число ND исходов схемы опреде-
ляется формулой из исходов схемы C

ND =
∑
({μ̄})

I3(μj), (9)

где суммирование производится по перечис-
лению исходов указанного под знаком суммы
множества при j = 1, s, индикаторная функ-
ция I3(Z) = 1 при Z > 0 и I3(Z) = 0 при
Z = 0, а μ̄ = (μ1, . . . , μj , . . . , μs) – размеры
групп классификации исходов {η̄} по совпаде-
ниям их составов уровней заполнения ячеек,
μj – j-й из размеров групп разных составов
уровней заполнения ячеек схемы C, а s – чис-
ло их разных составов.
Доказательство. Исходы схемы D получаем
из исходов {η̄} схемы C (после их упорядочи-
вания) в виде {η̄∗} в результате отбраковки по-
второв в {η̄∗}. Тогда числом ND является раз-
мерность совокупности μ̄ = (μ1, . . . , μj , . . . , μs)
размеров групп классификации по совпадени-
ям их составов уровней заполнения ячеек. По-
лучение этой размерности реализуется по (9),
т. к. I3(μj) = 1 при μj > 0, а μj > 0 по всем
разным исходам из {η̄∗}, что и дает размер-
ность μ̄.
Замечание 5. Формула (9) приведена для
единообразия представления чисел исходов
схем в виде вычисляемых формул.
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Приведем пояснительный пример примене-
ния теоремы 3.

Пример 2. Пусть в условиях примера 1
n = 3, r = 5, k = 3. Тогда в терминах уровней
заполнения ячеек по (6) из результатов приме-
ра 1 после отбраковки по второму ограниче-
нию исходов (1, 2, 2), (2, 1, 2), (2, 2, 1) в поряд-
ке их получения выпишем все 9 исходов схе-
мы C: (0, 2, 3), (0, 3, 2), (1, 1, 3), (1, 3, 1), (2, 0, 3),
(2, 3, 0), (3, 0, 2), (3, 1, 1), (3, 2, 0);
упорядочим уровни заполнения ячеек

в неубывающем порядке, получим (0, 2, 3),
(0, 2, 3), (1, 1, 3), (1, 1, 3), (0, 2, 3), (0, 2, 3),(0,2,3),
(1, 1, 3), (0, 2, 3);
классифицируем исходы по их совпадению

(это значит, что после j-го следующего ис-
хода вычеркиваем ее повторы, считая их об-
щее число со сравниваемым μj), получим μ̄ =
(μ1, μ2) = (6, 3) с размерностью, равной 2; от-
сюда по (9) ND = 2.

Схема A

В исходах схемы A, получаемых а) из схе-
мы C, нужно учесть различимость частиц, или
б) из схемы D – различимость и частиц, и
ячеек. Поэтому для перечисления исходов схе-
мы A совершаем последовательность действий
по разным схемам: а) бесповторно перечисля-
ем все исходы схемы C и при каждом произ-
водим перечисление исходов соответствующей
схемы перестановок с повторением [5, п. 1.7]),
учитывающей все возможные составы частиц
в ячейках, или б) бесповторно перечисляем все
исходы схемы D и при каждом производим
перечисление исходов, соответствующих двум
последовательным действиям – перестановок
с повторением, учитывающим все возможные
порядки наборов уровней заполнения ячеек, и
при каждом из них перечисляем все соответ-
ствующие им составы частиц с числами раз-
ных исходов NA, определяемых соответствен-
но формулами по следующему утверждению.

Теорема 4. Число NA исходов схемы опреде-
ляется формулой

а) из исходов схемы C

NA =
∑
({η̄})

r!∏n
i=1 ηi!

(10)

или
б) из исходов схемы D

NA =
∑
({η̄∗})

r!∏n
i=1 η

∗
i !

n!∏s
j=1 μj !

. (11)

Суммы в (10) и (11) производятся по перечис-
лению исходов указанных под знаками сумм

множеств, где μj – размеры групп классифи-
кации среди n ячеек исхода по совпадению их
уровней заполнения, откуда s � n.

Доказательство. Все исходы схемы A долж-
ны учитывать все составы частиц в ячейках с
уровнями заполнения схемы C во всех их по-
рядках.
Формула (10) представляет собой сумму по

перечислению исходов схемы C со слагаемыми
всех разных составов частиц в ячейках, опре-
деляемых по схеме перестановок с повторени-
ем [5, п. 1.7].
Формула (11) представляет собой сумму по

перечислению исходов схемы D (разных соста-
вов уровней заполнения ячеек) со слагаемы-
ми – всех разных составов частиц в ячейках
во всех порядках составов уровней заполнения
ячеек, определяемых по двум последователь-
ным схемам перестановок с повторением [5,
п. 1.7 и 1.12].

Схема B

В исходах схемы B, получаемых а) из схе-
мы D, нужно учесть различимость частиц,
или б) из схемы A – неразличимость ячеек.
Для этого будем приводить исходы этих схем
к виду исходов схемы B.
В схеме D будем по известным составам

возрастающих уровней заполнения ячеек {η̄∗}
размещать по ним различимые частицы, а в
схеме A – упорядочивать ячейки (например,
в порядке роста в них уровней заполнения, а
ячейки с совпадающими уровнями заполнений
в порядке роста номеров частиц ячеек с ми-
нимальным номером) с отбраковкой повторов.
Поэтому для перечисления исходов схемы B
совершаем действия:
а) перечисляем все исходы схемы D с заме-

ной уровней заполнения ячеек на составы ча-
стиц в ячейках по схеме перестановок с повто-
рением [5, п. 1.7] с их перечислением в ячей-
ках с совпадающими уровнями заполнений в
заранее определенном порядке (например, ро-
ста номеров частиц ячеек с минимальным но-
мером) или
б) перечисляем все исходы схемы A, на-

пример, в порядке неубывания уровней запол-
нения ячеек, а среди ячеек с совпадающими
уровнями – в порядке роста номеров частиц
ячеек с минимальным номером с отбраковкой
повторов.
Тогда по этим алгоритмическим действиям

число NB определяется соответственно фор-
мулам по следующему утверждению.

Теорема 5. Число NB исходов схемы опреде-
ляется формулой
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а) из исходов схемы D

NB =
∑
(η̄∗)

r!∏n
i=1 η

∗
i !
∏s

j=1 μj !
, (12)

где j = 1, s � n, μj – j-й размер группы клас-
сификации n ячеек каждого исхода схемы D –
η∗ из {η̄∗} по совпадениям их уровней запол-
нения, а суммирование проводится по указан-
ному под ней множеству,

или
б) из исходов схемы A

NB =
∑

({M̄})
I3(Mj), (13)

где M̄ = (M1, . . . ,Mj , . . . ,MS) – размеры
групп классификации исходов схемы A из {m̄}
по совпадениям составов их частиц по ячей-
кам, S – число разных групп – порядков ячеек
каждого состава частиц схемы A, суммиро-
вание проводится по указанному под знаком
суммы множеству, а функция I3(Z) опреде-
лена в теореме 3.

Доказательство. Все исходы схемы B долж-
ны учитывать все составы частиц в ячейках с
уровнями заполнения схемы C без учета их по-
рядка, т. е. в одном заранее установленном по-
рядке, что соответствует неразличимости яче-
ек в схеме B.
Формула (12) представляет собой сумму

данного вида слагаемых по перечислению ис-
ходов схемы D со слагаемыми всех разных со-
ставов частиц в ячейках.
Формула (13) представляет собой сумму

данного вида слагаемых по перечислению раз-
меров групп классификации исходов схемы по
совпадениям их составов частиц в ячейках.
В соответствии с предложенными выше

процедурами бесповторного перечисления ис-
ходов схемы B число ее исходов NB определя-
ется:
а) из перечисления исходов схемы D по

формуле (12) с суммой, учитывающей все раз-
ные составы уровней заполнения ячеек в ука-
занном в схеме D порядке ячеек в количествах
исходов схемы перестановок с повторением [5,
п. 1.7], деленных на числа всех порядков яче-
ек с совпадающими уровнями их заполнений
(с учетом неразличимых порядков ячеек в схе-
ме B) в количествах произведений фактори-
алов количеств совпадения размеров уровней
заполнения ячеек; s � n, т. к. это размерность
упорядоченных чисел исходов совпадений со-
ставов n ячеек после отбраковки возможных
повторов;
или

б) из перечисления исходов схемы A – по
формуле (13), получаемой как сумма чисел
групп классификации исходов схемы A с сов-
падающими составами частиц в ячейках; то-
гда NB получаем как размерность вектора M̄
классификации исходов схемы A с совпадаю-
щими составами частиц в любом или в одном
заранее заданном порядке, например, с упоря-
дочением всех составов частиц в ячейках в схе-
ме A (в порядке роста уровней заполнения, а
для ячеек с совпадающими размерами уровней
заполнения – в порядке роста содержащихся в
них минимальных номеров частиц) как число
таких разных исходов, т. е. число разных ко-
личеств по совпадениям исходов {m∗}.
Тогда по этим перечислительным действи-

ям число NB определяется соответственно
формулами по данному утверждению.

Замечание 6. Число исходов схемы B из ис-
ходов схемы A есть число разных составов ча-
стиц в ячейках схемы A и определяется
1) числом упорядоченных составов частиц

в ячейках исходов схемы A с отбраковкой по-
второв или
2) размерностью количеств исходов схе-

мы A по совпадению составов частиц в ячей-
ках, что соответствует вычислению ND по
(13) и приведено для единообразия представ-
ления чисел исходов схем в виде вычисляемых
формул.

Теоремы 2–5 являются новыми и ранее не
публиковались.

Вычисления и пересчеты чисел исходов
схем A, B, C, D на числовом примере

Схема C

Пример 3. Пусть, как в примерах 1 и 2,
n = 3, r = 5, k = 3. Отсюда m = 7. В связи
с этим частично исходы примеров 2 и 3 совпа-
дают, но для наглядности разбора примера 3
будут здесь повторены. Вычислим число ис-
ходов нашей схемы разными способами: непо-
средственно с использованием теоремы 1 и по
формулам (7) и (8) теоремы 2.
По результату примера 1 из всех N(k) = 12

исходов перечислим исходы схемы сочета-
ний с повторением с максимальным уров-
нем k = 3 заполнения ячеек в терминах
мест внутренних перегородок {(t1, t2)} =
(1, 4), (1, 5), (2, 4), (2, 5), (2, 6), (3, 4), (3, 5), (3, 6),
(3, 7), (4, 5), (4, 6), (4, 7). По (6) переведем эти
исходы в принятый для схемы C вид набо-
ров уровней заполнения ячеек в порядке яче-
ек – соответственно получим исходы: (0, 2, 3),
(0,3,2), (1,1,3), (1,2,2), (1,3,1), (2,0,3), (2,1,2),
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(2,2,1), (2,3,0), (3,0,2), (3,1,1), (3,2,0), из кото-
рых отбраковываются 3 исхода: (1,2,2), (2,1,2),
(2,2,1), где заданный максимальный уровень
k = 3 не достигнут; остальные исходы – все
NC = 9 исходов схемы C.
По удалении из перечисления исходов схе-

мы теоремы 1 {h̄} недопустимых исходов для
схемы C по второму ограничению в терми-
нах мест внутренних перегородок ячеек (2,5),
(3,5), (3,6) получаем скорректированную пуч-
ковую структуру второй итерации итогового
графа перечисления исходов схемы C: 2,2,2,3,
откуда число исходов как их сумма NC =
2 + 2 + 2 + 3 = 9, что совпадает с ранее по-
лученным результатом.
По (7) NC = 6I2(1)+ 3I2(1) = 6+ 3 = 9, где

первое слагаемое соответствует количеству ис-
ходов с уровнями заполнения ячеек (0,2,3) во
всех порядках, а второе – с уровнями заполне-
ния ячеек (1,1,3) во всех порядках.
Для вычисления NC по (8) аналогично рас-

чету N(3) вычисляем N(2), где получаем 2 �
t1 � 3, размер пучка равен 2; при

t1 = 2 получаем 5 � t2 � 5, размер 1-го
пучка равен 1,

t1 = 3 получаем 5 � t2 � 6, размер 2-го
пучка равен 2.
Отсюда число исходов N(k) = N(2) = 1 +

2 = 3. Теперь по (8) находим NC = 12− 3 = 9.

Схема D

Для пересчета исходов схемы D из исхо-
дов схемы C достаточно их упорядочить по
возрастанию уровней заполнения с отбраков-
кой повторов. В условиях примера 3 это даст
ND = 2 исхода (0,2,3) и (1,1,3).
По (9) ND = I3(6) + I3(3) = 1 + 1 = 2.

Схема A

В условиях примера 3 получаем по (10)

NA = 6
5!

0!2!3!
+ 3

5!

1!1!3!
= 120,

где среди исходов схемы C уровни заполнений
(0,2,3) встречаются в 3!/1!1!1!/ = 6 порядках,
а уровни заполнения (1,1,3) – в 3!/2!1! = 3
порядках. Это значит, что в сумме формулы
(10) количества слагаемых видов 5!/0!2!3! и
5!/1!1!3! равны соответственно 6 и 3.
В условиях примера 3 получаем по (11)

NA =
5!

0!2!3!

3!

1!1!1!
+

5!

1!1!3!

3!

2!1!
= 60 + 60 = 120.

Схема B

В условиях примера 3 в случае а) пересчета
NB из схемы D получаем по (12)

NB =
5!

0!2!3!1!1!1!
+

5!

1!1!3!2!1!
= 20.

В условиях примера 3 в случае б) пересче-
та NB из схемы A получаем по (13) число всех
исходов схемы B после описанного упорядочи-
вания исходов схемы A. А это есть число всех
разных групп классификации упорядоченных
исходов схемы A по совпадению в них соста-
вов частиц в ячейках, откуда и из определения
функции I3 следует формула (13), записываю-
щая отбраковку повторов после упорядочива-
ния в исходах схемы A.
Для наглядности перечислим эти 20 ис-

ходов с допустимыми уровнями заполнения
(0,2,3) и (1,1,3), заключая в скобки составы
ячеек с более чем одной частицей:
(0, (1, 2), (3, 4, 5)), (0, (1, 3), (2, 4, 5)),
(0, (1, 4), (2, 3, 5)), (0, (1, 5), (2, 3, 4)),
(0, (2, 3), (1, 4, 5)), (0, (2, 4), (1, 3, 5)),
(0, (2, 5), (1, 4, 5)), (0, (3, 4), (1, 2, 5)),
(0, (3, 5), (1, 2, 4)), (0, (4, 5), (1, 2, 3)),
(1, 2, (3, 4, 5)), (1, 3, (2, 4, 5)),
(1, 4, (2, 3, 5)), (1, 5, (2, 3, 4)),
(2, 3, (1, 4, 5)), (2, 4, (1, 3, 5)),
(2, 5, (1, 3, 4)), (3, 4, (1, 2, 5)),
(3, 5, (1, 2, 4)), (4, 5, (1, 2, 3)).
Полученный результат для числа исходов

схемы B совпадает с непосредственным пере-
счетом из числа исходов схемы A.
Приведение к виду исходов схемы B исхо-

дов схемы A в результате данного их упоря-
дочения с отбраковкой повторов означает, что
в результате этого в исходах схемы B каждая
группа совпадающих в любом порядке соста-
вов уровней заполнения ячеек схемы A умень-
шается в число разных порядков этих составов
и в произведение факториалов количеств сов-
падающих уровней заполнения в группе.
Отсюда получаем для составов уровней за-

полнения ячеек (0,2,3) и (1,1,3) соответствен-
но из 60 и 60 исходов схемы A в схеме B –
60/(6 · 1!1!1!) = 10 и 60/((3 · 2!1!) = 10, т. е.
всего NB = 20.

Выводы
1. Предложен подход к исследованию дан-

ного класса схем, состоящий в последователь-
ном пересчете непосредственно полученных
результатов начальной схемы с учетом дан-
ных в классе ограничений с их сохранением
для остальных схем.
2. При выборе начальной схемы по возмож-

ности проведения ее наиболее простого прямо-
го анализа предложены парные порядки пе-
ресчета результатов в остальных схемах с от-
личием различимости в составляющих их эле-
ментах.
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