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Определение предельной растворимости водорода в гидридообразующих ме-
таллах и сплавах играет важную роль в обеспечении безопасности и надежно-
сти конструкций, изготовленных из этих материалов. Проведение комплексного
исследования этого параметра позволяет разрабатывать более эффективные
методы контроля за состоянием материалов и предотвращения разрушений,
вызванных действием водорода. В связи с этим востребованными являются ма-
тематические модели и алгоритмы обработки экспериментальных данных для
оценки водородопроницаемости конструкционных материалов. В данной рабо-
те рассматривается краевая задача модели водородопроницаемости, которая в
предположении квазистационарного равновесия сводится к системе обыкновен-
ных дифференциальных уравнений. Также предлагается алгоритм локализа-
ции начальных данных полученной системы, что позволяет найти ее решение
и аппроксимировать экспериментальные графики давления водорода.
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Determination of the ultimate solubility of hydrogen in hydride-forming metals
and alloys plays an important role in ensuring the safety and reliability of
structures made of these materials. Conducting a comprehensive study of this
parameter makes it possible to develop more effective methods for monitoring the
condition of materials and preventing damage caused by the action of hydrogen.
In this regard, there is demand for mathematical models and algorithms that process
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experimental data for assessing the hydrogen permeability of structural materials. In
this paper, we consider the boundary-value problem of the hydrogen permeability
model, which, assuming quasi-stationary equilibrium, is reduced to a system of
ordinary differential equations. An algorithm for localization of the input data of this
system is also proposed, which makes it possible to find its solution and approximate
the experimental graphs of hydrogen pressure.

K e ywo r d s: hydrogen permeability; nonlinear boundary-value problems; numerical
simulation; parametric identification
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Введение
Для успешного прогнозирования снижения

свойств пластичности, ударной вязкости, тре-
щиностойкости гидридообразующих металлов
и сплавов при использовании их в водородосо-
держащей среде необходимо определить пре-
дельную растворимость водорода в рассматри-
ваемых материалах. Данный параметр имеет
решающее значение для оценки стойкости кон-
струкционных сплавов к воздействию водоро-
да. Подобные исследования позволяют разра-
ботать методы для предотвращения разруше-
ния конструкций, изготовленных из таких ма-
териалов.
Предельная растворимость водорода в ме-

таллах и сплавах определяется множеством
факторов, включая температуру, давление во-
дорода, микроструктуру материала, наличие
дефектов и примесей, а также скорость диф-
фузии водорода. Исследование таких пока-
зателей позволяет более точно определить
условия, при которых происходит насыще-
ние материала водородом и возникают опас-
ные явления (образование внутренних тре-
щин, ускорение коррозии, изменение механи-
ческих свойств и др.).
Для определения предельной растворимо-

сти водорода в гидридообразующих материа-
лах применяются различные методы, включая
измерение изменения объема образца под дей-
ствием водорода, анализ изменения электри-
ческих свойств материала, наблюдение за из-
менением структуры при воздействии водоро-
да и другие. Эти методы позволяют получить
данные о количестве водорода, которое может
быть адсорбировано материалом без наруше-
ния его свойств.
Одним из основных преимущественных ме-

тодов исследования параметров взаимодей-

ствия водорода с материалами является ме-
тод водородопроницаемости. Это преимуще-
ство заключается в возможности измерения
в одном эксперименте коэффициента диффу-
зии, констант растворимости и проницаемо-
сти [2]. Более подробное описание метода рас-
смотрим в следующем разделе.
С целью повышения эффективности экс-

периментальных исследований, решения при-
кладных задач и обобщений возникает по-
требность в построении математической моде-
ли взаимодействия изотопов водорода с кон-
струкционными материалами и методов их
идентификации. Моментальное определение
значений параметров, коэффициентов, необ-
ходимых для дальнейших исследований, во
время проведения эксперимента водородопро-
ницаемости представляет собой практически
нерешаемую проблему. Составление матема-
тических моделей для процессов, происходя-
щих в ходе эксперимента, позволяет решить
этот вопрос.
На основе экспериментального опыта мож-

но сделать вывод, что в технологических за-
дачах, как правило, диффузионные процессы
и физико-химические явления на поверхности
являются лимитирующими. Технологические
особенности получения партии материала вли-
яют на параметры переноса водорода, а это
значит, что нужны эффективные алгоритмы
обработки экспериментальных кривых. Вме-
сте с тем возникает потребность автоматизи-
ровать процесс определения параметров пере-
носа, используя современные вычислительные
технологии. Основой для данной работы по-
служила статья [4].
Таким образом, в рамках текущего иссле-

дования была поставлена цель – разработать
алгоритм и его программную реализацию для
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оценки параметров в краевой задаче переноса
водорода в сплавах для мембранного газораз-
деления.

Модель водородопроницаемости

В данной работе рассматривается экспери-
ментальное исследование модифицированно-
го метода водородопроницаемости. Экспери-
мент проводился с использованием вакуумной
камеры, разделенной на две емкости перего-
родкой из исследуемого материала. Мембра-
на представляет собой разогретую до фикси-
рованной температуры пластину толщиной �
и площадью поверхностей S (торцами можно
пренебречь, поскольку � � 1 мм). Предвари-
тельно проводится полная дегазация системы
для исключения влияния газовых примесей на
результаты эксперимента.
В начале эксперимента на входе в ваку-

умную камеру создается скачкообразное дав-
ление молекулярного водорода путем порци-
онного впрыскивания газа. Затем измеряется
падающее давление на входе и растущее дав-
ление в выходной емкости камеры, которая
изолирована. Далее фиксируются полученные
кривые давлений (см. рис. 1).

Рис. 1. Экспериментальные данные
Fig. 1. Experimental data

Информативность эксперимента ограниче-
на, поэтому в модели водородопроницаемости
учитываются только основные факторы для
задачи фильтрации.

Уравнение диффузии с обратимым
захватом
Рассмотрим процесс переноса водорода

сквозь образец. В течение одного эксперимен-
та температура T постоянна. Концентрация
растворенного водорода в атомарном состоя-
нии относительно мала, и можно считать, что

диффузионный поток пропорционален гради-
енту концентрации.
Образец может содержать в себе микроде-

фекты различной природы (например, микро-
полости), которые могут удерживать водород.
Очевидно, что некоторая часть атомов вза-
имодействует с ними. Ориентируясь на при-
кладной смысл задачи и возможности метода
проницаемости, в качестве модели диффузии
с ограниченным захватом в объеме принима-
ется нелинейная система уравнений:

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− f(T , z, c),

∂z

∂t
= f(T , z, c),

f(T , z, c) ≡ a(T )
[
1− z

zmax

]
c− aout(T )z,

где c ≡ c(t, x) – концентрация диффундиру-
ющего водорода (атомарного); z ≡ z(t, x) –
концентрация захваченного диффузанта; D ≡
D(T ) – коэффициент диффузии; a ≡ ain и
aout – коэффициенты поглощения и высво-
бождения атомов H ловушками

(
[a] = 1/c

)
;

f(T , z, c) – функция стока.
Знак тождества используется как равен-

ство по определению. Остановимся более по-
дробно на функции стока. Скорость погло-
щения атомов водорода увеличивается с ро-
стом концентрации диффузанта и уменьша-
ется по мере заполнения ловушек. Величину
zmax в физически разумном диапазоне мож-
но считать независимым параметром модели.
Полагается, что она достаточно мала, так как
в эксперименте рассматривается металличе-
ский сплав с высокой водородопроницаемо-
стью. Учитывая, что материал для мембран-
ного газоразделения достаточно однороден и
захват носит характер малой поправки, при-
нимается пропорция zmax = σc̄, где c̄ – рав-
новесная концентрация растворенного атомар-
ного диффузионно подвижного водорода. Об-
щая растворимость определяется концентра-
цией c̄ + zmax. Эффект захвата учтен без до-
полнительных параметров в соответствии с
ограниченной информативностью метода про-
ницаемости. Температура лежит в диапазоне
T ∈ [400, 900]K. При таких температурах сла-
гаемое aoutz несущественно. Ловушки в тон-
ких мембранах быстро насыщаются и не ока-
зывают значимого влияния на проникающий
поток. Поэтому можно считать, что aout = 0,
и в качестве функции стока рассматривать:
f(T , z, c) = a

[
1 − zz−1max

]
c. Задание значения

aout > 0, в случае, когда коэффициент ока-
зывает существенное влияние, технически не
усложняет численное решение краевой зада-
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чи. Величины D, a зависят от температуры T
образца по закону Аррениуса с предэкспонен-
циальными множителями D0, a0 и энергиями
активации ED, Ea (R – универсальная газо-
вая постоянная): D = D0 exp

{−ED/[RT (t)]
}
,

a = a0 exp
{−Ea/[RT (t)]

}
.

Предварительно образец был дегазирован,
поэтому начальные данные примут следую-
щий вид: c(0, x) = 0, z(0, x) = 0, x ∈ [0, �].

Динамические граничные условия
Из баланса потоков получаются следующие

нелинейные граничные условия:

− dQin

dt
=
[
Jp0

− J0
]
S = −SD

∂c

∂x

∣∣∣
x=0

, (1)

− dQout

dt
=
[
Jp�

− J�
]
S = SD

∂c

∂x

∣∣∣
x=�

, (2)

где Qin(t), Qout(t) – количество атомов водоро-
да во входной емкости (объем Vin) и выходной
емкости (объем Vout), c0(t) ≡ c(t, 0), c�(t) ≡
c(t, �), Jp0,�

– плотности потоков абсорбции (по-
токи частиц, падающих на поверхности мем-
браны), J0,� – плотности потоков десорбции
(выхода) из образца.
Сквозь пластину сплава проходит атомар-

ный водород, поэтому расчет водорода ведется
в атомах. Для определения связи между плот-
ностью потока Jp и давлением p обратимся к
формуле Герца –Кнудсена: Jp = p/

√
2πmkT ,

где k – постоянная Больцмана; m – масса мо-
лекулы водорода.
Основываясь на экспериментальных дан-

ных, в качестве единиц измерения примем
[�] = см, [p] = торр. Следовательно, форму-
лу Герца –Кнудсена можно представить в ви-
де Jp = μp, где μ ≡ μ(T ) ≈ 2,474 · 1022/√T(
[μ] = 1H2

/(торр см2 с), [T] = K
)
.

Под воздействием атомов водорода на по-
верхности мембраны происходят различные
процессы: физическая адсорбция, хемосорб-
ция (поглощение водорода, сопровождающе-
еся образованием химического соединения),
диссоциация молекул на атомы, растворение и
др. [6]. При этом большая часть атомов водо-
рода либо отражается от поверхности пласти-
ны, либо прикрепляется к ней, но не проника-
ет внутрь. Таким образом, из всего поступа-
ющего потока атомов только малая доля аб-
сорбируется в объем мембраны. В математи-
ческой модели этот момент отразим множите-
лем s (коэффициент абсорбции). Тогда в каче-
стве результирующего потока абсорбции ато-
мов водорода сквозь поверхность принимается
Jp0,�

= μsp0,�(t).
Теперь рассмотрим плотности потоков де-

сорбции (J0,�), которые можно записать как

J0,� = bc20,�, где b – коэффициент десорбции
(отклонение от квадратичности существенно
лишь при экстремальных температурах). Ко-
эффициенты s и b имеют аррениусовскую за-
висимость от температуры.

В условиях постоянного давления насыще-
ния p̄ молекулярного водорода с обеих сторон
мембраны и постоянной температуры устанав-
ливается равновесная концентрация c̄ раство-
ренного атомарного диффузионно подвижно-
го водорода. Тогда, если в модели (1), (2) при-
равнять производные к нулю, получим μsp̄ −
bc̄2 = 0 ⇒ c̄ ∝√

p̄ : c̄ = Γ
√
p̄, где Γ ≡√μs/b.

Предложенная модель имеет упрощенный
вид, и при необходимости ее можно детализи-
ровать [3]. Однако более подробное описание
(учет емкости поверхности, образования слоя
другого материала, деформации пластины и
т. д.) требует большего количества парамет-
ров с неизвестными значениями. Исходная за-
дача связана с улучшением технологий газо-
разделения, для этого достаточно оценить со-
вокупность показателей, фиксируемых в экс-
периментах проницаемости. В то же время из-
за весьма подвижной фазы внедрения водоро-
да измерения с высокой точностью затрудни-
тельны. Поэтому в данной работе остановимся
на принятой модели, учитывающей лишь ли-
митирующие факторы.

Уточним условия эксперимента. Объемы
входной и выходной емкостей Vin,out несколь-
ко литров, толщина мембраны � меньше 1 мм,
площадь S около 1 см2, давление напуска p0(0)
несколько десятков торр. Диапазон давлений
[pmin, pmax] невелик, для концентрации захва-
ченного диффузанта ограничимся zmax = σc̄,
где σ � 0, 1. При этом будет выполняться
закон Сивертса [7]

(
c̄ + zmax ∝ √

p̄
)
, а точ-

нее в пределах экспериментальной точности:
c̄ + zmax ≈ c̄ = Γ

√
p̄. Известно, что в масшта-

бе времени переноса газ находится в термоди-
намическом квазиравновесии с поверхностью,
поэтому для определения Qin, Qout воспользу-
емся формулой N = pV/(kT ), где N – коли-
чество частиц газа, занимаемого объемом V
при температуреT и давлении p. При необхо-
димости, в зависимости от конкретных усло-
вий, можно уточнить T = TV . Единицы из-
мерения в системе СИ [p] = Па, [V ] = м3,
[k] = Дж/К) [8]. Учитывая торр = 133,322 Па,
Па = Дж/м3 (формально), можем получить
для соответствующих давлений и объемов в
граничных условиях (1), (2) следующие выра-
жения Q = 2N = αpV/T , α ≈ 1,931 · 1019, где
p, V , T – численные значения в выбранных
единицах измерения (торр, см3, К).



9
Труды Карельского научного центра Российской академии наук. 2025. № 4

Безразмерная форма краевой задачи
Учитывая вышесказанное, мы получим

следующую модель:

∂c

∂t
= D

∂2c

∂x2
− a(T )

[
1− z

zmax

]
c,

∂z

∂t
= a(T )

[
1− z

zmax

]
c,

где начальные данные и граничные условия
запишутся в виде:

c(0, x) = 0, z(0, x) = 0, x ∈ [0, �],

μsp0,�(t)− bc20,� = ∓D
∂c

∂x

∣∣∣
x=0,�

,

dQin,out

dt
= −[μsp0,�(t)− bc20,�

]
S,

Qin,out = αp0,�(t)Vin,outT
−1.

Перейдем к безразмерной координате y = x/�
с концентрациями u = c/c̄, v = z/c̄, vmax =
zmax/c̄ (zmax = σc̄ � c̄) и временем τ : t =
D−1�2τ ([D] = см2/с). Температура T фикси-
рована. Равновесную концентрацию диффун-
дирующего водорода c̄ = Γ

√
p̄0 и количества

атомов Qin = αp̄0Vin/T , Qout = αp̄0Vout/T
определяют по соответствующему максималь-
ному давлению p̄0 = p0(0). Таким образом, по-
лучаем следующую краевую задачу:

∂u

∂τ
=

∂2u

∂y2
− ã
[
1− v

vmax

]
u,

∂v

∂τ
= ã
[
1− v

vmax

]
u,

u, v ∈ [0, 1], y ∈ (0, 1), τ > 0;

u(0, y) = 0, v(0, y) = 0, y ∈ [0, 1],

W
[
p̃0 − u20

]
= −∂u

∂y

∣∣∣
y=0

, W
[
p̃1 − u21

]
=

∂u

∂y

∣∣∣
y=1

Qin

dp̃0
dτ

= −QmW
[
p̃0 − u20

]
, p̃0(0) = 1,

Qout

dp̃1
dτ

= −QmW
[
p̃1 − u21

]
, p̃1(0) = 0,

где используются следующие обозначения:

ã ≡ a(T )�2D−1, u0,1 ≡ u(τ, y)|y=0,1,

W ≡ bc̄�D−1 = P 0�[Dc̄]−1, P 0 ≡ μsp0,

Qin ≡ αVin p0T
−1, Qout ≡ αVout p0T

−1

p̃0,1 ≡ p0,�(t)p0
−1, Qm ≡ S�c̄ ≡ Vmc̄.

Величина Qm обозначает количество атомов
диффузионно подвижного водорода в образ-
це в режиме равновесного насыщения (p̄0 =
p0(0), температура T постоянна). Транспорт-
ный параметр W немаловажен при исследо-
вании метода прорыва (такой вариант метода

проницаемости, когда на выходе производится
постоянная откачка водорода).

Результаты численного моделиро-
вания

Результат аппроксимации эксперименталь-
ных данных входного и выходного дав-
ления молекулярного водорода по сплаву
Ta77Nb23 [9] (рис. 1) модельными кривыми
представлен на рис. 2. Условия эксперимен-
та: T = 673,15К, � = 0,014 см, S = 0,785 см2,
Vin = 3000 см3, Vout = 1750 см3.
Как было ранее сказано, в условиях на-

сыщения (p = const, T = const) равновес-
ная концентрация c̄ = Γ

√
p, где Γ ≡√μs/b –

коэффициент растворимости. Однако в этом
случае учитывается только диффузионно по-
движный растворенный атомарный водород.
При полной дегазации c̄ + zmax = Γmax

√
p,

где в условиях сохранения закона Сивертса
Γmax = Γ[1+σ]. В таком случае аппроксимация
кривых давления примет вид как на рис. 3.
Можно заметить, что на рис. 3 с гипо-

тетическим значением zmax = 10 c̄ (в отли-
чие от рис. 2) общая растворимость на по-
рядок больше. Если в эксперименте прорыва
(p0(t) = p = const, на выходе – вакуум) рас-
сматривать установившийся поток водородо-
проницаемости J = −D∂xc , то при условии
c0 = c̄0 = Γ

√
p, c� = 0 получим J = Φ

√
p/�,

Φ ≡ DΓ = D
√

μs/b. Исходя из формулы, мож-
но провести серию экспериментов при T =
const, варьируя p и фиксируя пропорциональ-
ность J ∝ √

p. Далее по полученным значени-
ям p, J определить коэффициент водородопро-
ницаемости Φ, который характеризуется диф-
фундирующим водородом (в модели Φ = DΓ).
Если же Φ вычислять напрямую, по имею-

щимся независимым значениям коэффициен-
тов диффузии и растворимости (эксперимен-
ты различны и растворимость общая, с учетом
захваченного водорода), то можем получить
DΓmax 
 DΓ. Возможно, это является одной
из причин расхождения литературных данных
по растворимости и проницаемости. Проблема
заключается в том, что для режима проницае-
мости в тонких мембранах сложно определить
количество водорода, захваченного в ловушки,
даже при большой их емкости, хотя они ока-
зывают значительное влияние на общую рас-
творимость в материале (при пересчете на см3

и м3 в условиях �, S � 1).
Рассмотрим динамику объемных концен-

траций в эксперименте. Проанализируем при-
поверхностные концентрации (x = 0, �), изоб-
раженные на рис. 4, 5.
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Ловушки заполняются в течение минуты
z0 ≈ z� ≈ zmax, и концентрации c0(t) = c(t, 0),
c�(t) = c(t, �) быстро приходят в состояние
равновесия. Однако в масштабе двух часов
заметна смена переходного режима всплеска
на медленный тренд. За счет малой толщины
мембраны (� � 1 мм) и быстрой водородо-
проницаемости сплава время стабилизации c�
сравнимо по отношению к c0. Диффузия �2/D
(D ∼ 10−5) происходит в пределах десяти се-
кунд, поэтому переходные процессы происхо-
дят с достаточно высокой скоростью. Общая
концентрация задается суммой c+ z.

Из соотношений μsp0,� = bc20,� можно опре-
делить квазиравновесные концентрации диф-

фундирующего водорода c̄0,�(t) = Γ
√

p0,�(t).
С учетом захвата водорода ловушками в ка-
честве концентраций будем рассматривать их
суммы c̄0,�(t) + zmax и c0,�(t) + z0,�(t).
Ориентируясь на рис. 5, можно оценить

разницу между рассогласованием концентра-
ций на выходе (c�− c̄�) и входе (c̄0−c0). Замет-
но, что первое больше последнего. Однако по
мере приближения к равновесию происходит
сближение этих величин.
В текущей задаче газоразделения нас инте-

ресует проникающий поток. Но переход к ква-
зиравновесным оценкам ухудшает применение
системы разностных схем для аппроксимации
градиента ∂xc как на входе (c̄0 > c0), так и на
выходе (c̄� < c�).

Рис. 2. Аппроксимация давлений, 673,15К
Fig. 2. Pressure approximation, 673.15К

Рис. 3. Давления в случае zmax = 10 c̄
Fig. 3. Pressure in case of zmax = 10 c̄

Рис. 4. Приповерхностные концентрации, 1мин
Fig. 4. Near-surface concentrations, 1min

Рис. 5. Приповерхностные концентрации, 120мин
Fig. 5. Near-surface concentrations, 120min
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Модель быстрой водородопроница-
емости
Как было сказано выше, подстановка рав-

новесных концентраций приводит к заметной
погрешности при толщине мембраны � � 1 мм
и быстрой проницаемости сплава. Поэтому
рассмотрим задачу моделирования концентра-
ций c0,� по кривым давления p0,� без квазирав-
новесного упрощения c(t) = Γ

√
p(t).

В течение короткого (в масштабе экспе-
римента) периода t0 ловушки насыщаются, и
наступает квазистационарный режим. Приме-
ним аппроксимацию ∂xc = −[c0 − c�]�

−1:

ṗ0,�(t) = ∓β0,�
[
c0 − c�

]
, (3)

μsp0,�(t)− bc20,� = ±D�−1
[
c0 − c�

]
, (4)

β0,� ≡ SD
[
αVin,out�

]−1
T, t � t0 > 0.

Рассмотрим систему (4). Выполним преоб-
разования уравнения при x = 0 следующим
образом:

μsp0(t)− bc20 = D
[
c0 − c�

]
�−1,

μsp0(t)− bc20 −D�−1c0 = −D�−1c�,
μsp0(t)

b
− c20 −

D

b�
c0 = −D

b�
c�.

Введем коэффициент растворимости Γ ≡√
μs/b в полученную систему и выделим пол-

ный квадрат относительно c0(t):

Γ2p0(t)−
[
c0 +

D

2b�

]2
+

D2

4b2�2
= −D

b�
c�,

Γ2p0(t) +
D2

4b2�2
+

D

b�
c� =

[
c0 +

D

2b�

]2
.

В левой части уравнения выделим выраже-
ние относительно c�(t) аналогично выраже-
нию, возводимому в квадрат (c0 +D(2b�)−1):

Γ2p0(t)− D2

4b2�2
+

D

b�

[
c� +

D

2b�

]
=
[
c0 +

D

2b�

]2
.

Домножим уравнение на (2b�)2D−2:

4(Γb�)2p0(t)D
−2 − 1 + 2

[
2b�D−1c� + 1

]
=
[
2b�D−1c0 + 1

]2
. (5)

Выполним аналогичные преобразования урав-
нения системы (4) при x = �. В результате по-
лучим уравнение вида (5), в котором величи-
ны c0 и c� заменяются на c� и c0 соответствен-
но. Введем безразмерные переменные:

X0,�(t) = 1 + 2�c0,�(t)bD
−1,

a0,�(t) = 4(�Γb)2p0,�(t)D
−2− 1. (6)

Таким образом, система уравнений (4) запи-
шется в симметричном виде:

a0 + 2X� = X2
0 , a� + 2X0 = X2

� . (7)

Для переменной X ≡ X� получаем неполное
уравнение четвертой степени[

X2 − a�
]2

= 4
[
2X + a0

]
, (8)

которое решается в радикалах. Исходя из фи-
зических соображений, нас интересует поло-
жительный корень. Выведем дифференциаль-
ные уравнения для X0,�, поскольку инфор-
мация о динамике граничных концентраций
c0,� представляет и самостоятельный интерес.
Продифференцируем выражения:

ȧ0 + 2Ẋ� = 2X0Ẋ0, ȧ� + 2Ẋ0 = 2X�Ẋ�. (9)

Решая систему (9) как систему линейных
уравнений относительно производных Ẋ0 и
Ẋ�, получим:

Ẋ0 =
ȧ0X� + ȧ�
2[X0X� − 1]

, (10)

Ẋ� =
ȧ�X0 + ȧ0
2[X0X� − 1]

. (11)

Используя выражения (6) и (3), получаем:

ȧ0 = 4(�Γb)2D−2ṗ0(t)
= −4β0[c0 − c�

]
(�Γb)2D−2. (12)

Из уравнений (6) найдем:

X0 −X� = 2bD−1�[c0(t)− c�(t)
]
,

откуда, выразив c0(t)−c�(t) и подставив в (12),
получим:

ȧ0 = −2β0[X0 −X�]�bD
−1Γ2.

После подстановки выражений

β0 ≡ SDT (αVin�)
−1, Γ ≡

√
μs/b

в полученное уравнение будем иметь:

ȧ0 = −2[X0 −X�]sM0, M0 ≡ μST

αVin
.

Аналогичным образом получаем:

ȧ� = 2[X0 −X�]sM�, M� ≡ μST

αVout
.

Подставив полученные выражения в (10), бу-
дем иметь:

Ẋ0 = −sM0[X0 −X�]
X� −M�M

−1
0

X0X� − 1
.
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Выражение для Ẋ� выводится аналогично.
В результате мы имеем следующую систему
дифференциальных уравнений (μ ∝ 1/

√
T ):

Ẋ0(t) = −sM0

[
X0 −X�

]X� − VinV
−1
out

X0X� − 1
, (13)

Ẋ�(t) = sM�

[
X0 −X�

]X0 − V −1in Vout

X0X� − 1
. (14)

M� ≡ μST (αVout)
−1, M0 ≡ μST (αVin)

−1.

Локализация начальных данных
для системы ОДУ

Рассмотрим более подробно уравнение чет-
вертой степени (8). При помощи стандартных
математических пакетов можно получить че-
тыре корня, из которых нужно выбрать соот-
ветствующий физическому смыслу. Возникает
задача автоматизации выбора корня.
Итак, рассмотрим уравнение[

X2 − a�
]2

= 4
[
2X + a0

]
,

где X ≡ 1 + 2�c�(t0)bD
−1, a0,�(t0) ≡

4(�Γb)2p0,�(t0)D
−2 − 1, t0 – момент време-

ни после быстрого переходного периода, ко-
гда квазистационар практически установился
(c̄0,�(t0) = Γ

√
p0,�(t0)). Так как

2X + a0 = 1 +
4�b

D
c�(t0) +

4(�b)2

D2
c̄20(t0) > 1,

то вместо уравнения четвертой степени (8) бу-
дем решать уравнение X2 − a� = 2

√
2X + a0 .

Выполняя аналогичные вычисления, полу-
чим:

X2 − a� = 2X + 4�2b2D−2(c2� (t0)− c̄2� (t0)).

На рис. 5 видно, что c�(t0) > c̄�(t0), следова-
тельно,

X2 − a� > 2X > 2,

X > 1 +
√
1 + a� = 1 + 2�Γ

√
p�(t0)bD

−1.

Полученное неравенство совпадает с оценкой
X в (6), если вместо c� подставить c̄�. Таким
образом, данная нижняя оценка X для приня-
той модели неулучшаема.
Для автоматизации графического решения

уравнения X2 − a� = 2
√
2X + a0 найдем верх-

нюю оценку X.
Образец исследуемого материала разбива-

ет вакуумную камеру на два сосуда. Обозна-
чим условно их как левый (входной) объем V1

и правый (выходной) объем V2. При этом сим-
волы V1,2 будем использовать как для самих

сосудов, так и для их объемов (в зависимости
от контекста). Со временем давление водоро-
да в объеме V2 будет увеличиваться до опре-
деленного уровня p̄ < p̄0(0), следовательно,
max c� < Γ

√
p̄0(0). Значит, можно получить

верхнюю оценку: Xmax < 1 + 2�Γ
√

p̄0(0)bD
−1.

Однако такая оценка – грубая, постараемся
уточнить значение p̄.
Перед началом эксперимента проводится

дегазация, объемы V1 и V2 – вакуумированы.
Затем в начальный момент времени (t0 = 0)
в V1 скачкообразно создается давление мо-
лекулярного водорода (p0 = p0(0)). Обычно
p0 ≈ 10–100Торр, так что газ можно счи-
тать практически идеальным. В таком слу-
чае, воспользовавшись основным уравнени-
ем молекулярно-кинетической теории, полу-
чим p0V1 = n0kT , где n0 – число молекул H2

в начальный момент времени; k – постоянная
Больцмана; T – абсолютная температура га-
за, которая принимает постоянное значение в
исследуемом эксперименте (T = const).
В процессе продолжения эксперимента все

большая часть молекул водорода переходит в
V2. Поскольку исследуемая пластина сплава
пренебрежительно мала по объему и нас ин-
тересует верхняя оценка давления в V2, будем
считать, что n0 = n1 + n2, где n1, n2 – число
молекул в V1 и V2 соответственно, когда дав-
ления в V1,2 практически равны (p̄).
Таким образом, для каждого сосуда полу-

чаем уравнения:

p̄V1 = n1kT, p̄V2 = n2kT,

из которых можно выразить p̄:

p̄(V1 + V2) = n0kT =
p0V1

kT
kT

= p0V1 ⇒ p̄ =
p0V1

V1 + V2
.

Зная p̄, можно уточнить верхнюю оценку

max c̄� < Γ
√
p̄ ⇒ X < 1 + 2�bD−1Γ

√
p̄.

Рассмотрим уравнение X2 − a� =
2
√
2X + a0 на отрезке [minX,maxX]. Опре-

делим количество существующих решений на
данном интервале. Если будут выполняться
условия:

minX2 − a� < 2
√

2minX + a0,

maxX2 − a� > 2
√

2maxX + a0,

тогда на указанном промежутке существует
единственное решение.
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Итак, проверим первое условие. Для этого
вычислим:

minX2 − a�

= (1 + 2�Γ
√
p�bD

−1)2 − 4(�Γb)2p�D
−2 + 1

= 2minX,

2
√

2minX + a0

= 2
√

1 + 4�Γ
√
p�bD−1 + 4(�Γb)2p0D−2

> 2
√

1 + 4�Γ
√
p�bD−1 + 4(�Γb)2p�D−2

= 2minX.

Таким образом, мы получили, что
2
√
2minX + a0 > 2minX = minX2 − a�. Рас-

смотрим второе условие:

maxX2 − a�

= (1 + 2�Γb
√
p̄D−1)2 − 4(�Γb)2p�D

−2

> 2(1 + 2�Γb
√
p�D

−1),

2
√

2maxX + a0

= 2
√

2 + 4�Γb
√
p̄D−1 + 4(�Γb)2p0D−2 − 1

< 2
√

2 + 4�Γb
√
p�D−1 + 4(�Γb)2p�D−2 − 1

= 2(1 + 2�Γb
√
p�D

−1).

Видим, что 2
√
2maxX + a0 < maxX2 − a�.

Для доказательства данного неравенства мы
ориентировались на то, что p0 > p� (см. рис. 2).
Посчитаем производные левой и правой части
уравнения (8):

f ′1 = [X2 − a�]
′ = 2X > 2,

f ′2 = [2
√

2X + a0]
′ = 2

2

2
√
2X + a0

< 2.

Получаем, что f ′2 < f ′1, f1(minX) < f2(minX)
и f1(maxX) > f2(maxX). Это доказывает
нам, что на промежутке [minX,maxX] суще-
ствует единственное пересечение кривых.
Пример графической локализации иско-

мого решения X приведен на рис. 6. Дан-
ные для вычислений брались из статьи [5]:
T = 673,15K; V1 = 1750 см3; V2 = 3000 см3;
D = 5,5×10−5 см2/сек; b = 2,1×10−22 см4/сек;
s = 5,7×10−5; μ = 2,474×1022/

√
T ; Γ =

√
μs/b;

� = 0,014 см; p0(t0) = 32 Торр; p�(t0) = 2 Торр;
p̄ = p0V1

V1+V2
; c̄0 = Γ

√
p0; c̄� = Γ

√
p�.

При использовании пакетов прикладных
программ (в данной работе использовался
Scilab 6) целесообразнее рассматривать алгеб-
раическое уравнение четвертой степени (8).
При этом возникают еще три дополнительных

корня. Ограничение X ∈ [minX,maxX] поз-
волит автоматически выделить единственный
корень уравнения, подходящий по физическо-
му смыслу задачи.
После определения значения X = X�(t0)

находим X0(t0) из соотношений (7).

Рис. 6. Графическое решение уравнения:
(1) maxX2 − a�, (2) 2

√
2X + a0

Fig. 6. Graphical solution of the equation:
(1) maxX2 − a�, (2) 2

√
2X + a0

Алгоритм численного решения
краевой задачи быстрой водородо-
проницаемости

Теперь представим схему численного мо-
делирования быстрой водородопроницаемости
на конкретной задаче.
1. Заказчик (ИМЕТ УрО РАН) представля-

ет файл в формате .opj (для работы использу-
ется ПО OriginViewer) с экспериментальными
данными (рис. 1).
Графики соответствуют давлениям: убыва-

ющая кривая соответствует входному объе-
му V1, возрастающая – выходному V2. Напри-
мер, для Ta77Nb23 p0 = 30 торр, T = 673,15K
(см. рис. 2). Исходные данные содержатся
в табличном виде и зашумлены. Изначально
они экспортируются в Excel, а затем в пакет
Scilab 6.
Задача параметрической идентификации

модели состоит в оценке значений параметров
D, b, s (коэффициенты диффузии, десорбции,
абсорбции).
2. С учетом переходных процессов выде-

ляем момент времени t0 > 0, когда распре-
деление концентрации растворимого водорода
можно считать практически квазистационар-
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ным. Вычислительные эксперименты с полной
моделью показывают, что квазистационар при
заданных условиях достигается в пределах ми-
нуты (на фоне измерений в течение часов).
Задаем текущие приближения D, b, s.

Определяем p(t0). Сглаживаем эксперимен-
тальные данные, используя алгоритм, опи-
санный в [1]. Находим начальные данные
X0(t0), X�(t0) для модели быстрой водородо-
проницаемости (13)–(14). Система ОДУ инте-
грируется в пакете Scilab 6 на отрезке времени
[t0, t∗] (t∗ – заданное время, в частности, вре-
мя окончания измерений). Полученные инте-
гральные кривые представлены на рис. 7.
3. В силу полученных соотношений

X0(t) = 1 + 2�c0(t)bD
−1,

X�(t) = 1 + 2�c�(t)bD
−1

находим концентрации c0(t), c�(t), t � t0. Из
граничных условий (4) генерируем модельные
зависимости p0,�(t) и сравниваем их с экспери-
ментальными данными (см. рис. 8).
4. В зависимости от полученного результа-

та варьируем значения исходных параметров.
Вычислительные эксперименты показывают
характерные зависимости изменений графи-
ков при изменении параметров модели (см.
рис. 8–11).
5. При неудовлетворительной аппроксима-

ции возвращаемся к п. 2.

Рис. 7. Интегральные кривые системы ОДУ
Fig. 7. Integral curves of the ODE system

Рис. 8. Результат численного моделирования.
Здесь и на рис. 9–12: (1) – экспериментальные дан-
ные, (2) – модель
Fig. 8. The result of numerical simulation.
Here and in Fig. 9–12: (1) – experimental data, (2) –
model

Рис. 9. Изменение коэффициента десорбции
Fig. 9. Change in the desorption coefficient

Рис. 10. Изменение коэффициента диффузии
Fig. 10. Change in the diffusion coefficient
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Рис. 11. Изменение коэффициента абсорбции
Fig. 11. Change in the absorption coefficient

Рис. 12. Результаты численного моделирования
Fig. 12. Numerical simulation results

Заключение

Изучение взаимодействия изотопов водоро-
да с различными конструкционными матери-
алами широко распространено и применяется
во многих реальных задачах. Мгновенно опре-
делить значение параметров и коэффициен-
тов модели в ходе эксперимента практически
невозможно. При этом их значения необходи-
мы для дальнейших исследований. Математи-
ческое моделирование позволяет решить дан-
ную проблему.
В рамках текущей работы было автома-

тизировано нахождение единственного кор-
ня уравнения четвертой степени (8), который
удовлетворяет физическим условиям постав-
ленной задачи, что, в свою очередь, приве-
ло к упрощению нахождения начальных усло-
вий для системы ОДУ (13)–(14). Решение ука-
занной системы позволяет построить графики
давлений во входной и выходной емкости ка-
меры. Результат представлен на рис. 12.
Аппроксимация кривых давлений произво-

дилась варьированием коэффициентов диф-
фузии, абсорбции и десорбции из физических
соображений. Один из вариантов дальнейше-
го развития – автоматизация разработанной
схемы решения обратной задачи параметриче-
ской идентификации модели на основе экспе-
риментальных данных.
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