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Введение

Развитие беспроводных технологий сопро-
вождается развитием вычислительных и ком-
муникационных возможностей цифровых си-
стем. Высокий вычислительный потенциал со-
временных цифровых устройств реализуется
с развитием систем (сетей) распределенных
и повсеместных вычислений, которые позво-
ляют объединить разнородные вычислитель-
ные ресурсы для решения различных задач, от
вспомогательных (таких, как управление ум-
ным домом [17]) до вычислительноемких [4].
При этом значительные вычислительные воз-
можности таких систем сопровождаются низ-
кой надежностью, высокой степенью разно-
родности используемых устройств (с точки
зрения архитектуры, вычислительной мощно-
сти, скорости работы, надежности, используе-
мого питания), трудностью координации вы-
числений из-за отсутствия централизованно-
го управления и большого числа устройств
в сети.
Анализ эффективности [3] и прогнозирова-

ние нагрузки [14] вычислительных сетей явля-
ются предметом интенсивных исследований.
В анализе таких систем широко применяют-
ся стохастические модели, однако при иссле-
довании систем большого масштаба целесооб-
разно использовать асимптотические резуль-
таты, позволяющие перейти от индивидуаль-
ных особенностей отдельных вычислительных
узлов к свойствам системы в целом. Следу-
ет отметить, что некоторые особенности пре-
дельных процессов, такие, например, как дол-
гая память (выражающаяся в расходимости
ряда автоковариаций процесса), существенно
затрудняют прогноз искомых характеристик
(например, оценки времени завершения про-
екта в распределенной вычислительной се-
ти [14]). В данной работе основное внимание
уделено предельным результатам для моде-
лей вычислительных сетей с большим числом
узлов, а именно, развивается подход, пред-
ложенный ранее в [14], где рассматривалась
гауссовская аппроксимация процесса выполне-
ния работы распределенной вычислительной
сетью. В настоящей работе с помощью стати-
стического моделирования проводится иссле-
дование корреляционных свойств допредель-
ного процесса при относительно большом чис-
ле неоднородных вычислительных узлов.

Обзор литературы

В данном разделе приведен краткий обзор
источников по математическим проблемам в
области моделирования распределенных вы-
числительных сетей.

Среди распределенных вычислительных
сетей, в которых ресурсы предоставляются
добровольцами (систем добровольных вычис-
лений), можно выделить подклассы вычисли-
тельных сетей из персональных компьютеров
(desktop grid), облачных систем из персональ-
ных компьютеров (ОСПК, desktop clouds), си-
стем мобильных добровольных вычислений
(СМДВ, mobile volunteer computing) и си-
стем добровольных параллельных вычислений
(parallel volunteer computing) [12]. К особенно-
стям всех указанных типов можно отнести вы-
сокую степень гетерогенности вычислитель-
ных ресурсов и низкую надежность узлов се-
ти, что требует исследования алгоритмов оп-
тимизации распределения ресурсов и назначе-
ния заданий. При этом в каждом подклассе си-
стем цели оптимизации могут различаться: в
частности, для СМДВ помимо равномерности
распределения нагрузки важны минимизация
энергопотребления узлов [9] (что, впрочем, ак-
туально в целом для систем распределенных
вычислений [6]), учет ограничений на занима-
емую память, минимизация сетевого взаимо-
действия [10].
Традиционной задачей в области систем

распределенных вычислений является разде-
ление ресурсов. При этом важно находить ба-
ланс между уровнем избыточности (при ко-
тором одна и та же задача может решать-
ся различными узлами для обеспечения на-
дежности) и доступной степенью параллелиз-
ма [16]. При решении задач разделения ресур-
сов в ОСПК учитывается возможность выхо-
да узлов из строя [1]. Для нахождения опти-
мальных способов разделения ресурсов приме-
няются эвристические методы [5], сравнитель-
ный анализ имитационных моделей [8]. К пере-
довым направлениям исследований можно от-
нести также управление ресурсами с исполь-
зованием искусственного интеллекта [7].
В качестве математических моделей рас-

пределенных систем часто рассматриваются
системы типа разветвления–соединения (fork–
join), анализ которых классическими метода-
ми затруднен в связи с тем, что исследуе-
мый (марковский) процесс является бесконеч-
номерным [22]. В этой связи исследование та-
ких систем ведется в различных предельных
режимах: анализ насыщенной системы [11],
исследование асимптотик хвоста распределе-
ния [18], нахождение стохастических границ
для исследуемых характеристик [2, 13, 19] или
их аппроксимация [15], исследование предель-
ных процессов [14]. Наконец, отметим также
применение машинного обучения для исследо-
вания производительности таких систем [23].
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Кумулятивная работа
в гетерогенной сети

В данном разделе рассматривается модель
распределенной вычислительной сети, дина-
мика которой описывается так называемым
процессом кумулятивной работы {A(t), t � 0},
то есть суммарным объемом работы, выпол-
ненной вычислительной сетью за промежуток
времени [0, t].
Предположим, что вычислительная систе-

ма состоит из M неоднородных вычислитель-
ных узлов, динамика которых описывается в
терминах так называемых on-off процессов.
Все вычислительные узлы относятся к одно-
му из n типов (n � M), характеризующихся
различными скоростями выполнения работы.
Обозначим далее через Mi число узлов типа i,
т. е.

∑n
i=1Mi = M , а через Ri – объем работы,

выполненный в единицу времени узлом типа
i. Определим далее on-off процесс как случай-
ный процесс

{
I(i)(t), t � 0

}
, описывающий ак-

тивность вычислительного узла типа i следу-
ющим образом:

I(i)(t) =

{
Ri, t ∈ on-периоду,
0, t ∈ off-периоду.

Дополнительно предполагается, что периоды
активности (on) и периоды простоя (off) об-
разуют последовательности независимых слу-
чайных величин, а также независимы между
собой. Периоды активности и простоя чере-
дуются попеременно. Индекс i = 1, . . . , n со-
ответствует типу узла, при этом для выбора
конкретного узла данного типа будем исполь-
зовать нижний индекс k = 1, . . . ,Mi.
Отметим, что модели на основе on-off про-

цессов рассматривались в приложениях тео-
рии массового обслуживания. Основное отли-
чие состоит в том, что наряду с периодами
длительности фаз работы и простоя вводятся
дополнительные параметры Ri, характеризу-
ющие скорость выполнения работы.
Обозначим Ai(t) суммарную работу, выпол-

ненную вычислительными узлами типа i:

Ai(t) =

t∫
0

(
Mi∑
k=1

I
(i)
k (u)

)
du.

Тогда кумулятивная работа (агрегирован-
ная), выполненная всеми узлами за время
[0, t], равна

A(t) =

n∑
i=1

Ai(t) =

t∫
0

(
n∑

i=1

Mi∑
k=1

I
(i)
k (u)

)
du. (1)

Распределение процесса A(t) фактически бу-
дет определяться функциями распределений
F

(i)
on и F

(i)
off длительностей on и off периодов

вычислительных узлов. Для каждого типа i =
1, . . . , n обозначим

μ(i)
on, σ

(i)
on , μ

(i)
off , σ

(i)
off

математическое ожидание и стандартное от-
клонение длительностей on и off периодов со-
ответственно.
Далее в статье полагается, что каждое из

распределений on- (off-) периодов удовлетво-
ряет одному из двух условий (условия для
распределений on и off периодов могут отли-
чаться):

1. Хвост распределения, F (i)
j , j ∈ {on, off},

является правильно меняющейся функ-
цией на бесконечности, т. е. при x → ∞:

F
(i)
j := 1− F

(i)
j (x) ∼ x−α

(i)
j L

(i)
j (x), (2)

где α
(i)
j ∈ (1, 2), f ∼ g означает, что

f/g → 1, а функция L
(i)
j медленно ме-

няется на бесконечности, т. е. для произ-
вольного t > 0 выполнено

lim
x→∞

L
(i)
j (tx)

L
(i)
j (x)

= 1.

Отметим, что в этом случае дисперсии со-
ответствующих on- (off-) периодов будут
бесконечными.

2. Дисперсия периодов конечна, σ(i)
j < ∞.

В этом случае для унификации обозначе-
ний положим формально α

(i)
j = 2.

Дальнейший интерес представляет изучение
свойств распределения случайного процесса
A(t), в частности, распределение следующей
случайной величины

τD = min{t � 0 : A(t) � D},

которая интерпретируется как время, необхо-
димое для решения вычислительной задачи
трудоемкости D.
Найти требуемые распределения в явном

виде не представляется возможным. Следова-
тельно, приходится полагаться либо на имита-
ционное моделирование, либо на асимптотиче-
ские методы теории случайных процессов.
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Предельное распределение
кумулятивной работы

Как уже отмечалось выше, on-off процессы
активно использовались в области моделиро-
вания коммуникационных систем в качестве
моделей порождения сетевого трафика. Для
агрегированных случайных процессов вида (1)
были доказаны асимптотики [21], а именно
функциональные предельные теоремы, утвер-
ждающие, что соответствующим образом нор-
мированный кумулятивный процесс сходится
(при некотором предельном режиме) к гаус-
совскому процессу с соответствующей корре-
ляционной структурой.
В рамках рассматриваемой модели си-

стемы распределенных вычислений данные
асимптотические результаты доказаны для
случая, когда Ri = 1 для всех i = 1, . . . , n.
Интуитивно ясно, что более общий случай, ко-
гда скорости Ri принимают произвольные зна-
чения, не должен радикальным образом ска-
зываться на доказательстве предельных тео-
рем. В действительности данные параметры
скажутся только на нормировке процесса.
Теперь приведем основной предельный ре-

зультат для процессов кумулятивной работы
Ai(t), i = 1, . . . , n, доказанный в работе [21]:

lim
T→∞

lim
Mi→∞

⎧⎨⎩
(
Ai(tT )−RiMip

(i)
ontT

)
THi

√
L(T )Mi

⎫⎬⎭
t�0

=d {ciBHi
(t)}t�0 ,

(3)

где =d означает равенство по распределению,
константы ci > 0 определяются параметрами
on/off процесса; p(i)on имеет вид

p(i)on =
μ
(i)
on

μ
(i)
on + μ

(i)
off

;

{BH(t), t � 0} – дробное броуновское движе-
ние (ДБД) c параметром H ∈ (0, 1) (так на-
зываемый параметр Хёрста), центрированный
гауссовский процесс с ковариационной функ-
цией

Cov (BH(t), BH(s))

=
1

2

(
t2H + s2H− | t− s |2H) ;

параметр Хёрста Hi, i = 1, . . . , n, предельного
ДБД выражается через параметры on/off про-
цессов по следующей формуле:

Hi =
3−min

{
α
(i)
on, α

(i)
off

}
2

∈
[
1

2
, 1

)
. (4)

Доказательство результата (3) приводится
в работе [21] для случая Ri = 1, однако для
произвольных положительных скоростей оно
повторяется почти дословно.
Неформально данный предельный резуль-

тат означает, что при достаточно больших зна-
чениях Mi и Ti распределение кумулятивной
работы Ai, выполненной узлами типа i, сбли-
жается с распределением процесса

{RiMip
(i)
ontT + THi

√
Li(T )MiciBHi

(t)}t�0. (5)

В гетерогенном случае справедливо следу-
ющее обобщение результата (5) (также адап-
тированное к исследуемой задаче).

Теорема [21, Теорема 2]. Пусть выполнены
два условия.

1. Число узлов согласованно растет, т. е.
при M → ∞ выполнено

lim
M→∞

Mi/M =: wi > 0, i = 1, . . . , n.

2. Параметр шкалирования по времени рас-
тет, т. е. T → ∞.

Тогда агрегированный процесс A(tT ), при со-
ответствующем центрировании и нормиро-
вании, сходится в смысле сходимости конеч-
номерных распределений к суперпозиции неза-
висимых ДБД, т. е. для больших значений
Mi, i = 1, . . . , n, и большого T ,

A(tT ) ≈ CtT +

n∑
i=1

THi

√
Li(T )MiciBHi

(t), (6)

где Li – медленно меняющиеся на бесконеч-
ности функции (выраженные в терминах ис-
ходных параметров), BHi

– независимые ДБД
с параметрами Хёрста Hi, а параметр C име-
ет вид

C =

n∑
i=1

RiMip
(i)
on.

Асимптотический результат (6) дает теоре-
тическую мотивировку рассматривать сумму
независимых ДБД с линейным сносом в каче-
стве модели процесса вычислений в гетероген-
ной вычислительной сети. При этом заметим,
что если у хотя бы одного из n классов вычис-
лительных узлов распределение длительности
периода активности или периода простоя име-
ет вид (2), то в силу (4) соответствующее дан-
ному классу значение параметра Хёрста бу-
дет строго больше 1/2, а значит, процесс бу-
дет обладать свойством долговременной зави-
симости [20].
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Для простоты изложения далее положим
Ri = 1, i = 1, . . . , n. Аппроксимация (6) мо-
жет использоваться при достаточно большом
числе узлов и на большом масштабе времени,
однако ее практическое применение требует
дополнительных исследований. В этой связи
особую важность имеет исследование локаль-
ных (по времени) свойств модели вычисли-
тельной сети, и в частности, доступной вычис-
лительной мощности. Нестрого говоря, в рабо-
те [21] показано, что ковариационные свойства
процесса (6) являются следствием степенного
характера убывания автоковариации процесса
{G(t)}t�0, описывающего (центрированную и
нормированную) доступную вычислительную
мощность в момент t при большом числе ис-
точников,

{G(t)}t�0 =d lim
M→∞

{GM (t)}t�0, (7)

где соответствующий допредельный процесс
имеет вид

GM (t) =
1√
M

n∑
i=1

Mi∑
k=1

(
I
(i)
k (t)− EI

(i)
k (t)

)
=

n∑
i=1

√
Mi

M
G

(i)
Mi

(t), (8)

при этом процессы {G(i)
Mi

(t)}t�0 описыва-
ют (центрированную и нормированную) до-
ступную вычислительную мощность узлов
класса i,

G
(i)
Mi

(t) =
1√
Mi

Mi∑
k=1

(
I
(i)
k (t)− EI

(i)
k (t)

)
.

Из (7) и (8) следует, что

G(t) =

n∑
i=1

√
wiG

(i)(t),

где {G(i)(t)}t�0 есть предельные процессы для
i = 1, . . . , n,

{G(i)(t)}t�0 =d lim
Mi→∞

{G(i)
Mi

}t�0.

Обозначим γM автоковариационную функцию
процесса (7),

γM (u) = Cov(GM (0), GM (u)). (9)

С учетом результатов, представленных в рабо-
те [21], можно показать, что при больших u и
больших M справедлива асимптотика

γM (u) ≈ γ(u) = Cov(G(0), G(u))

≈
n∑

i=1

diwiu
2Hi−2, (10)

где di есть некоторые константы, а параметры
Hi имеют вид (4). Это означает, что при (хо-
тя бы одном) Hi > 1/2 имеет место расходи-
мость ряда автоковариаций процесса. Таким
образом, при достаточно большом числе узлов
M автоковариационная функция γM должна
проявлять степенной характер убывания.

Вычислительные эксперименты

Для иллюстрации указанных теоретиче-
ских результатов проведены численные экспе-
рименты. В качестве распределения для on- и
off-периодов источника типа i = 1, . . . , n здесь
и далее используется распределение Парето
первого типа, хвост которого имеет вид

F
(i)
j (x) = x−α

(i)
j , x > 1, j ∈ {on, off}.

Отметим, что такой хвост распределения
относится к классу правильно меняющихся
функций, при этом соответствующая медлен-
но меняющаяся функция тождественно рав-
на 1. С учетом (10) целесообразно ожидать,
что при больших M имеет место асимптоти-
чески линейное убывание автоковариации в
двойных логарифмических координатах,

log γM (u) ≈ βM log u+ cM ,

где cM – некоторая константа, βM ≈ 2H − 2,

H = max
i=1,...,n

Hi.

С учетом (4) и (10)

βM ≈ 1− min
i=1,...,n

min
{
α(i)
on, α

(i)
off

}
. (11)

Величину βM можно оценить с помощью по-
строения наклона линии регрессии для выбо-
рочной автоковариации, однако в неоднород-
ном случае такой наклон необходимо стро-
ить для достаточно больших значений u и,
соответственно, при достаточной длине траек-
торий.
В первом эксперименте рассмотрен одно-

родный случай, т. е. предполагается, что в си-
стеме один класс узлов (для упрощения обо-
значений опустим соответствующие верхние
индексы и сохраним обозначение γM для вы-
борочной автоковариации). Выборочная авто-
ковариация γM (u) для M = 103 и M = 104 уз-
лов при u = 1, . . . , 20000 (с шагом, равным 1)
вычислена по 988 и 1104 траекториям процес-
са длиной 107 и 106 единиц времени соответ-
ственно. Использовались следующие значения
параметров узлов: αon = 1,5 (что соответству-
ет условию (2)), αoff = 2,5 (т. е. дисперсия off-
периода конечна). Тогда из (4) и (11) следует,
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что H = 0,75, βM = −0,5. График автоковари-
ационной функции (9) построен при заранее
выбранном M в логарифмических координа-
тах по обеим осям. Из (11) следует, что при
больших u,M график должен соответствовать

прямой линии с наклоном −0,5. В качестве
оценки βM брался наклон линии регрессии по
значениям γM (u) для u = 103, . . . , 2 · 104. Как
видно на рис. 1 (a) и 2 (a), график соответству-
ет ожидаемому.

(а) (б)

Рис. 1. Результаты экспериментов с узлами одного типа, M = 103:
(а) – среднее (по числу траекторий) значение автоковариации. Наклон линии регрессии βM ≈ −0,56;
(б) – оценка распределения βM в зависимости от длины траектории τj = 10j , для j = 4, . . . , 7, постро-
енная по интервалу параметра u ∈ [τj · 10−4, τj · 2 · 10−3]

Fig. 1. Experimental results for single-type nodes, M = 103:
(а) – average (trajectorywise) autocovariance value. The slope of regression line βM ≈ −0.56;
(б) – distribution estimate for βM vs. trajectory length τj = 10j , for j = 4, . . . , 7, for the parameter value
u ∈ [τj · 10−4, τj · 2 · 10−3]

(а) (б)

Рис. 2. Результаты экспериментов с узлами одного типа, M = 104:
(а) – среднее (по числу траекторий) значение автоковариации. Наклон линии регрессии βM ≈ −0,55;
(б) – оценка распределения βM в зависимости от длины траектории τj = 10j , для j = 4, 5, 6, построенная
по интервалу параметра u ∈ [τj · 10−4, τj · 2 · 10−3]

Fig. 2. Experimental results for single-type nodes, M = 104:
(а) – average (trajectorywise) autocovariance value. The slope of regression line βM ≈ −0.55;
(б) – distribution estimate for βM vs. trajectory length τj = 10j , for j = 4, 5, 6, for the parameter value
u ∈ [τj · 10−4, τj · 2 · 10−3]
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Поведение системы при нескольких типах
узлов отличается от случая с одним типом уз-
ла. Во втором эксперименте рассмотрена неод-
нородная система с двумя типами узлов. С
помощью имитационного моделирования по-
строены 4886 независимых траекторий про-
цесса GM (t), каждая длиной 107 единиц вре-
мени, при следующих значениях параметров:
M = 103, α(1)

on = 1,1, α(2)
on = 1,9, α(1)

off = 2,1,

α
(2)
off = 2,56, w1 = 0,1, w2 = 0,9. Парамет-

ры системы подобраны таким образом, что-
бы средние значения длительности on и off
периодов для агрегированного процесса соот-
ветствовали первому эксперименту. Затем для
исследования чувствительности оценки βM к
максимальному лагу автоковариации выпол-
нено усечение траекторий до общей длины
τj = 10j , а оценка построена для значений
u ∈ [τj ·10−4, τj ·2·103], j = 4, . . . , 7. Результаты
представлены на рис. 3.

(а) (б)

Рис. 3. Результаты численных экспериментов для сети с узлами двух типов, Hi > 0,5:
(а) – среднее (по числу траекторий) значение автоковариации. Наклон линии регрессии βM ≈ −0,32;
(б) – оценка распределения βM в зависимости от длины траектории τj = 10j , для j = 4, . . . , 7, постро-
енная по интервалу параметра u ∈ [τj · 10−4, τj · 2 · 10−3];
Fig. 3. Numerical results for a network with two types of nodes, Hi > 0.5:
(а) – average (trajectorywise) autocovariance value. The slope of regression line βM ≈ −0.32;
(б) – distribution estimate for βM vs. trajectory length τj = 10j , for j = 4, . . . , 7, for the parameter value
u ∈ [τj · 10−4, τj · 2 · 10−3]

На рис. 3 (а) хорошо видно отклонение
усредненной (по траекториям) оценки автоко-
вариации для небольших u от прямой линии
(линии регрессии), однако, как и ожидается,
для больших u график оценки в двойных ло-
гарифмических координатах приближенно со-
ответствует прямой линии. В отличие от пер-
вого эксперимента из рис. 3 (б) видно, что аб-
солютное значение оценки и дисперсия оценки
βM уменьшаются с увеличением времени ими-
тационного моделирования τj и, соответствен-
но, увеличением диапазона значений u. При
этом на рис. 3 (б) межквартильный размах для
оценки при j = 6, 7 примерно соответствует
размаху на рис. 1 (б) и 2 (б). Из (11) ожидает-
ся, что βM ≈ −0,1, что примерно соответству-
ет оценке, представленной на рис. 3 (а). От-
метим, однако, что теоретическое значение не

достигается, но точность с увеличением макси-
мального значения лага увеличивается. Мож-
но предположить, что для получения более
точной оценки требуется построение автокова-
риации для более высоких значений лага (что
потребует увеличения длительности имитаци-
онного моделирования).
На рис. 4 представлены результаты третье-

го эксперимента с параметрами α
(1)
on = 2,1,

α
(2)
on = 2,9, α(1)

off = 2,3, α(2)
off = 2,56, w1 = 0,1,

w2 = 0,9 при общей длине траекторий 105.
При таких параметрах Hi = 0,5, i = 1, 2,
т. е. отсутствует долговременная зависимость
и процесс GM (t) аппроксимируется винеров-
ским процессом. Теоретический наклон пря-
мой в этом случае составляет −1, что соответ-
ствует экспериментальным результатам.
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M = 103, βM = −1,22 M = 104, βM = −1,13
Рис. 4. Результаты экспериментов с узлами двух разных типов, Hi = 0,5. Для каждого графика исполь-
зовалось 100 независимых траекторий
Fig. 4. Numerical results for a network with two types of nodes, Hi = 0.5. 100 independent trajectories were
used for each graph

Заключение

Выполнен анализ допредельного процесса
кумулятивной работы в гетерогенной вычис-
лительной сети большого масштаба с помо-
щью статистического моделирования. Отме-
тим, что на практике асимптотическое равен-
ство (6) позволяет исследовать свойства таких
сетей без детализации характеристик отдель-
ных узлов.
С учетом известных аналитических резуль-

татов, а также задач, поставленных в данной
статье, целесообразно предложить следующие
направления дальнейших исследований:

• исследование процесса кумулятивной ра-
боты в гетерогенной системе в допредель-
ном режиме (при относительно неболь-
шом числе узлов);

• анализ скорости сходимости к дробному
броуновскому движению процесса выпол-
ненной кумулятивной работы;

• анализ чувствительности ключевых ха-
рактеристик вычислительных сетей (вре-
мя выполнения фиксированного объема
работы) к макро- (параметр Хёрста) и
микро- (параметры ф. р. интервалов on-
off процессов, скорости серверов) пара-
метрам исследуемых систем;

• исследование статистических моделей со-
ответствующих процессов, учитывающих
эффект долгой памяти (например, в
классе моделей FARIMA).

Отметим, что некоторые из указанных иссле-
дований могут быть выполнены с использова-
нием имитационного моделирования.
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