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Рассматривается случайный лес, образованный траекториями однородного вет-
вящегося процесса Гальтона –Ватсона с N начальными частицами, в котором
число прямых потомков каждой частицы имеет распределение pk = (k+1)−τ −
(k+ 2)−τ , k = 0, 1, 2, . . . . Для леса Гальтона –Ватсона, общее число вершин ко-
торого не превосходит n, получены предельные распределения максимального
объема дерева при N,n → ∞ и различных значениях параметра τ , соответ-
ствующих критическому или докритическому ветвящемуся процессу.
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We consider a random forest formed by trajectories of a homogeneous Galton –
Watson branching process starting withN particles, where the number of immediate
offspring of each particle has the distribution pk = (k + 1)−τ − (k + 2)−τ , k =
0, 1, 2, . . . . For the Galton –Watson forest containing at most n vertices, we find
limit distributions of the maximum tree size as N,n → ∞ for different values of the
parameter τ corresponding to a critical or subcritical branching process.
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Введение

В [3–7, 10] рассматривались леса Гальто-
на –Ватсона FN,n, сгенерированные однород-
ным критическим ветвящимся процессом GN ,
распределение числа прямых потомков каж-
дой частицы которого является случайной ве-
личиной ξ с распределением вида

P {ξ = k} =
L(k + 1)

(k + 1)τ+1
, k = 0, 1, 2, . . . , (1)

где τ ∈ (1, 2), L(x) – медленно меняющаяся на
бесконечности функция, принимающая только
положительные значения при x � 1. Предпо-
лагалось, что число некорневых вершин слу-
чайного леса известно и равно n. Нетрудно ви-
деть, что для значений параметра τ ∈ (1, 2)
распределение (1) имеет бесконечную диспер-
сию. Были доказаны предельные теоремы для
максимального объема дерева и числа дере-
вьев заданного объема при N,n → ∞, при
этом значение параметра τ распределения (1)
в указанных работах определялось услови-
ем Eξ = 1. Задача изучения характеристик
случайных лесов, порожденных ветвящимися
процессами с бесконечным вторым моментом
распределения числа прямых потомков, воз-
никла в связи с возможностью применения та-
ких результатов при исследовании структуры
и динамики конфигурационных графов, пред-
назначенных для моделирования сложных се-
тей коммуникаций [17, 18]. Полученные ранее
результаты о лесах Гальтона –Ватсона пред-
полагают существование конечной дисперсии
распределения случайной величины ξ [1, 8].
Пусть далее GN – однородный ветвящий-

ся процесс Гальтона –Ватсона с N началь-
ными частицами, занумерованными числами
1, . . . , N . Распределение числа прямых потом-
ков каждой частицы процесса GN задается ра-
венствами

pk = P {ξ = k} =
1

(k + 1)τ
− 1

(k + 2)τ
, (2)

k = 0, 1, 2, . . . . Характеристики случайного
леса FN,n с n некорневыми вершинами, по-
рожденного критическим ветвящимся процес-

сом GN , изучались в [12, 14]. Нетрудно ви-
деть, что распределение (2) является частным
случаем распределения (1), при этом L(x) =
x (1− (x/(x+ 1))τ ). Учитывая (2), несложно
показать, что

m = Eξ = ζ(τ, 2),

σ2 = Dξ = 2ζ(τ−1, 2)−3ζ(τ, 2)−ζ2(τ, 2), τ > 2,

где ζ(s, v) =
∞∑
k=0

(k + v)−s – обобщенная дзета-

функция. Пусть τ0 определяется равенством
ζ(τ0, 2) = 1, тогда τ0 ≈ 1, 728. Будем считать
далее, что значения параметра τ распределе-
ния (2) находятся в интервале τ0 � τ � C <
∞, то есть ветвящийся процесс GN является
критическим при τ = τ0 или докритическим
при τ > τ0. Здесь и далее C,C1, C2, . . . – неко-
торые положительные постоянные, не всегда
различные. Заметим, что для τ0 � τ � 2 рас-
пределение (2) не имеет конечной дисперсии.
Выделим подмножество FN,n траекторий

процесса GN , каждая из которых содержит
не более n вершин. Ветвящийся процесс GN

индуцирует на FN,n распределение вероятно-
стей при условии, что общее число вершин не
превосходит n. Построенный таким образом
лес Гальтона –Ватсона, состоящий из N дере-
вьев и содержащий не более n вершин, обозна-
чим через F ′

N,n. В [13] получены предельные
распределения числа деревьев заданного объ-
ема такого леса. В настоящей работе изучает-
ся предельное поведение случайной величины
η(N), равной максимальному объему дерева в
лесе F ′

N,n при различном характере стремле-
ния N,n к бесконечности, при этом значения
параметра τ могут быть как фиксированными,
так и изменяющимися вместе с N : τ = τ(N).
Заметим, что подобная задача рассматри-

валась в работах [9, 11], где были доказаны
предельные теоремы для характеристик ле-
са Гальтона –Ватсона с ограниченным числом
вершин, порожденного ветвящимся процессом
с пуассоновским распределением числа пря-
мых потомков каждой частицы.
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Основные результаты

Легко видеть, что процесс GN со-
стоит из N независимых подпроцес-
сов G(1), G(2), . . . , G(N), каждый из кото-
рых начинается с одной частицы. Пусть
ν(1), ν(2), . . . , ν(N) – независимые одинаково
распределенные случайные величины, равные
числу частиц, существовавших за все время
эволюции в подпроцессах G(1), G(2), . . . , G(N).
Введем обозначения:

qk = P
{
ν(1) = k

}
, k = 1, 2, . . . ,

a = Eν(1), τ �= τ0, b2 = Dν(1), τ > 2.

Известно [8, п. 2.3, (2)], что

a =
1

1−m
, b2 = a3σ2,

при этом a → ∞ при τ = τ(N) → τ0.
Определим последовательность BN (a) сле-

дующим образом:

BN (a) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

√
a3N lnN при
τ = 2 или(τ−2) lnN → 0;√
a3N lnN (1− e−α) /α при
(τ − 2) lnN → 2α, α �= 0;√
2a3N/(τ − 2) при
(τ − 2) lnN → +∞;(

2a3N/|τ − 2|)1/τ при
(τ − 2) lnN → −∞;

(3)

и пусть
Ba,N =

(
aτ+1N

)1/τ
.

Обозначим через g(x) плотность устойчи-
вого распределения с параметром τ, 1 < τ < 2,
и характеристической функцией

f(t) = exp
{
−Γ(1−τ)|t|τe−iπτt/(2|t|)

}
, (4)

и пусть p(x) – плотность устойчивого распре-
деления с параметром 1/τ и характеристиче-
ской функцией

h(t) = exp

{
−
( |t|
−Γ(1−τ)

)1/τ

e−iπt/(2τ |t|)
}
. (5)

Положим

C(τ) =
1

τΓ(1− 1/τ) (−Γ(1− τ))1/τ
.

δ(u, v) =

{
1, u/v � 1,
0, u/v < 1.

Справедливы следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть N,n → ∞, n � N , τ � 2
фиксировано или τ = τ(N) → 2± 0. Тогда для
любого фиксированного z > 0

P

{
η(N)

Ba,N
� z

}
→ e−z

−τ

.

Теорема 2. Пусть N → ∞, n � N ,
N τ−1/a → ∞, τ0 < τ � C1 < 2. Тогда для
любого фиксированного z > 0

P

{
η(N)

Ba,N
�z

}
=1+

∞∑
k=1

(−τ)k
k!

vN∫
−∞

Îk (z, x) dx

vN∫
−∞

g(x)dx

+o(1),

где vN = (n− aN)/Ba,N , при k = 1, 2, . . .

Îk(u, v) =

∫
x1,...,xk�u

g (v−x1− . . .−xk)

(x1 . . . xk)
τ+1 dx1 . . . dxk.

(6)

Теорема 3. Пусть N → ∞, n � N , τ = τ0,
n/N τ → γ, где γ – некоторая положительная
постоянная. Тогда для любого фиксированного
z > 0

P
{η(N)

N τ
� z
}

= 1 +

[γ/z]∑
k=1

(−C(τ))k

k!

γ∫
kz

Ik (z, x) dx

γ∫
0

p(x)dx

δ(γ, z) + o(1),

где при k = 1, 2, . . .

Ik(u, v) =

∫
Xk(u,v)

p (v−x1− . . .−xk)

(x1 . . . xk)
1+1/τ

dx1 . . . dxk,

(7)

Xk(u, v) = {xi�u, i=1, . . . , k, x1+ . . .+xk�v} .

Теорема 4. Пусть N → ∞, n � N , τ = τ0,
n/N τ → ∞. Тогда для любого фиксированного
z > 0

P
{η(N)

N τ
�z
}
= 1+

∞∑
k=1

(−C(τ))k

k!

∞∫
kz

Ik (z, x) dx+o(1),

где Ik(u, v) определено в (7).
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Заметим, что в теореме 2 и далее запись
τ0 < τ � C1 < 2 означает, что τ → τ0 + 0 или
τ0 < C2 � τ � C1 < 2.

Вспомогательные утверждения
Пусть νN – случайная величина, равная об-

щему числу частиц, существовавших в процес-
се GN до его вырождения:

νN = ν(1) + ν(2) + . . .+ ν(N).

Введем случайные величины ν1(F ′
), . . . , νN (F ′

),
равные объемам деревьев леса F ′

N,n с корнями
1, 2, . . . , N соответственно. Очевидно, что эти
случайные величины зависимы и для нату-
ральных k1, . . . , kN таких, что k1+. . .+kN � n,
справедливо равенство

P
{
ν1(F ′

) = k1, . . . , νN (F ′
) = kN

}
= P

{
ν(1) = k1, . . . , ν

(N) = kN | νN � n
}
.
(8)

Таким образом, для двух наборов случайных
величин ν1(F ′

), . . . , νN (F ′
) и ν(1), . . . , ν(N) вы-

полнены условия аналога обобщенной схемы
размещения не более чем n частиц по N ячей-
кам [15, 16]. Обобщенная схема размещения
была введена и подробно изучена В. Ф. Кол-
чиным (см., например, [2]), в ней предполага-
лось, что число размещаемых частиц равно n.
Введем независимые случайные величины

ν
(�r)
1 , . . . , ν

(�r)
N , распределение которых зада-

ется равенствами

P
{
ν
(�r)
i = k

}
= P

{
ν(1) = k | ν(1) � r

}
,

где i = 1, . . . , N, k = 1, 2, . . . . Согласно теоре-
ме 1 из [15], из (8) следует равенство

P
{
η(N) = k

}
=(1−Pr)

N
P
{
ζ
(�r)
N � n

}
P {νN � n} , (9)

где

Pr = P
{
ν(1)>r

}
, ζ

(�r)
N =ν

(�r)
1 + . . .+ν

(�r)
N .

Таким образом, для получения предельно-
го распределения случайной величины η(N)
достаточно знать асимптотику вероятностей
Pr, P

{
ζ
(�r)
N � n

}
, P {νN � n}.

Следующие утверждения (леммы 1–4) по-
лучены в [13, п. 2.2].

Лемма 1. Пусть N → ∞, n � N , τ > 2 фик-
сировано. Тогда

P{νN�n} =
1 + o(1))√

2π

zN∫
−∞

e−x
2/2dx, zN=

n−aN

b
√
N

.

Лемма 2. Пусть N → ∞, n � N , τ = 2 или
τ = τ(N) → 2± 0. Тогда

P{νN�n} =
1 + o(1))√

2π

yN∫
−∞

e−x
2/2dx, yN =

n−aN

BN (a)
.

Лемма 3. Пусть N → ∞, n � N , τ0 < τ �
C3 < 2, N τ−1/a → ∞. Тогда

P{νN�n} =

vN∫
−∞

g(x)dx(1+o(1)), vN =
n−aN

Ba,N
.

Лемма 4. При N → ∞, n � N , τ = τ0 спра-
ведливо равенство

P {νN � n} =

n/Nτ∫
0

p(x)dx(1 + o(1)).

Введем обозначения:

E (u, v) = C(τ)
∞∫
v
eiuyy−1−1/τdy,

Ê (u, v) = τ
∞∫
v
eiuyy−1−τdy.

(10)

Согласно лемме 3 из [12] справедливо сле-
дующее утверждение.

Лемма 5. Если N → ∞, τ = τ0, r = zN τ +
O(1), где z – некоторая положительная по-
стоянная, то NPr → E (0, z) = τC(τ)z−1/τ .

Ниже в лемме 6 получена асимптотика Pr

при τ > τ0.

Лемма 6. Если N → ∞, τ > τ0, N τ−1/a → ∞,
r = zBa,N + O(1), где z – некоторая положи-
тельная постоянная, то NPr→Ê (0, z)=z−τ .

Доказательство. Нетрудно видеть, что при
условии N τ−1/a → ∞ для заданных значений
r выполнено соотношение r1−1/τ/a → ∞. В
[13] показано, что если k → ∞ и τ0 < C4 � τ �
C5 < ∞ или τ → τ0 так, что k1−1/τ/a → ∞, то
справедливо равенство

qk = τ
(a
k

)τ+1
(1 + o(1)). (11)
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Используя (11) и заменяя суммирование инте-
грированием, несложно показать, что

Pr =
τ(1 + o(1))

NBa,N

∞∑
k=r+1

(
k

Ba,N

)−τ−1

=
τ

N
(1 + o(1))

∞∫
z

y−τ−1dy

=
Ê (0, z)

N
(1 + o(1)) =

z−τ

N
(1 + o(1)).

Отсюда следует утверждение леммы.

Найдем асимптотику вероятностей
P
{
ζ
(�r)
N � n

}
при N → ∞ и различных зна-

чениях τ .

Лемма 7. Пусть N → ∞, n � N , τ > 2 фик-
сировано, r = zBa,N +O(1), где z – некоторая
положительная постоянная. Тогда

P
{
ζ
(�r)
N �n

}
=

1+o(1))√
2π

zN∫
−∞

e−x
2/2dx, zN =

n−aN

b
√
N

.

Доказательство. Пусть ϕ(t) обозначает ха-
рактеристическую функцию случайной вели-
чины ν(1). В [13, формула (44)] показано, что
при u → 0

ϕ(u) = 1 + iau− (b2 + a2
)
u2/2 + o

(
u2
)
.

С помощью этого равенства находим, что для
характеристической функции ψ

(1)
r (u) случай-

ной величины ν
(�r)
1 выполнено соотношение

ψ(1)
r (u) = 1 + iau− (b2 + a2

)
u2/2

+ o
(
u2
)
+O (uPr) + Sr(u),

(12)

где

Sr(u) =

∞∑
k=r+1

(
1− eiuk

)
qk. (13)

Несложно показать, что
∣∣1− eix

∣∣ � C6|x| для
любого x. Учитывая (11), получаем оценку

|Sr(u)| � C7|u|
∞∑

k=r+1

k−τ � C8|u|N−1+1/τ . (14)

Из (12), (14) и леммы 6 следует, что при N→∞
и любом фиксированном t

ψ(1)
r

(
t

b
√
N

)
= 1+

iat

b
√
N

− b2 + a2

2b2N
t2+o

(
1

N

)
.

Используя это равенство, для характеристи-
ческой функции ψr,N (t) случайной величины(
ζ
(�r)
N − aN

)
/
(
b
√
N
)
выводим соотношение

ψr,N (t) = e−t
2/2(1 + o(1)).

Отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 8. Пусть N → ∞, n � N , τ = 2
или τ = τ(N) → 2 ± 0, r = zBa,N + O(1),
где z – некоторая положительная постоян-
ная. Тогда

P
{
ζ
(�r)
N �n

}
=
1+o(1))√

2π

yN∫
−∞

e−x
2/2dx, yN=

n−aN

BN (a)
.

Доказательство. Пусть τ = 2 или τ → 2 так,
что (τ − 2) lnN → 0. В [13, формула (17)] при
u → 0 доказано равенство

ϕ(u) = 1 + iau+ a3u2 ln |u|+ o
(
u2 ln |u|) .

С помощью этого соотношения, аналогично
(12), находим, что для характеристической
функции ψ

(1)
r (u) случайной величины ν

(�r)
1

справедливо равенство

ψ(1)
r (u) = 1 + iau+ a3u2 ln |u|

+ o
(
u2 ln |u|)+O (uPr) + Sr(u),

(15)

где Sr(u) определено в (13). Легко видеть, что
выполнено (14).
Обозначим через ψ̃r,N (t) характери-

стическую функцию случайной величины(
ζ
(�r)
N − aN

)
/BN (a):

ψ̃r,N (t)= exp

{
− iaNt

BN (a)

}(
ψ(1)
r

(
t

BN (a)

))N

. (16)

Используя (3), (14)–(16), лемму 6 и формулу
Тейлора, несложно показать, что при любом
фиксированном t

ψ̃r,N (t) = exp

{
− iaNt

BN (a)
(17)

+N ln

(
1+

iat

BN (a)
− t2

2N
+o

(
1

N

))}
=e−t

2/2+o(1).

Пусть τ → 2 так, что (τ − 2) lnN → 2α,
α �= 0. В [13, формула (24)] показано, что при
u → 0

ϕ(u) = 1+ iau+
1−e−α

α
a3u2 ln |u|+o

(
u2 ln |u|) .
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С помощью этого равенства, (3), (14), (16),
леммы 6 и формулы Тейлора несложно про-
верить, что при любом фиксированном t спра-
ведливо (17).
Пусть τ → 2 так, что (τ − 2) lnN → +∞.

Согласно формуле (25) из [13] для характери-
стической функции ϕ(u) при u → 0 выполнено
соотношение

ϕ(u) = 1 + iau− a3u2

τ − 2
(1 + o(1)).

Используя это равенство, (13), (14) и лемму 6,
находим, что

ψ(1)
r (u) = 1+iau− a3u2

τ − 2
(1+o(1))+O

( u

N1−1/τ
)
.

Отсюда и из (16) при любом фиксированном t

и BN (a) =
√

2a3N/(τ − 2) выводим (17).
Пусть τ → 2 так, что (τ − 2) lnN → −∞. В

[13, формула (26)] доказано, что

ϕ(u) = 1 + iau+
a3|u|τ
τ − 2

(1 + o(1)).

С помощью этого соотношения, (3), (13), (14),
(16) и леммы 6 получаем (17).
Из равенства (17) следует утверждение

леммы.

Лемма 9. Пусть N → ∞, τ0 < τ �
C9 < 2, N τ−1/a → ∞, r = zBa,N + O(1),
где z – некоторая положительная постоян-
ная. Тогда распределение случайной величины(
ζ
(�r)
N −Na

)
/Ba,N слабо сходится к распре-

делению с плотностью

ω̂(x) = ez
−τ

∞∑
k=0

(−τ)k

k!
Îk (z, x) ,

где Î0(u, v) = g(v), Îk (u, v) при k = 1, 2, . . .
определены в (6).

Доказательство. Аналогично [13, формула
(14)] можно показать, что если u → 0 так, что
aτ |u|τ−1 → 0, то

ϕ (u) = 1+iau

−Γ(1−τ)aτ+1|u|τe−iπτu/(2|u|)+ o
(
aτ+1uτ

)
.
(18)

Обозначим через ρr,N (t) характеристи-
ческую функцию случайной величины(
ζ
(�r)
N − aN

)
/Ba,N . Нетрудно видеть, что

ρr,N (t) = exp

{
− iaNt

Ba,N

}
ϕN

(
t

Ba,N

)

×
(
1− Q̂r(t)

1− Pr

)N

,

(19)

где

Q̂r(t) = (1 + o(1))

∞∑
k=r+1

eitk/Ba,N qk.

При выполнении условий леммы r1−1/τ/a→∞
и справедливо соотношение (11). Учитывая
(11) и переходя от суммирования к интегри-
рованию, находим, что

Q̂r(t) =
τ

N
(1 + o(1))

∞∫
z

eityy−τ−1dy

=
Ê (t, z)

N
(1 + o(1)),

где Ê (t, z) определено в (10). Отсюда, из (18),
(19) и леммы 6 получаем, что при любом фик-
сированном t

ρr,N (t) = exp

{
z−τ − Ê (t, z)

−Γ(1− τ)|t|τe−iπτt/(2|t|) +O

(
a2N

B2
a,N

)
+ o(1)

}
,

и поскольку a2N/B2
a,N → 0, выполнено равен-

ство

ρr,N (t) = exp
{
z−τ − Ê (t, z)

}
f(t)(1 + o(1)),

где f(t) задано формулой (4).
Нетрудно видеть, что функция l̂(t) =

Ê (u, v) /Ê(0, v) является характеристической
функцией распределения с плотностью

θ(x) =
τx−τ−1

Ê(0, v)
, x � v.

Раскладывая e−Ê(t,z) в ряд по степеням
Ê (t, z), получаем, что

ρr,N (t) = ez
−τ

f(t)(1 + o(1))

∞∑
k=0

(−1)k

k!
Êk (t, z)

= ez
−τ

(1 + o(1))

∞∑
k=0

(−1)kÊk (0, z)

k!
f(t)l̂k(t).

Произведение характеристических функций
f(t)l̂k(t) при k = 1, 2, . . . является характери-
стической функцией суммы независимых слу-
чайных величин, плотность p̂k(v) распределе-
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ния такой суммы является сверткой плотно-
стей:

p̂k(v) =

∫
x1,...,xk�z

g (v−x1− . . .−xk)

× θ(x1) . . . θ(xk)dx1 . . . dxk =
τkÎk (z, v)

Êk (0, z)
.

Заметим, что p̂0(v) = g(v). Тогда

ρr,N (t) = ez
−τ

(1 + o(1))

×
∞∑
k=0

(−1)kÊk (0, z)

k!

∞∫
−∞

eitxp̂k(x)dx

= ez
−τ

(1+o(1))

∞∫
−∞

eitx

( ∞∑
k=0

(−τ)k

k!
Îk (z, x)

)
dx.

Отсюда следует утверждение леммы.

Лемма 10. Пусть N → ∞, τ = τ0, r/N τ → z,
где z – некоторая положительная постоян-
ная. Тогда распределение случайной величины
ζ
(�r)
N /N τ слабо сходится к распределению с
плотностью

ω(x) = eE(0,z)
∞∑
k=0

(−C(τ))k

k!
Ik (z, x) ,

где I0(u, v) = p(v), Ik (u, v) при k = 1, 2, . . .
определены в (7).

Доказательство. Обозначим через ϕr,N (t) ха-
рактеристическую функцию случайной вели-
чины ζ

(�r)
N /N τ . При любом фиксированном t

справедливо равенство

ϕr,N (t) = ϕN

(
t

N τ

)(
1−Qr(t)

1− Pr

)N

,

где

Qr(t) = (1 + o(1))

∞∑
k=r+1

eitk/N
τ

qk.

В [14, формула (16)] показано, что при k → ∞

qk =
C(τ)

k1+1/τ
(1 + o(1)).

Следуя доказательству равенства (20) в [12],
находим, что при любом фиксированном t

ϕr,N (t) = eE(0,z)−E(t,z)ϕN

(
t

N τ

)
(1+o(1))

= eE(0,z)−E(t,z)h(t)(1 + o(1)),

где h(t) определено в (5). Аналогично доказа-
тельству леммы 9 несложно показать, что

ϕr,N (t) = eE(0,z)
∞∑
k=0

(−1)kEk (0, z)

k!
lk(t)(1+o(1)),

где l0(t) = h(t), а при k = 1, 2, . . . функ-
ция lk(t) = h(t) (E (t, z) /E (0, z))k является ха-
рактеристической функцией суммы независи-
мых случайных величин, при этом плотность
pk(v) распределения такой суммы имеет вид
pk(v) = (C(τ)/E (0, z))k Ik (z, v). Тогда

ϕr,N (t) = eE(0,z)(1 + o(1))

×
∞∫
0

eitx

( ∞∑
k=0

(−C(τ))k

k!
Ik (z, x)

)
dx,

откуда следует утверждение леммы.

Доказательство теорем 1–4
Легко видеть, что утверждение теоремы 1

при фиксированных τ > 2 следует из равен-
ства (9) и лемм 1, 6, 7, а при τ = 2 или
τ = τ(N) → 2 ± 0 – из формулы (9) и лемм
2, 6, 8.
Пусть выполнены условия теоремы 2. С по-

мощью леммы 9 при r = zBa,N+O(1) выводим
соотношение

P
{
ζ
(�r)
N �n

}
= ez

−τ

(1+o(1))

×
⎛⎝ vN∫
−∞

g(x)dx+

∞∑
k=1

(−τ)k

k!

vN∫
−∞

Îk (z, x) dx

⎞⎠.

Отсюда, из равенства (9) и лемм 3, 6 нетрудно
получить утверждение теоремы 2.
При выполнении условий теоремы 3 из лем-

мы 10 находим, что

P
{
ζ
(�r)
N �n

}
= eE(0,z)(1+o(1))

n/Nτ∫
0

p(x)dx

+ eE(0,z)(1+o(1))

∞∑
k=1

(−C(τ))k

k!

n/Nτ∫
kz

Ik (z, x) dx

= eE(0,z)(1+o(1))

γ∫
0

p(x)dx+eE(0,z)(1+o(1))

× δ (γ, z)

[γ/z]∑
k=1

(−C(τ))k

k!

γ∫
kz

Ik (z, x) dx.
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Из этого равенства, (9) и лемм 4, 5 следует
утверждение теоремы 3.
Аналогично теореме 3 доказывается теоре-

ма 4, учитывая, что n/N τ → ∞.
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