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В статье рассматривается задача теории оптимального фуражирования, а
именно, задача выбора популяцией наиболее пригодного участка обитания и
нахождения условий ухода из него. Динамика взаимодействия популяций хищ-
ника и жертвы описывается модифицированной системой Лотки –Вольтерры с
внутривидовой конкуренцией жертв. Предполагается, что жертвы имеют воз-
можность мигрировать между участками обитания. В работе развивается под-
ход Чарнова –Кривана, учитывая критику касательно невозможности для по-
пуляции обладания точной информацией о качестве всех участков. Для этого
ставится задача нахождения оптимальных с точки зрения равновесия по Нэшу
долей остающихся на участке жертв. Таким образом, оптимальная стратегия
поведения определяется только для текущего участка обитания популяции. Ис-
следуется полученная на основе равновесия по Нэшу гибридная система. По-
лучены достаточные условия инвариантности одной из областей фазового про-
странства гибридной системы и устойчивости положения равновесия в данной
области.
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The paper examines a problem of the optimal foraging theory, namely, the problem
of choosing the most suitable patch by a population and finding the conditions for
leaving it. The dynamics of the interactionbetween the predators and the preys is
described by a modified Lotka –Volterra system taking into accountthe intraspecific
competition among the prey and the feasibility of migration for the predator and
the prey. Prey are assumed to have the possibility to migrate between patches. The
paper furthers the approach of Charnov –Krivan taking into account the criticism
concerning the impossibility for the population to have full information on the
quality of all patches. This is done by posing the problem of finding optimal in
the sense of the Nash equilibrium shares of the preystaying in the patch. Thus, the
optimal behavior strategy is determined only for the patch currently occupied by
the population. The hybrid system based on the Nash equilibrium is studied. The
sufficient conditions for the invariance of a domain of the hybrid system’s phase
space and stability of the equilibrium in this domain are determined.
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Введение

В статье рассматривается задача теории
оптимального фуражирования, а именно, за-
дача выбора наиболее пригодного участка оби-
тания и условия ухода из него. Под участком
понимается ограниченная территория, содер-
жащая ресурсы питания (энергетические ре-
сурсы). Основным результатом в решении за-
дачи об уходе популяции из участка является
классическая теорема Э. Чарнова [3] о мар-
гинальных значениях, согласно которой уход
популяции из участка происходит при сни-
жении мгновенной скорости потребления до
средней скорости потребления. Данная теория
была развита В. Криваном, который предло-
жил концепцию идеального свободного рас-
пределения [4], предполагающую, что попу-
ляция обладает точной информацией о каче-
стве каждого участка и распределяется между
участками, максимизируя скорость потребле-
ния энергии.
Однако критики данного подхода утвер-

ждают, что в реальных условиях популяция не

имеет точной информации о качестве участ-
ков [6]. В работах [1, 5] предложено развитие
концепции В. Кривана, учитывающее крити-
ку, представленную в [6]. Согласно предложен-
ному подходу, в качестве принципа оптималь-
ности при выборе участка используется равно-
весие по Нэшу. При этом, в отличие от подхо-
да Кривана, оптимальная стратегия строится
только по отношению к некоторому участку,
а не определяется оптимальное распределение
популяции по всем участкам. Решается зада-
ча поиска оптимальной доли популяции, оста-
ющейся на участке.

Настоящая работа развивает исследова-
ния [1, 5], в которых рассматривается мигра-
ция между двумя участками с учетом внут-
ривидовой конкуренции жертв на каждом из
участков. Ставится задача определения опти-
мальных в смысле равновесия по Нэшу долей
популяции, остающихся на каждом из участ-
ков. При этом оставшаяся часть особей мигри-
рует на другой участок.
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Задача оптимального поведения
жертв

Постановка задачи
Рассмотрим следующие динамические си-

стемы, описывающие динамику взаимодей-
ствующих на участках популяций хищника и
жертвы, учитывающую миграцию жертв меж-
ду участками:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 = x1(a1p1 − b1p
2
1x1 − μ1(1− p1))

−c1p1x1y1 + μ2(1− p2)x2
= f1(x1, x2, y1, p1, p2),
ẏ1 = y1(k1c1p1x1 −m1) = g1(x1, y1),
ẋ2 = x2(a2p2 − b2p

2
2x2 − μ2(1− p2))

−c2p2x2y2 + μ1(1− p1)x1
= f2(x1, x2, y2, p1, p2),
ẏ2 = y2(k2c2p2x2 −m2) = g2(x2, y2),

(1)

где xi(t), yi(t) > 0 – количественные харак-
теристики популяций жертв и хищников на
участке i соответственно, pi ∈ [0, 1] – доли
жертв, остающихся на участке i, ai > 0 – ко-
эффициент прироста жертв в отсутствие хищ-
ников, bi > 0 описывает внутривидовую кон-
куренцию жертв на участке i, ci > 0 – коэффи-
циент истребления хищником жертв на участ-
ке i, μi > 0 – коэффициент миграции жертв
из участка i за единицу времени, mi > 0 – ко-
эффициент естественной смертности хищни-
ков на участке i, ki ∈ (0, 1) – доля полученной
с потребляемой хищником биомассой энергии,
которая расходуется им на воспроизводство на
участке i, i = 1, 2. Естественно считать фа-
зовым пространством системы (1) множество
R
4
+ = {(x1, x2, y1, y2) ∈ R

4 : xi > 0, yi > 0,
i = 1, 2}.
Поставим задачу нахождения долей p1, p2,

максимизирующих мгновенные скорости ро-
ста популяций жертв ẋ1, ẋ2, то есть f1, f2.
Соответствующие доли характеризуют опти-
мальное поведение популяций жертв на каж-
дом из участков.
Таким образом, получаем игровую задачу с

двумя участниками — популяциями жертв, где
p1, p2 — стратегии популяций жертв на каж-
дом из участков. Будем называть такую иг-
ру «миграция жертв». В качестве принципа
оптимальности будем рассматривать равнове-
сие по Нэшу (p∗1, p∗2) ∈ [0, 1]2, где f1(p

∗
1, p

∗
2) =

max
p1

f1(p1, p
∗
2), f2(p

∗
1, p

∗
2) = max

p2

f2(p
∗
1, p2).

Равновесие по Нэшу

Теорема 1. Равновесие по Нэшу (p∗1, p∗2) в иг-
ре «миграция жертв» имеет вид

(p∗1, p
∗
2) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

(0, 0), z ∈ D1,
(p̂1, 0), z ∈ D2,
(0, p̂2), z ∈ D3,
(p̂1, p̂2), z ∈ D4,
(1, 0), z ∈ D5,
(1, p̂2), z ∈ D6,
(0, 1), z ∈ D7,
(p̂1, 1), z ∈ D8,
(1, 1), z ∈ D9,

где z = (x1, x2, y1, y2) ∈ R
4
+. Здесь

p̂i =
ai + μi − ciyi

2bixi
, i = 1, 2,

D1 = {z ∈ R
4
+ : y1 � y+1 , y2 � y+2 },

D2 = {z ∈ R
4
+ : y−1 � y1 < y+1 , y2 � y+2 },

D3 = {z ∈ R
4
+ : y1 � y+1 , y

−
2 � y2 < y+2 },

D4 = {z ∈ R
4
+ : y−1 � y1 < y+1 , y

−
2 � y2 < y+2 },

D5 = {z ∈ R
4
+ : y1 < y−1 , y2 � y+2 },

D6 = {z ∈ R
4
+ : y1 < y−1 , y

−
2 � y2 < y+2 },

D7 = {z ∈ R
4
+ : y1 � y+1 , y2 < y−2 },

D8 = {z ∈ R
4
+ : y−1 � y1 < y+1 , y2 < y−2 },

D9 = {z ∈ R
4
+ : y1 < y−1 , y2 < y−2 },

где y+i = ai+μi

ci
, y−i = ai+μi−2bixi

ci
, i = 1, 2.

Доказательство. Рассмотрим уравнение

∂f1(p1, p2)

∂p1
= a1x1−2b1p1x

2
1+μ1x1−c1x1y1 = 0.

Поскольку x1 > 0, получим p1 = a1+μ1−c1y1

2b1x1
=

p̂1. Условие p2 � 1 равносильно y1 �
a1+μ1−2b1x1

c1
. Ясно, что если y1 � a1+μ1−2b1x1

c1
,

то p1 = 1. Если z ∈ D1 ∪ D2, то есть p1 < 0,
очевидно, следует полагать p1 = 0.
Подставив p1 = p̂1 и p1 = 0 в

f2(x1, x2, y2, p1, p2), в обоих случаях получим

∂f2(p1, p2)

∂p2
= a2x2 − 2b2p2x

2
2 + μ2x2 − c2x2y2.

Отсюда получим p2 = a2+μ2−c2y2

2b2x2
= p̂2. Усло-

вие p2 � 1 равносильно y2 � a2+μ2−2b2x2

c2
. Яс-

но, что если y2 � a2+μ2−2b2x2

c2
, то p2 = 1. Если

z ∈ D1 ∪D3, то есть p2 < 0, очевидно, следует
полагать p2 = 0.

Замечание 1. Согласно теореме 1, на вы-
бор стратегии жертв влияют численность по-
пуляций жертв (xi), определяющая внутриви-
довую конкуренцию, и численность хищников
(yi), определяющая потребление хищниками
жертв.
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Оптимальная динамика
и предельные множества

Система с переменной структурой
Рассмотрим систему (1) при полученных в

теореме 1 равновесных по Нэшу стратегиях
(p∗1, p∗2). Получим следующую гибридную си-
стему, имеющую вид системы с переменной
структурой, описывающую оптимальное ми-
грационное поведение популяций:⎧⎪⎨⎪⎩

ẋ1 = −μ1x1 + μ2x2,
ẏ1 = −m1y1,
ẋ2 = −μ2x2 + μ1x1,
ẏ2 = −m2y2,

z ∈ D1. (2)

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ẋ1 =

(a1+μ1−c1y1)
2

4b1
− μ1x1 + μ2x2,

ẏ1 = k1c1y1

(
a1+μ1−c1y1

2b1
− m1

k1c1

)
,

ẋ2 = −μ2x2 + μ1x1,
ẏ2 = −m2y2,

z ∈ D2.

(3)⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ẋ1 = −μ1x1 + μ2x2,
ẏ1 = −m1y1,

ẋ2 =
(a2+μ2−c2y2)

2

4b2
− μ2x2 + μ1x1,

ẏ2 = k2c2y2

(
a2+μ2−c2y2

2b2
− m2

k2c2

)
,

z ∈ D3.

(4)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ẋ1 =
(a1+μ1−c1y1)

2

4b1
− μ1x1 + μ2x2,

ẏ1 = k1c1y1

(
a1+μ1−c1y1

2b1
− m1

k1c1

)
,

ẋ2 =
(a2+μ2−c2y2)

2

4b2
− μ2x2 + μ1x1,

ẏ2 = k2c2y2

(
a2+μ2−c2y2

2b2
− m2

k2c2

)
,

z ∈ D4.

⎧⎪⎨⎪⎩
ẋ1 = x1(a1 − b1x1 − c1y1) + μ2x2,
ẏ1 = y1(k1c1x1 −m1),
ẋ2 = −μ2x2,
ẏ2 = −m2y2,

z ∈ D5.

(5)⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ẋ1 = x1(a1 − b1x1 − c1y1) + μ2x2,
ẏ1 = y1(k1c1x1 −m1),

ẋ2 =
(a2+μ2−c2y2)

2

4b2
− μ2x2 + μ1x1,

ẏ2 = k2c2y2

(
a2+μ2−c2y2

2b2
− m2

k2c2

)
,

z ∈ D6.

⎧⎪⎨⎪⎩
ẋ1 = −μ1x1,
ẏ1 = −m1y1,
ẋ2 = x2(a2 − b2x2 − c2y2) + μ1x1,
ẏ2 = y2(k2c2x2 −m2),

z ∈ D7.

(6)⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
ẋ1 =

(a1+μ1−c1y1)
2

4b1
− μ1x1,

ẏ1 = k1c1y1

(
a1+μ1−c1y1

2b1
− m1

k1c1

)
,

ẋ2 = x2(a2 − b2x2 − c2y2) + μ1x1,
ẏ2 = y2(k2c2x2 −m2),

z ∈ D8.

⎧⎪⎨⎪⎩
ẋ1 = x1(a1 − b1x1 − c1y1),
ẏ1 = y1(k1c1x1 −m1),
ẋ2 = x2(a2 − b2x2 − c2y2),
ẏ2 = y2(k2c2x2 −m2),

z ∈ D9. (7)

Теорема 2. Положения равновесия Pi /∈ Di,
i = 1, 2, 3, 5, 7, положительные полутраекто-
рии соответствующих подсистем (2)–(6) по-
кидают области Di, i = 1, 2, 3, 5, 7.

Множество D9 инвариантно, положение
равновесия P9 ∈ D9 устойчиво, если bi <

kici <
2bi(μi−mi)

ai+μi
, aikici > mibi, 2mi < μi − ai,

max(ai,mi) < μi i = 1, 2.

Доказательство. Очевидно, положение рав-
новесия Pi = (x

(i)
1 , y

(i)
1 , x

(i)
2 , y

(i)
2 ) /∈ Di, i =

1, 2, 3, 5, 7, поскольку для любого из указанных
Pi существует y

(i)
j = 0, j ∈ {1, 2}, а минималь-

но возможные значения переменных yj в обла-
стях Di:

aj+μj

cj
> 0, j = 1, 2.

Отметим, что для каждой из систем (2)–(6)
существует p∗j = 0, j ∈ {1, 2}. Тогда для p∗j = 0

при любом R � aj+μj

cj
имеем ẏj < 0 при yj = R.

Следовательно, положительные полутраекто-
рии системы пересекают любую гиперплос-
кость yj = R, где R � aj+μj

cj
(включая гра-

ничную), в направлении убывания yj . Отсю-
да получаем, что положительные полутраек-
тории соответствующих подсистем (2)–(6) по-
кидают области Di, i = 1, 2, 3, 5, 7, через гра-
ничную гиперплоскость yj =

aj+μj

cj
, где p∗j = 0,

j ∈ {1, 2}.
Найдем теперь достаточные условия инва-

риантности области D9. Ясно, что действую-
щая в этой области система (7) представляет
собой совокупность двух независимых двумер-
ных систем (первые два и вторые два урав-
нения системы (7) соответственно). Следова-
тельно, можно проводить качественный ана-
лиз каждой из подсистем отдельно. Рассмот-
рим систему, состоящую из первых двух урав-
нений системы (7). Скалярное произведение
правых частей этой системы на нормаль τ1 =
(2b1, c1) к границе y1 = a1+μ1−2b1x1

c1
соответ-

ствующей области имеет вид

2b1ẋ1 + c1ẏ1 = 2b1(b1 − k1c1)x
2
1 + (k1c1(a1 + μ1)

+ 2b1(m1 − μ1))x1 −m1(a1 + μ1). (8)

Ясно, что выражение (8) отрицательно при
всех x1 � 0, если b1 < k1c1, k1c1 < 2b1(μ1−m1)

a1+μ1
,

что требует m1 < μ1. Условие b1 < 2b1(μ1−m1)
a1+μ1

равносильно 2m1 < μ1 − a1, что требует a1 <
μ1. Очевидно, для границы y2 = a2+μ2−2b2x2

c2
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области, соответствующей системе из двух по-
следних уравнений (7), рассуждение полно-
стью аналогично. Таким образом, поскольку
R
4
+ инвариантно для системы (7), получаем,
что приведенные выше условия достаточны
для инвариантности D9.
Согласно [2] положение равновесия P9

устойчиво для системы (7). Таким образом,
из инвариантности D9 следует утверждение об
устойчивости P9.
Замечание 2. Следует отметить, что приве-
денные в теореме 2 результаты с точки зре-
ния предметной области означают, что полная
миграция с любого из участков (p∗j = 0, j ∈
{1, 2}) возможна только в течение конечного
времени, поскольку положительные полутра-
ектории соответствующих подсистем покида-
ют свои области фазового пространства за ко-
нечное время. Полученные в теореме 2 доста-
точные условия инвариантности области D9 и
устойчивости положения равновесия P9 с точ-
ки зрения предметной области являются усло-
виями постоянного отсутствия миграции меж-
ду участками для начальных значений числен-
ностей популяций хищников и жертв, принад-
лежащих D9.

Заключение
В ходе рассмотрения поставленной задачи

получены оптимальные с точки зрения рав-
новесия по Нэшу доли остающихся на участ-
ке жертв. Исследована полученная на осно-
ве равновесия по Нэшу гибридная система.
Согласно результатам анализа, полная мигра-
ция с любого из участков возможна только в
течение конечного времени. Получены доста-
точные условия инвариантности области фа-
зового пространства гибридной системы, соот-
ветствующей случаю отсутствия миграции, и
устойчивости положения равновесия в данной
области.
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