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Пусть случайная величина μ0(2n,K,N) есть число пустых ячеек среди первых
K ячеек в схеме размещения 2n различимых частиц по N различным ячей-
кам с четным числом частиц в каждой ячейке. Показано, что если n

N → ∞,
2Ke−

2n
N → λ, где 0 < λ < ∞, то cлучайная величина μ0(2n,K,N) сходится к

пуассоновской случайной величине с параметром λ, если n
N → ∞, Ke−

2n
N → ∞,

то центрированная и нормированная случайная величина μ0(2n,K,N) сходится
к гауссовской случайной величине с нулевым средним и единичной дисперсией.
Даны приложения этих результатов к изучению ошибок первого и второго ро-
да в критерии проверки гипотезы о вероятности пустой ячейки. Обсуждается
использование этого критерия для проверки гипотезы о количестве ошибок в
файле при кодировании с контрольной суммой.

Ключ е вы е c л о в а: схема размещения различимых частиц по различным
ячейкам; обобщенная схема размещения; гауссовская случайная величина;
пуассоновская случайная величина; предельная теорема
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Let the random variable μ0(2n,K,N) be the number of empty cells from the first
K cells in a scheme of allocating 2n distinguishable particles to N different cells
with an even number of particles in each cell. It is proved that if n

N → ∞ and
2Ke−

2n
N → λ, where 0 < λ < ∞, then μ0(2n,K,N) converge to a Poisson random

variable with the parameter λ, if n
N → ∞ and Ke−

2n
N → ∞, then the centered

and normed random variables μ0(2n,K,N) converge to a Gaussian random variable
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with the expectation 0 and the variance 1. We suggest applications for there results
in the study of first- and second-order errors in the empty cell probability hypothesis
test. We discuss using this test to verify the hypothesis about the number of errors
in a file with checksum coding.

K e ywo r d s: allocation scheme of distinguishable particles in different cells;
generalized allocation scheme; Gaussian random variable; Poisson random variable;
limit theorem
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Введение и основные результаты

В. Ф. Колчин в [1] ввел понятие обобщен-
ной схемы размещения. Пусть ξ1, ξ2, . . . , ξN –
независимые неотрицательные целочисленные
одинаково распределенные случайные величи-
ны. Случайные величины η1, . . . , ηN называ-
ются обобщенной схемой размещения n частиц
по N ячейкам, если их совместное распределе-
ние имеет вид

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN}

= P

{
ξ1 = k1, . . . , ξN = kN

∣∣∣∣ ∑N

i=1
ξi = n

}
,

где k1, k2, . . . , kN – такие неотрицательные це-
лые числа, что k1 + k2 + · · ·+ kN = n.
Различные схемы дискретной теории веро-

ятностей, такие как случайные леса, случай-
ные перестановки, случайные размещения, ур-
новые схемы, являются частными случаями
обобщенной схемы размещения [2]. Большое
количество cтатей посвящено доказательству
предельных теорем для случайных величин,
связанных с обобщенной схемой размещения
(см. монографии [2, 4, 5]).
Случайные величины η1, . . . , ηN называют-

ся схемой размещения n различимых частиц
по N различным ячейкам, если их совместное
распределение имеет вид

P{η1 = k1, . . . ηN = kN}
=

n!

k1!k2! · · · kN !

1

Nn
,

где k1, k2, . . . kN такие неотрицательные целые
числа, что k1 + k2 + · · · + kN = n. В [3] собра-
ны предельные теоремы для схемы размеще-
ния различимых частиц по различным ячей-
кам. Если ξ1, ξ2, . . . , ξN – независимые пуассо-
новские одинаково распределенные случайные
величины, имеющие произвольный параметр

β, то обобщенная схема размещения являет-
ся схемой размещения различимых частиц по
различным ячейкам [2].
Пусть r – неотрицательное целое число,K –

натуральное число такое, что 0 < K � N . То-
гда случайная величина

μr(n,K,N) =

K∑
i=1

I{ηi=r}

является количеством ячеек среди первых K
ячеек, которые содержат r частиц в обобщен-
ной схеме размещения η1, . . . , ηN .
При K = N cлучайную величину

μr(n,K,N) обозначают через μr(n,N). Пре-
дельным теоремам для случайных величин
μr(n,N) в различных схемах размещения по-
священо большое количество исследований
(см. цитируемые выше монографии). Пуас-
соновские и гауссовские предельные теоремы
для случайных величин μr(n,K,N) в различ-
ных схемах размещения имеются в работах
[6, 9, 11, 12].
Пусть η1, . . . , ηN – схема размещения 2n

различимых частиц по N различным ячейкам,
η′1, . . . , η′N – схема η1, . . . , ηN при условии: в
каждой ячейке содержится четное количество
частиц. То есть схема η′1, . . . , η′N имеет распре-
деление

P{η′1 = 2k1, . . . , η
′
N = 2kN}

= P{η1 = 2k1, . . . , ηN
= 2kN | ηi ∈ A2, 1 � i � N },

где k1, k2, . . . , kN такие неотрицательные це-
лые числа, что 2k1 + 2k2 + · · · + 2kN = 2n,
A2 = {2k : k = 0, 1, 2 . . . } – множество неотри-
цательных четных чисел.
Обозначим ch(β) = eβ+e−β

2 , sh(β) = eβ−e−β

2 ,

th(β) = eβ−e−β

eβ+e−β , β ∈ R, гиперболический коси-
нус, гиперболический синус, гиперболический
тангенс соответственно.
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Теорема 1. Cхема η′1, . . . η′N является обоб-
щенной схемой размещения 2n частиц по N
ячейкам со случайными величинами ξ′1, . . . ξ′N ,
имеющими распределение

P{ξ′i = 2k} =
β2k

(2k)!ch(β)
, k = 0, 1, 2 . . . ,

1 � i � N,

при любом β > 0.

Теорема 1 доказана в [7]. В этой работе мы
будем изучать случайную величину

μ0(2n,K,N) =

K∑
i=1

I{η′i=0}

– количество пустых ячеек среди первых K
ячеек в схеме η′1, . . . , η′N .
Мы будем рассматривать суммы случай-

ных величин

SKN =

K∑
i=1

ξ
{0}
i +

N∑
i=K+1

ξ∗i , SN =

N∑
i=1

ξ∗i ,

где ξ{0}1 , . . . ξ
{0}
K , ξ∗K+1, . . . ξ

∗
N и ξ

∗
1 , . . . ξ

∗
N – после-

довательности независимых случайных вели-
чин, имеющих распределения

P{ξ∗i = k} =
β2k

(2k)!ch(β)
, k = 0, 1, 2 . . . ,

1 � i � N,

P{ξ{0}i = k} = P{ξ∗i = k | ξ∗i > 0} =
P{ξ∗i = k}
1− p0

,

k = 1, 2 . . . , P{ξ{0}i = 0} = 0, 1 � i � K,

и

p0 = p0(β) = P{ξ∗i = 0} = (ch(β))−1.

Заметим, что ξ′i(β) = 2ξ∗i (β) и Eξ′i(β) =
2Eξ∗i (β).
При изучении случайной величины

μ0(2n,K,N) мы будем использовать следу-
ющую лемму. Ее доказательство в идейном
плане близко к доказательству леммы 1.2.1
из [2].

Лемма 1. Справедливо равенство

P{μ0(2n,K,N) = k}

= Ck
Kpk0(1− p0)

K−kP{S(K−k)(N−k) = n}
P{SN = n} , (1)

k = 0, 1, 2, . . .K.

Доказательство. Oбозначим множество JK=
{1, 2, . . . ,K}, суммы случайных величин

S′KN =

K∑
i=1

ξ
{00}
i +

N∑
i=K+1

ξ′i, S′N =

N∑
i=1

ξ′i,

где {ξ{00}1 , . . . , ξ
{00}
K , ξ′1, . . . , ξ′N} – семейство не-

зависимых случайных величин, случайные ве-
личины ξ

{00}
i , 1 � i � K, имеют распределение

P{ξ{00}i = 2k} =
β2k

(2k)!ch(β)(1− p0)
,

k = 1, 2 . . . , P{ξ{00}i = 0} = 0,

события

AJ =
{
ξ′i = 0, i∈J, ξ′i > 0, i∈JK \ J, S′N = 2n

}
,

J ∈ Jk,

где Jk – класс всех подмножеств множества
JK , состоящих из k элементов. Имеем

P(μ0(2n,K,N) = k) =

∑
J⊂JK ,|J |=k P{AJ}
P{S′N = 2n}

=

∑
J∈Jk

P {ξ′i = 0, i ∈ J, ξ′i > 0, i ∈ JK \ J}P {S′N = 2n | ξ′i = 0, i ∈ J, ξ′i > 0, i ∈ JK \ J}

P{S′N = 2n}

= Ck
Kpk0(1− p0)

K−kP
{∑N

i=1 ξ
′
i = 2n | ξ′i = 0, i ∈ J, ξ′i > 0, i ∈ JK \ J

}
P{S′N = 2n}

= Ck
Kpk0(1− p0)

K−kP{S′(K−k)(N−k) = 2n}
P{S′N = 2n} = Ck

Kpk0(1− p0)
K−kP{S(K−k)(N−k) = n}

P{SN = n} .
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Заметим, что

p0 = 2e−β
(
1 + e−2β

)−1
.

Поэтому p0 = 2e−β(1 + o(1)) при β → ∞. Рас-
смотрим случайную величину ξ∗(β), β > 0, с
распределением

P{ξ∗(β) = k} =
β2k

(2k)!ch(β)
, k = 0, 1, 2 . . . .

Математическое ожидание, дисперсия, чет-
вертый центрированный момент случайной ве-
личины ξ∗(β) соответственно равны [7]:

m(β) =
β

2
th(β) =

β

2

(
1− 2e−2β

1 + e−2β

)
=

β

2

(
1 +O(e−2β)

)
,

(2)

σ2(β) =
β

4

(
1 + (4β − 2)

e−2β

1+e−2β
− 4βe−4β

(1+e−2β)2

)

=
β

4

(
1 +O(βe−2β)

)
, (3)

E(ξ∗(β)−Eξ∗(β))4 =
3

16
β(1 + o(1))

при β → ∞.
(4)

Следовательно, математическое ожидание
и дисперсия случайной величины SN =∑N

i=1 ξ
∗
i соответственно равны:

mN = mN (β) =
1

2
Nβth(β),

σ2
N = σ2

N (β) =
1

4
Nβ
(
1 +O(βe−2β)

)
.

Так как функция m(β) непрерывна и воз-
растает, m(β) → 0 при β → 0, m(β) → ∞ при
β → ∞, то уравнение

m(β) =
n

N
(5)

имеет решение β = β
(
n
N

)
. Это решение един-

ственно и положительно. Схема размещения
различимых частиц по различным ячейкам с
четным числом частиц в каждой ячейке не за-
висит от β, и мы будем считать, что β удовле-
творяет (5).
Основным результатом работы является

следующая теорема.

Теорема 2. Пусть n,K,N → ∞ и n
N → ∞.

1) Предположим, что 2Ke−
2n

N → λ, где
0 < λ < ∞. Тогда

P{μ0(2n,K,N) = k} = e−λ
λk

k!
(1 + o(1)),

k = 0, 1, 2 . . . ,

(6)

2) Предположим, что Ke−
2n

N → ∞. Тогда

P{μ0(2n,K,N) = k}
=

1√
2πKp0(1− p0)

e
− (k−Kp0)2

2Kp0(1−p0) (1 + o(1))
(7)

равномерно при
∣∣∣∣ k−Kp0√

Kp0(1−p0)

∣∣∣∣ < C, где C > 0

произвольно.
Доказательство теоремы 2 основано на

оценке числителя и знаменателя дроби, при-
сутствующей в (1). То есть на новых локаль-
ных предельных теоремах (лемме 2 и лемме 6).
Будем обозначать через Φ функцию рас-

пределения гауссовской случайной величины,
имеющей нулевое среднее и единичную дис-
персию. Теорема 2 влечет
Следствие. Пусть n,K,N → ∞ так, что
n
N → ∞ и Ke−

2n

N → ∞. Тогда

P

{
μ0(2n,K,N)−Kp0√

Kp0 (1− p0)
< t

}
→ Φ(t), t ∈ R.

Приложение к математической
статистике
Величина μ0(2n,K,N)

K является несмещенной
оценкой вероятности p0, и в условиях след-
ствия она асимптотически нормальна. Исполь-
зуем это утверждение для изучения вероятно-
стей ошибок первого и второго рода в тесте о
вероятности пустой ячейки.
Мы наблюдаем количество частиц в первых

K ячейках в схеме размещения 2n различи-
мых частиц по N различным ячейкам с чет-
ным числом частиц в каждой ячейке, где чис-
ло n неизвестно. Предположим, что среди пер-
вых K ячеек оказалось k пустых ячеек. Для
проверки гипотезы H0 : p0 = ch−1 (β0) при
альтернативной гипотезе H1 : p0 = ch−1 (β1)
мы предлагаем следующий критерий. Пусть
0 < α < 1 и число uα такое, что Φ(uα) = α.
Обозначим

p00 = ch−1 (β0) , p01 = ch−1 (β1) ,

C0 = Kp00 + uα
√

Kp00(1− p00),

C1 = Kp01 + uα
√

Kp01(1− p01).

Мы предполагаем, что β0 = β0(n0, N) – реше-
ние уравнения m (β0) = n0

N , β1 = β1(n1, N) –
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решение уравнения m (β1) =
n1

N и n0 > n1. То-
гда β0 > β1 и C0 < C1 для больших K. Гипоте-
за H0 принимается, если k < C0, гипотеза H1

принимается, если k > C1. Тогда вероятность
ошибки первого рода

α(n0,K,N) = P

{
μ0(2n0,K,N)−Kp00√

Kp00(1− p00)
> uα

}
,

и по следствию при n0,K,N → ∞ таких, что
Ke−

2n0
N → ∞, n0

N → ∞, имеем
α(n0,K,N) → 1− α.

Вероятность ошибки второго рода

β(n1,K,N) = P

{
μ0(2n1,K,N)−Kp00√

Kp00(1− p00)
< uα

}

= P

{
μ0(2n1,K,N)−Kp01√

Kp01(1− p01)
<

√
K(p00 − p01)√
p01(1− p01)

+uα

√
p00(1− p00)

p01(1− p01)

}

= P

⎧⎨⎩μ0(2n1,K,N)−Kp01√
Kp01(1− p01)

<

√
Kp01

(
p00

p01
− 1
)

√
p01(1− p01)

+uα

√
p00(1− p00)

p01(1− p01)

}
.

Так как

p00
p01

= exp

(
2
n1 − n0

N

)
(1 + o(1))

при
n1

N
→ ∞,

то по следствию

β(n1,K,N) → 0

при n1, n0,K,N → ∞ так, что Ke−
2n1
N → ∞,

n1

N → ∞ и
n0 − n1

N
> δ

для некоторого δ > 0. Заметим, что этот тест
можно рассматривать как тест на проверку ги-
потезы H0 : n = n0 при альтернативной гипо-
тезе H1 : n = n1.

Приложение к кодированию
с контрольной суммой
Рассмотрим файл, состоящий из N блоков

с информацией, закодированной с использова-
нием контрольных сумм. Блоком является по-
следовательность i1, i2, . . . im, где ij = 1 или

ij = 0, 1 � j � m, и im =
(∑m−1

j=1 ij

)
mod 2,

а m – фиксированное число. То есть каж-
дый блок содержит четное количество еди-
ниц. Число im называется контрольной сум-
мой. Предположим, что при передаче файла
по каналу связи произошли ошибки: некото-
рые единицы заменились нулями и некото-
рые нули заменились единицами. Кодирова-
ние с контрольными суммами позволяет иден-
тифицировать блоки с нечетным количеством
ошибок: если в блоке i1, i2, . . . im выполняет-
ся равенство 1 =

(∑m
j=1 ij

)
mod 2, то блок

i1, i2, . . . im имеет нечетное количество ошибок.
Пусть случайные величины η′1, . . . η′N – количе-
ства ошибок в блоках файла, полученного по
каналу связи. Мы предполагаем, что выполне-
ны следующие условия:
1) общее количество ошибок в файле равно

2n (η′1 + · · ·+ η′N = 2n);
2) ошибки распределяются по блокам рав-

новероятно и независимо;
3) метод контрольных сумм не обнаружил

блоки с ошибками, т. е. все блоки содержат
четное количество ошибок и случайные вели-
чины η′1, . . . η′N принимают только четные зна-
чения.
Тогда случайные величины η′1, . . . η′N явля-

ются схемой размещения 2n различимых ча-
стиц по N различным ячейкам при условии: в
каждой ячейке содержится четное количество
частиц, и мы можем применить рассмотрен-
ный выше критерий для проверки гипотезы о
количестве ошибок в файле.

Вспомогательные леммы
и доказательства
Лемма 5 из работы [10] влечет следующую

лемму.

Лемма 2. Пусть C > 0. Предположим, что
N → ∞ и β → ∞. Тогда

σNP{SN = n}

=
1√
2π

exp

(
−(n−mN )2

2σ2
N

)
(1 + o(1))

равномерно по n таким, что |n−mN |
σN

< C.

Рассмотрим случайную величину ξ{0}(β),
β > 0, с распределением

P{ξ{0}(β) = k} = P{ξ∗(β) = k | ξ∗(β) > 0}

=
β2k

(1− p0)(2k)!ch(β)
, k = 1, 2 . . . . (8)

Обозначим через m0 = m0(β) и σ2
0 = σ2

0(β) ее
математическое ожидание и дисперсию.
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Лемма 3. Справедливы равенства

m0(β) =
β

2(1− p0)
th(β) =

β

2
(1 +O(e−β)), (9)

σ2
0(β) =

β

4

(
1 +O(βe−β)

)
(10)

и

E(ξ{0}(β)−Eξ{0}(β))4 =
3

16
β(1 + o(1)) (11)

при β → ∞.

Доказательство. Равенство (8) влечет

E(ξ{0}(β))k =
E(ξ∗(β))k

1− p0
и

p0 = 2e−β(1 +O(e−2β)) при β → ∞.

(12)

Следовательно, (2) влечет (9). Из (12), (2) и
(3) следует

σ2
0(β) =

E(ξ∗(β))2

1− p0
−
(
Eξ∗(β)
1− p0

)2

= σ2(β)(1 +O(e−β)) при β → ∞.

Поэтому справедливо (10). Также, используя
(12), получаем

E(ξ{0}(β)−Eξ{0}(β))4

=

4∑
k=0

Ck
4E(ξ{0}(β))k

(
−E(ξ∗(β))

1− p0

)4−k

=

(
4∑

k=0

Ck
4E(ξ∗(β))k (−E(ξ∗(β)))4−k

)
×(1+O(e−β)) = E(ξ∗(β)−Eξ∗(β))4(1+O(e−β))
при β → ∞. Итак, формула (11) вытекает из
формулы (4).

Следующая лемма получена в [8] (см.
Theorem A).

Лемма 4. Пусть ξ′i – независимые случай-
ные величины с дисперсиями σ2

i , 1 � i � N ,
и σ2 =

∑N
i=1 σ

2
i . Тогда

sup
t∈R

∣∣∣∣∣P
{
1

σ

N∑
i=1

(ξ′i −Eξ′i) < t

}
− Φ(t)

∣∣∣∣∣
< 2c

(∑N
i=1E(ξ′i −Eξ′i)

4

σ4

) 1

2

,

где c – константа в неравенстве Берри –
Эссеена.

Заметим, что

mKN = mKN (β) = Km0(β) + (N −K)m(β)

и

σ2
KN = σ2

KN (β) = Kσ2
0(β) + (N −K)σ2(β)

– математическое ожидание и дисперсия сум-
мы SKN .
Используя лемму 3 и лемму 4, получаем

следующую лемму.

Лемма 5. Справедливо неравенство

sup
t∈R

∣∣∣∣P{SKN −mKN

σKN
< t

}
− Φ(t)

∣∣∣∣
< 2c

(
3(1 + o(1))

N

) 1

2

(13)

и

σ2
KN =

Nβ

4
(1 + o(1)) при β → ∞. (14)

Доказательство. Равенство (14) вытекает из
(3) и (10). Используя (14), (4) и (11) для оцен-
ки правой части неравенства из леммы 4, по-
лучаем (13).

Обозначим:

ϕ(t) =
ch(βei

t

2 )

ch(β)
=

eβe
i t
2 + e−βe

i t
2

eβ + e−β

– характеристическая функция случайной ве-
личины ξ∗(β),

ϕ0(t) =
eβe

i t
2 +e−βe

i t
2 − 2

eβ+e−β − 2
=

(
e

β

2
ei

t
2 − e−

β

2
ei

t
2

eβ/2 − e−β/2

)2

– характеристическая функция случайной ве-
личины ξ{0}(β), ϕc(t) = ϕ(t)e−itm(β), ϕc

0(t) =

ϕ0(t)e
−itm0(β), 1 � i � N , ϕc

KN (t) – харак-
теристическая функция случайной величины
SKN − mKN и ϕKN (t) – характеристическая
функция случайной величины SKN−mKN

σKN
.

Лемма 6. Пусть N, β → ∞. Тогда

σKNP{SKN = n}

=
1√
2π

exp

(
−(n−mKN )2

2σ2
KN

)
(1 + o(1))

(15)

равномерно по n таким, что |n−mKN |
σKN

< C1,
где C1 > 0 – произвольное фиксированное
число.
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Доказательство. Обозначим

z =
n−mKN

σKN
.

Так же, как в теореме Гнеденко, мы представ-
ляем вероятность P{SKN = n} в виде инте-
грала

P{SKN = n} =
1

2π

∫ π

−π
e−itσKNzϕc

KN (t)dt.

После замены переменных x = tσKN мы полу-
чаем

σKNP{SKN = n}

=
1

2π

∫ πσKN

−πσKN

e−ixz
(
ϕc
0

(
x

σKN

))K

×
(
ϕc

(
x

σKN

))N−K
dx.

Пусть 0 < ε < 1, B > 0. Так как

1√
2π

e−
z2

2 =
1

2π

∫ ∞

−∞
e−ixze−

x2

2 dx,

мы представляем разность в виде суммы че-
тырех интегралов:

RN = 2π

(
σKNP{SKN = n} − 1√

2π
e−

z2

2

)
= I1 + I2 + I3 + I4, (16)

где

I1 =

∫
|x|<B

e−ixzϕKN (x)dx−
∫
|x|<B

e−ixze−
x2

2 dx,

I2 = −
∫
|x|>B

e−ixze−
x2

2 dx,

I3 =

∫
B<|x|�εσKN

e−ixz
(
ϕc
0

(
x

σKN

))K

×
(
ϕc

(
x

σKN

))N−K
dx

и

I4 =

∫
εσKN<|x|�πσKN

e−ixz
(
ϕc
0

(
x

σKN

))K

×
(
ϕc

(
x

σKN

))N−K
dx.

Так как

I1 =

∫
|x|<B

e−ixz
(
ϕKN (x)− e−

x2

2

)
dx,

лемма 5 влечет
I1 → 0 (17)

для любого фиксированного B > 0. Так как

|I2| <
∫
|x|>B

e−
x2

2 dx,

то
I2 → 0, при B → ∞. (18)

Заметим, что

|I3| �
∫
B<|t|�εσKN

∣∣∣∣∣e−itz
(
ϕc
0

(
t

σKN

))K

×
(
ϕc

(
t

σKN

))N−K∣∣∣∣∣ dt
=

∫
B<|t|�εσKN

∣∣∣∣∣eβ
(
e

it
2σKN −1

)∣∣∣∣∣
N

(19)

×
∣∣∣∣∣∣1− e−βe

i t
2σKN

1− e−β

∣∣∣∣∣∣
2K ∣∣∣∣∣∣1 + e−2βe

i t
2σKN

1 + e−2β

∣∣∣∣∣∣
N−K

dt.

Так как

cos(t)− 1 � − t2

2
+

t4

24
� −11t2

24
,

|t| � 1, et − 1 � tet, t � 0,

то ∣∣∣∣∣eβ
(
e

it
2σKN −1

)∣∣∣∣∣
N

� e
−Nβ 11t2

24·4σ2
KN

= e−
11t2(1+o(1))

24 , B < |t| � εσKN

(20)

при β → ∞. Поскольку

1− cos(t) � t2

2
, t ∈ R, 1 + t < et, t > 0,

exp
(
−2β cos

(ε
2

))
= o(1),

β exp
(
−2β cos

(ε
2

))
= o(1),

имеем
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∣∣∣∣∣∣1 + e−2βe
i t
2σKN

1 + e−2β

∣∣∣∣∣∣ �
∣∣∣∣∣∣1 + e

−2β cos
(

t

2σKN

)
1 + e−2β

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣1 + e

−2β cos
(

t

2σKN

)
− e−2β

1 + e−2β

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣1 + e−2β
e
2β

(
1−cos

(
t

2σKN

))
− 1

1 + e−2β

∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣1 + e−2β
2β
(
1− cos

(
t

2σKN

))
exp
(
2β
(
1− cos

(
t

2σKN

)))
1 + e−2β

∣∣∣∣∣∣
�

∣∣∣∣∣∣1 + e−2β
2β
(

t2

8σ2
KN

)
exp
(
2β
(
1− cos

(
t

2σKN

)))
1 + e−2β

∣∣∣∣∣∣
(21)

�

∣∣∣∣∣∣1 +
2β
(

t2

8σ2
KN

)
exp
(
2β
(− cos

(
ε
2

)))
1 + e−2β

∣∣∣∣∣∣
� exp

(
2β

(
t2

8Nβ
4 (1 + o(1))

)
exp
(
−2β cos

(ε
2

)))
= exp

(
t2

N
o(1)

)
и ∣∣∣∣∣∣1− e−βe

i t
2σN

1− e−β

∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣1− e
−β cos

(
t

2σKN

)
cos
(
−β sin

(
t

2σKN

))
− ie

−β cos
(

t

2σKN

)
sin
(
−β sin

(
t

2σKN

))∣∣∣∣2
(1− e−β)2

=

(
1− e

−β cos
(

t

2σKN

)
cos
(
β sin

(
t

2σKN

)))2

+

(
e
−β cos

(
t

2σKN

)
sin
(
β sin

(
t

2σKN

)))2

(1− e−β)2

=
1− 2e

−β cos
(

t

2σKN

)
cos
(
β sin

(
t

2σKN

))
+ e

−2β cos
(

t

2σKN

)

(1− e−β)2

=

(
1− e

−β cos
(

t

2σKN

))2

+ 2e
−β cos

(
t

2σKN

) (
1− cos

(
β sin

(
t

2σKN

)))
(1− e−β)2

(22)

� 1 +
2e
−β cos

(
t

2σKN

) (
2 sin2

(
β 1
2 sin

(
t

2σKN

)))
(1− e−β)2

� exp

⎛⎜⎝2e
−β cos

(
t

2σKN

) (
2 sin2

(
β 1
2 sin

(
t

2σKN

)))
(1− e−β)2

⎞⎟⎠

� exp

⎛⎜⎜⎝2e
−β cos

(
t

2σKN

)(
2
(
β 1
2

(
t

2σKN

))2)
(1− e−β)2

⎞⎟⎟⎠ � exp

⎛⎝1

4

e−β cos( ε

2) β
2t2(1+o(1))

Nβ

(1− e−β)2

⎞⎠ = exp

(
t2

N
o(1)

)
.
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Используя (20), (21) и (22) для оценки пра-
вой части неравенства (19), получаем

|I3| � 2

∫ ∞

B
exp

(
−11x2(1 + o(1))

24

)
dx. (23)

Неравенство (23) влечет

|I3| → 0 при B → ∞. (24)

Имеем

|ϕ(x)| =
∣∣∣∣∣eβe

i x
2 + e−βe

i x
2

eβ + e−β

∣∣∣∣∣
� eβ cos( x

2
) + e−β cos( x

2
)

eβ + e−β
� eβ cos(ε/2) + e−β cos(ε/2)

eβ + e−β

=
ch(β cos(ε/2))

ch(β)

и

|ϕ0(x)| =
⎛⎝
∣∣∣eβei x

2 /2 − e−βe
i x
2 /2
∣∣∣

eβ/2 − e−β/2

⎞⎠2

�
(
eβ cos( x

2
)/2 + e−β cos( x

2
)/2

eβ/2 − e−β/2

)2

�
(
eβ cos(ε/2)/2 + e−β cos(ε/2)/2

eβ/2 − e−β/2

)2

=

(
ch(β cos(ε/2)/2)

sh(β/2)

)2

,

ε < |x| � π. Следовательно,

|I4| � 2πσKN

(
ch(β cos(ε/2))

ch(β)

)N−K

×
(
ch(β cos(ε/2)/2)

sh(β/2)

)2K

� 2πσKN

(
e−(1−cos(ε/2))β

1 + e−2β cos(ε/2)

1 + e−2β

)N−K

×
(
e−(1−cos(ε/2))β/2

1 + e−β cos(ε/2)

1− e−β

)2K

.

Так как

1 + e−2β cos(ε/2)

1 + e−2β
→ 1 и

1 + e−β cos(ε/2)

1− e−β
→ 1

при β → ∞, существует β0 > 0 такое, что

1 + e−2β cos(ε/2)

1 + e−2β
< e

1

2
(1−cos(ε/2))β

и (
1 + e−β cos(ε/2)

1− e−β

)2

< e
1

2
(1−cos(ε/2))β

при β > β0. Тогда

|I4| � 2πσKNe−
1

2
(1−cos(ε/2))βN

� 2π
√

βNe−
1

2
(1−cos(ε/2))βN (1 + o(1))

при β > β0. Поэтому

I4 → 0. (25)

Используя (17), (18), (24) и (25) для оценки
правой части равенства (16), получаем (15). �
Заметим, что при K = N лемма 6 влечет

лемму 2.

Доказательство теоремы 2. Условия (2), (5)
влекут β

2 > n
N , т. е. β > 2n

N . Поэтому β → ∞ и

σ2
N =

1

2
n(1 + o(1)),

σ2
(K−k)(N−k) =

1

2

N − k

N
n(1 + o(1)),

β =
2n

N
(1 + o(1)),

p0 = (ch(β))−1 = 2e−
2n

N (1 + o(1)).

Cледовательно,

(n−mN )2

σ2
N

= 0, (26)

σN
σ(N−k)(K−k)

=

√
Nβ(1 + o(1))

(N − k)β

=

√
N(1 + o(1))

N − k

(27)

и
(n−m(K−k)(N−k))2

σ2
(K−k)(N−k)

= 2
N − k

N

×
(
n− (K−k)

1−p0

n
N − (N −K) n

N

)2
n(1 + o(1))

= 2
N − k

N

(
K n

N − (K−k)n
N(1−p0)

)2
n(1 + o(1))

(28)

= 2
N − k

N

n

N2

(
K − K − k

1− p0

)2

(1 + o(1))

= 2
N − k

N

n

N2

(
k −Kp0
1− p0

)2

(1 + o(1)).
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Пусть выполнены условия п. 1, число k фик-
сировано. Тогда

ln(λ+ o(1)) = ln 2 + lnK − 2
n

N

и

2
n

N2
= − ln(λ+ o(1))

N
+

ln 2

N
+

lnK

N
.

Поэтому
n

N2
→ 0

и из (28) вытекает

(n−m(K−k)(N−k))2

σ2
(K−k)(N−k)

= o(1). (29)

Кроме того,

Kp0 = 2Ke−
2n

N + o(1) = λ+ o(1).

Иcпользуя лемму 2, лемму 6 и оценку (26),
(27), (29), заключаем

P{S(K−k)(N−k) = n}
P{SN = n} =

σN
σ(K−k)(N−k)

×
exp
(
− (n−m(K−k)(N−k))2

2σ2
(K−k)(N−k)

)
(1 + o(1))

exp
(
− (n−mN )2

2σ2
N

)
(1 + o(1))

(30)

= 1 + o(1).

Иcпользуя (30) для оценки дроби в (1) и
пуассоновскую предельную теорему, получаем
(6). П. 1 доказан.
Пусть выполнены условия п. 2. Так как

p0 → 0, имеем

σ2
N

σ2
(K−k)(N−k)(β)

=
N

N − k
(1 + o(1))

=

(
1− k

N

)−1
(1 + o(1))

=

(
1− k −Kp0

N
+

Kp0
N

)−1
(1 + o(1))

(31)

=

(
1− k −Kp0√

Kp0(1−p0)

√
Kp0(1−p0)

N
+

Kp0
N

)−1
×(1 + o(1)) = 1 + o(1).

Так как β > 2 n
N , то p0 < 2e−2

n

N . Используя
условия п. 2 для оценки сомножителей в (28),
заключаем

(n−m(K−k)(N−k))2

σ2
(K−k)(N−k)

= 2
N − k

N

nKp0
N2(1− p0)

(k −Kp0)
2

Kp0(1− p0)
(1 + o(1))

<
2C2

1− p0

n

N
e−2

n

N (1 + o(1)).

Следовательно,

(n−m(K−k)(N−k))2

σ2
(K−k)(N−k)

= o(1). (32)

Иcпользуя лемму 2, лемму 6 и оценки (26),
(31), (32), получаем

P{S(K−k)(N−k) = n}
P{SN = n} =

σN
σ(K−k)(N−k)

×
exp
(
− (n−m(K−k)(N−k))2

2σ2
(K−k)(N−k)

)
(1 + o(1))

exp
(
− (n−mN )2

2σ2
N

)
(1 + o(1))

= 1 + o(1).

(33)
Оценка (33) дроби в (1) и локальная теорема
Муавра –Лапласа влекут (7).

Авторы выражают глубокую благодар-
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