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Рассматривается схема C размещения r = r(k) неразличимых частиц по n раз-
личимым ячейкам до момента наступления события Ak, когда впервые оказы-
вается k (k � r) непустых ячеек. Доасимптотический анализ схемы проводит-
ся авторским перечислительным методом (ПМ) по следующим направлениям:
бесповторное перечисление и определение числа ее исходов, решение задачи ну-
мерации, состоящей в установлении взаимно-однозначного соответствия между
номерами и видами исходов схемы, определение вероятностного распределения
на множестве ее исходов, и предлагается процедура их моделирования. Для
всех других парных качеств по их различимостям составляющих схему эле-
ментов (ячеек и частиц) предлагается методика пересчета начальных резуль-
татов рассматриваемой здесь схемы C по перечислению их исходов, дающих
возможность проведения для них алгоритмических исследований остальных
направлений по ПМ.
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We consider a scheme C of allocating r = r(k) indistinguishable particles to n
distinguishable cells until the occurrence of the event Ak, when for the first time
there are k (k � r) non-empty cells. The pre-asymptotic analysis of the scheme is
carried out by an original enumerative method (EM) along the following lines: non-
repetitive enumeration and determination of the number of its outcomes, solutions
to the numbering problem offinding one-to-one correspondence between the numbers
and types of the scheme’s outcomes, determining the probability distribution on
the set of its outcomes, and a procedure for their modeling is proposed. For all other
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paired qualities according to distinguishability of the elements (cells and particles)
that make up the scheme, a method is proposed for recalculating the initial results
of the C scheme.
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Введение
Обратная задача о размещении частиц по

ячейкам состоит в определении времени ожи-
дания, т. е. числа r размещенных частиц, до
момента выполнения определенного условия,
связанного с заполнением ячеек.
В литературе широко представлены асимп-

тотические исследования различных схем раз-
мещения частиц по ячейкам при неограничен-
ном росте числа частиц в прямой и обратной
постановках (см., например, [1–4]).
В представляемой здесь схеме размещения

r частиц по ячейкам (без ограничения уровней
их заполнения) анализируются все ее возмож-
ные исходы, приводящие к событию Ak, когда
впервые оказывается заданное число k непу-
стых ячеек.
Эта схема размещения r частиц по n ячей-

кам рассматривается во всех вариантах их
парных качеств по различимости с обозначе-
ниями:
схема A – частицы и ячейки различимы;
схема B – частицы различимы, ячейки

неразличимы;
схема C – частицы неразличимы, ячейки

различимы;
схема D – частицы неразличимы, ячейки

неразличимы.
Анализ схем проводим начиная с условий

схемы C с приведением методики дальнейше-
го пересчета результатов для остальных схем.
Постановка задачи – изучить свойства

исходов схемы C по всем направлениям пере-
числительного метода (ПМ) с пересчетом ре-
зультатов для исходов других указанных вы-
ше схем: бесповторного их перечисления, опре-
деления их числа, решения задачи нумера-
ции, определения их вероятностного распре-
деления и построения процедуры их модели-
рования.
Основные обозначения, определения и
понятия
ПМ – перечислительный метод исследова-

ния моделей по приведенным в аннотации на-
правлениям;

МГ – представление случайного процесса
перечисления исходов схемы в виде вероят-
ностного графа;
итерация – шаг перехода в графе перечис-

ления исходов схемы к следующему этапу (ша-
гу) их перечисления;
траектория исхода – последовательность

исходов итераций, ведущая к нему в графе от
начала их перечисления;
бесповторное перечисление исходов

схемы – единственность траекторий для каж-
дого ее исхода;
пучок в графе процесса – совокупность

переходов из каждого исхода каждой итера-
ции;
размер пучка на каждой итерации –

число переходов из каждого исхода итерации,
т. е. число исходов из него на следующей ите-
рации;
пучковая структура графа – перечисле-

ние размеров пучков всех итераций;
ЗН – задача нумерации – установле-

ние взаимно-однозначного соответствия меж-
ду всеми номерами и видами исходов схемы;
ПЗН – прямая задача нумерации – нахож-

дение вида исхода схемы по его номеру;
ОЗН – обратная задача нумерации – на-

хождение номера исхода схемы по его виду;
УМ – универсальный метод моделирова-

ния исходов схемы с их вероятностным рас-
пределением;
уровень заполнения ячейки – число ча-

стиц в ней.

1. Вспомогательные результаты

Приведем кратко результаты анализа ос-
новных используемых здесь схем в принятых
для них обозначениях в указанных публика-
циях.
1.1. Перечислительный метод
В основе доасимптотического анализа рас-

сматриваемых схем лежит ПМ (см. [5]).
ПМ расширяет направления исследования
комбинаторных схем и предлагает приемы их
реализации. Его суть состоит в организации
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получения качественной информации об ис-
ходах схемы и переводе ее в количествен-
ную – результатов ее анализа в доасимпто-
тической области изменения параметров. Эта
качественная информация представляет со-
бой исходы итерационного случайного про-
цесса реализации комбинаторной схемы путем
последовательного поединичного добавления
элементов схемы до заданного значения или
этапов перечисления составляющих схему бо-
лее простых ранее изученных схем.
Инструментами перевода качественной ин-

формации о видах всех исходов схемы являют-
ся метод графов (МГ) (см. [5, п. 1.1]), состоя-
щий в графическом представлении процедуры
итерационного процесса перечисления исходов
схемы, задача нумерации (ЗН) (см. [5, п. 1.1]),
устанавливающая взаимно-однозначное соот-
ветствие между их номерами и видами исхо-
дов (соответственно ПЗН – прямая и ОЗН –
обратная задача нумерации), и универсальное
моделирование (УМ) (см. [5, п. 1.1 и Прило-
жение А]) исходов, дающее его единый АЛГО-
РИТМ 1, состоящее в разыгрывании номеров
исходов, виды которых определяются по ре-
шению задачи нумерации, учитывающей спе-
цифику схемы.
Одним из важных приемов ПМ для полу-

чения новых результатов доасимптотическо-
го анализа комбинаторных схем является опе-
рация по перечислению (ОПП), введение ко-
торой дает возможность вычисления характе-
ристик схем, зависящих от видов предсосто-
яний исходов при их формировании итераци-
онным случайным процессом как функций от
них по перечислению исходов итерации полу-
чения этих предсостояний.
Целью применения ПМ является изуче-

ние схемы по указанным в аннотации направ-
лениям.
1.2. Схема последовательных действий
(ПД) (с числом действий k)
Схема ПД с результатом анализа в [5, п. 1.8]

(с обозначением в этом пункте через k числа
действий) возникает, когда каждому следую-
щему действию подвергаются исходы преды-
дущего действия и числа исходов на каждом
следующем шаге (действии) одинаковы, т. е.
зависят только от характера действия. Если
i-е действие (i = 1, k) совершается di числом
способов, то число исходов схемы N =

∏k
i=1 di.

Вид исхода после совершения i действий
будет формироваться из принятых видов исхо-
дов последовательных действий, которые со-
ответственно обозначаются через Riji , где i –
номер действия, ji – номер исхода в резуль-
тате его совершения, а конкретный вид Riji

определяется характером действия. Исход со-
вершения r действий (r � k) обозначен в ви-
де R(r) = {R1j1 , R2,j2 , . . . , Rrjr}. Тогда оконча-
тельный исход схемы получен при r = k.
Теорема 1. Прямая ЗН. Пусть в схеме с
параметрами d1, . . . , dk дан номер N (k) ее ис-
хода. Тогда вид исхода R(k) = {R1j1 , . . . , Rkjk},
определяемый номерами (j1, . . . jk) исходов его
компонент в пучках графа перечисления исхо-
дов схемы, при i = 1, k находится по формуле

ji = ti + I(ti)di,

где ti = N (i)mod di; I(Z) = 0 при Z �= 0 и
I(Z) = 1 при Z = 0;

N (i−1) =
[
N (i) + di − 1

di

]
,

где [Z] – целая часть числа Z и i = k, k − 1,

. . . , 1; N (0) = 1.
Теорема 2. Обратная ЗН. Пусть в схеме
с параметрами d1, . . . , dk дан вид ее исхода
R(k) = {R1j1 , . . . , Rkjk}, определяющий номера
(j1, . . . jk) исходов его компонент в пучках гра-
фа перечисления исходов схемы, при i = 1, k.
Тогда его номер вычисляется по формуле

N (k) =

k−1∑
l=1

(jl − 1)

k∏
i=l+1

di + jk.

Доказательства теорем 1 и 2 приведены
в [5, п. 1.8].
1.3. Обобщенная схема последователь-
ных действий (ОПД) (с числом дейст-
вий k)
Эта схема является основной структурой,

дающей общее описание процесса формиро-
вания и перечисления исходов комбинатор-
ных схем. Исследование свойств этих исхо-
дов создает основу доасимптотического анали-
за комбинаторных схем по направлениям ПМ,
где действиями представлены последователь-
ные итерации случайного процесса их форми-
рования. (Схема ПД является частным случа-
ем схемы ОПД.)
В [5, п. 1.9] приводятся результаты комби-

наторного анализа схемы ОПД (с обозначени-
ем в этом пункте через k числа действий).
Схема ОПД с результатом анализа в [5,

п. 1.9] возникает, когда каждому следующему
действию подвергаются исходы предыдущего
действия и числа исходов на каждом следу-
ющем шаге (действии) неодинаковы, т. е. за-
висят от характера действия и вида предыду-
щего исхода. Результатом этого являются раз-
ные размеры пучков внутри итерации в графе
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перечисления исходов схемы при переходе от
исходов предыдущего действия к последующе-
му, т. е. числа исходов из каждого состояния
на следующей итерации.
Анализ схемы ОПД приводит к конкрет-

ным результатам только по результатам по-
добных исследований комбинаторных схем
действий.
В схеме проводится k последовательных

действий, i-е из которых (i = 1, k) на
i-м шаге совершается N (i) способами. То-
гда число исходов этих k действий склады-
вается из N (k−1) пучков размерами d̄(k) =

(d
(k)
1 , d

(k)
2 , . . . , d

(k)
N (k−1)), т. е. общее число N (k)

исходов схемы получается из рекуррентного
соотношения при i = k и N (0) = 1

N (i) =

N (i−1)∑
l=1

d
(i)
l .

Вид исхода после совершения i действий
будет формироваться из принятых видов исхо-
дов последовательных действий, которые бу-
дем соответственно обозначать через Riji , где
i – номер действия, а ji – номер исхода в ре-
зультате его совершения.
Задача нумерации решается для нашей схе-

мы при решенной ЗН для каждого из k дей-
ствий и известной пучковой структуре графа
перечисления исходов нашей схемы, т. е. с из-
вестными числами исходов (размерами пуч-
ков) при каждом действии на каждой итера-
ции. Под траекторией T исхода схемы пони-
мается последовательность исходов, ведущая
в графе их перечисления от начала к исследу-
емому на последней итерации.
Прямая и обратная задачи нумерации

решены следующими теоремами.
Теорема 3. Пусть совершается k действий
и задан номер исхода N

(k)
∗ . Тогда его вид,

определяемый номерами исходов траектории
T в содержащих их пучках {ji} от первой до
k-й итераций, вычисляется по рекуррентной
формуле для ji (i = 1, k)

ji = N
(i)
∗ −

N
(i−1)
∗ −1∑
l=1

d
(i)
l ,

где все пучковые структуры действий d̄(i) за-
даны и

N
(k−1)
∗ = δ +max t :

(
t∑

l=1

d
(k)
l = Gk � N

(k)
∗

)
,

где δ = 0 при Gk = N
(k)
∗ и δ = 1 при Gk < N

(k)
∗ .

Заменяя k на i, доходим по рекурренте до пер-
вого шага.

По решенной ЗН для всех действий нахо-
дим из {ji} виды их исходов, из которых по-
лучаем искомый вид исхода R

(k)
∗ .

Теорема 4. Пусть совершается k действий
и задан вид исхода R

(k)
∗ , где {j1, . . . , jk} из-

вестные (из решенной ЗН для действий) но-
мера исходов ПД, реализующих последова-
тельные состояния траектории, ведущей к
изучаемому исходу. Тогда его номер N

(k)
∗ сре-

ди итоговых исходов схемы определяется по
рекуррентной формуле при i = k, i = 1, k:

N
(i)
∗ =

N
(i−1)
∗ −1∑
l=1

d
(i)
l + ji,

начиная с i = 1 при N
(1)
∗ = j1.

Доказательства теорем 3 и 4 приведены
в [5, п. 1.9].

2. Анализ схемы C

2.1. Перечисление и число N(C) исходов
схемы C

В схеме размещения неразличимых частиц
по различимым ячейкам все исходы имеют вид
наборов составов уровней заполнения ячеек в
порядке ячеек. Соответственно, в рассматри-
ваемой схеме C при появлении впервые ровно
k непустых ячеек после размещения r-й части-
цы исходы представляют определенную часть
исходов общей схемы и имеют тот же вид на-
боров составов уровней заполнения ячеек в по-
рядке ячеек h̄ = (h1, . . . , hn), но со следующей
очевидной спецификой в составах уровней за-
полнения ячеек для события Ak:
а) наличия ровно k ненулевых уровней за-

полнения в n ячейках;
б) присутствия хотя бы одной ячейки с еди-

ничным уровнем заполнения, любую из ко-
торых (из-за неразличимости частиц) можно
считать результатом размещения k-й частицы.
В связи с этой спецификой предлагается

следующий АЛГОРИТМ бесповторного пря-
мого перечисления исходов схемы C двумя
этапами:
1) выбора всеми Ck

n способами k непустых
ячеек из n ячеек в порядке нумерации исходов
схемы сочетаний по МГ (см. [5, п. 1.1.1.1]);
2) при каждом результате этапа 1 нахож-

дения всех исходов схемы как разности мно-
жеств исходов размещения r частиц по k ячей-
кам без пустых ячеек и с не менее чем двумя
частицами в каждой ячейке при нулевых уров-
нях заполнения остальных ячеек.
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Первый этап, очевидно, следует из смысла
схемы C, а второй – из специфики ее исходов.
Уменьшаемое в разности дает в k фиксирован-
ных ячейках все составы ненулевых уровней
заполнения, а вычитаемое – исключает из них
исходы, не содержащие единичных уровней.
Нумерация исходов схемы производится в

порядке их формирования в схеме ПД – после-
довательной реализации двух представленных
выше этапов их перечисления.
Пучковая структура графа перечисления

исходов схемы C представляет собой после-
довательности размеров пучков этапов пере-
числения: одним пучком размера (Ck

n) перво-
го этапа и (Ck

n) пучков второго этапа одина-
кового размера, не зависящего от конкретного
исхода первого этапа (выбора k непустых яче-
ек из n), размерами каждый по N(C)/Ck

n, где
N(C) – число исходов схемы C.

Теорема 5. Число N(C) исходов схемы C
определяется по формуле

N(C) = Ck
n(C

k−1
r−1 − Ck−1

r−k−1). (1)

Доказательство. Число N исходов схемы бу-
дем находить в соответствии с процедурой пе-
речисления исходов схемы, где сомножители
в (1) являются числами исходов двух описан-
ных выше этапов этой процедуры. Первый со-
множитель не требует пояснения, а во втором
сомножителе (при каждом фиксированном на-
боре k непустых ячеек) объясним виды чис-
ленностей в уменьшаемом и вычитаемом. В
уменьшаемом – числе размещений без пустых
ячеек r частиц по k ячейкам в схеме сочета-
ний с повторением принудительно помещаем в
каждую из k ячеек по одной частице, а осталь-
ные r − k частиц размещаем по k ячейкам по
схеме сочетаний с повторением числом спосо-
бов Cr−k

k+r−k−1 = Ck−1
r−1 . А в вычитаемом – чис-

ле размещений с не менее чем двумя части-
цами в каждой ячейке – принудительно поме-
щаем в каждую из k ячеек по две частицы, а
остальные r−2k частиц размещаем по k по схе-
ме сочетаний с повторением числом способов
Cr−2k
k+r−2k−1 = Ck−1

r−k−1. В связи с тем, что дока-
зательство вида второго сомножителя прове-
дено при любой фиксации k непустых ячеек,
отсюда следует формула (1).

Замечание. Для вычисления числа N =
N(C) исходов схемы C при известных для k
непустых ячеек составах их уровней заполне-
ния – множества {D} (как наиболее просто ви-
зуально перечисляемых исходов в схеме D с
их маркировками по совпадению этих уровней
μ̄ = (μ1, . . . , μk)) (с использованием известного

числа исходов схемы перестановок с повторе-
нием) получаем формулу для числаN = N(C)
исходов схемы C:

N = N(C) = Ck
n

∑
({D})

k!/

k∏
j=1

μj !,

где суммирование проводится в ПМ по ОПП
(по операции сложения по перечислению) мар-
кировок уровней заполнения ячеек по совпаде-
нию уровней во всех исходах {D} схемы D.

Приведем числовой пример перечисления и
нахождения чисел исходов схемы.

Пример 1. Пусть n = 5, k = 3, r = 6. По
АЛГОРИТМУ перечислить исходы схемы C
по шагам:
1) этот шаг совпадает с первым этапом пе-

речисления исходов и по [5, п. 1.3] дает следу-
ющие C3

5 = 10 исходов схемы сочетаний в виде
номеров k = 3 непустых ячеек:
(1, 2, 3), (1, 2, 4), (1, 2, 5), (1, 3, 4), (1, 3, 5),
(1, 4, 5), (2, 3, 4), (2, 3, 5), (2, 4, 5), (3, 4, 5);
2) найдем уменьшаемое второго этапа по

схеме сочетаний с повторением без пустых яче-
ек, числом способов Ck−1

r−1 = C2
5 = 10 как ме-

ста (k−1) = 2 внутренней перегородки между
k = 3 ячейками среди всех мест для них и
r = 6 лежащими в ряд частицами:
(2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 7), (3, 5), (3, 6), (3, 7), (4, 6),
(4, 7), (5, 7);
3) найдем вычитаемое второго этапа по схе-

ме сочетаний с повторением, в каждой ячей-
ке � 2 частиц, числом способов Ck−1

r−2k+k−1 =

C2
2 = 1 как места (k − 1) = 2 внутренней пе-
регородки между k = 3 ячейками среди всех
двух мест для них, где в каждую из k = 3
ячейках уже лежат по 2 частицы: (3,6).
Результат второго этапа, т. е. все исходы

схемы в k = 3 фиксированных непустых ячей-
ках, дают наборы уровней заполнения ячеек в
результате расстановок внутренних перегоро-
док между непустыми ячейками по вариантам
разности множеств шагов 2 и 3:
(2, 4), (2, 5), (2, 6), (2, 7), (3, 5), (3, 7), (4, 6), (4, 7),
(5, 7), которые соответственно приводят к на-
борам уровней заполнения k = 3 непустых
ячеек в порядке ячеек по числам мест из
(k + r − 1) = 8 между местами перегородок, а
именно 9 исходов:
(1, 1, 4), (1, 2, 3), (1, 3, 2), (1, 4, 1), (2, 1, 3), (2, 3, 1),
(3, 1, 2), (3, 2, 1), (4, 1, 1).
Окончательно все исходы схемы появления

события Ak получаются в виде наборов най-
денных выше уровней заполнения k = 3 непу-
стых ячеек (в порядке ячеек) на местах этих
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непустых k = 3 ячеек, определенных на пер-
вом этапе с расстановкой нулевых уровней на
остальных n−k = 5−3 = 2 местах. Например,
при уровнях заполнения (1,1,4) k = 3 непу-
стых ячеек (в порядке ячеек) на местах (1,2,3)
исход схемы имеет вид (1,1,4,0,0), а на местах
(1,2,4) – (1,1,0,4,0).
Пучковая структура графа перечисления

исходов схемы в примере 1 есть:
(10), (9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9, 9).
Найдем число исходов схемы по (1) и по

процедуре перечисления исходов схемы.
По (1) N = C3

5 (C
3−1
6−1 − C3−1

6−3−1) = C3
5 (C

3
5 −

C3
5 ) = 10 · 9 = 90.
При таком большом объеме исходов схемы

C приведем фрагмент графа перечисления ее
исходов для первых двух фиксаций мест непу-
стых ячеек на рисунке.
По процедуре перечисления и по рисунку

число исходов схемы N получается при каж-
дой из 10 фиксаций мест непустых ячеек по
9 в каждом, откуда N = 90, что совпадает с
полученным выше по (1) результатом.

Фрагмент графа перечисления исходов схемы в
примере 1
A fragment of the graph of outcomes enumeration of
the scheme in example 1

2.2. Решение задачи нумерации для
исходов схемы C

Схема C представляет собой схему ПД (см.
п. 1.2 или подробнее [5, п. 1.8]), и при изучен-
ных схеме сочетаний ([5, п. 1.3]) и известной
из п. 2.1 пучковой структуре графа перечис-
ления исходов схемы решается по теоремам 1
и 2 соответственно в прямой и обратной по-
становках. Проиллюстрируем решение ЗН на
числовом примере.

Пример 2. Решаем ЗН в условиях примера 1
n = 5, k = 3, r = 6.
ПЗН. Дан номер исхода N∗ = 15, найти

вид исхода схемы R∗.
Решение. По теореме 1 из N∗ = N (2) = 15 на-
ходим

N (1) =

[
N (2) + 9− 1

9

]
= 2,

j1 = 2 mod 9 + 0 = 2, j2 = 15 mod 9 + 0 = 6.

Для перечисления исходов первого этапа вто-
рой исход – это (1,2,4), а 6-й исход второго эта-
па – это (2,3,1), откуда получаем искомый вид
исхода R∗ = (2, 3, 0, 1, 0), что совпадает с ре-
зультатом по рисунку.
ОЗН. Дан вид исхода R∗ = (2, 3, 0.1, 0),

найти номер исхода схемы N∗ = N (2).
Решение. По теореме 2 из R∗ = (2, 3, 0.1, 0)
находим j1 = 2, j2 = 6, отсюда получаем
N∗ = N (2) = (2 − 1)9 + 6 = 15, что совпада-
ет с результатом по рисунку.

2.3. Установление вероятностей для ис-
ходов схемы C

При равновероятных исходах используемой
здесь схемы сочетаний вероятность P (C) появ-
ления исхода схемы C среди всех Cr

n+r−1 исхо-
дов схемы размещения r неразличимых частиц
по n различимым ячейкам определяется отно-
шением чисел их исходов:

P (C) = Ck
n(C

k−1
r−1 − Ck−1

r−k−1)/C
r
n+r−1.

Организация перечисления исходов при рав-
новероятности исходов схемы сочетаний при-
водит к допустимым и равновероятным исхо-
дам (см. рисунок) с вероятностями каждого,
равными обратному числу их исходов. Так, в
примере 1 вероятности исходов схемы C полу-
чаются равными по 1/90.
2.4. Моделирование исходов схемы C

Его предлагается проводить УМ по шагам:
1) разыгрывание случайного номера исхода

схемы C с установленным в п. 2.3 вероятност-
ным распределением;
2) получение в качестве смоделированного

исхода схемы C по результату решения ПЗН
его вида по разыгранному номеру шага 1.

3. Методика пересчета перечисле-
ния исходов схем A, B, D

Полученный результат перечисления исхо-
дов схемы C в п. 2.1 дает начальную информа-
цию для остальных схем A, B, D вида соста-
вов уровней заполнения ячеек в порядке яче-
ек в условиях неразличимости частиц и разли-
чимости ячеек. Учитывая отличие качеств по
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различимости составляющих схему ячеек и ча-
стиц в исследуемых схемах от схем с ранее изу-
ченным перечислением исходов, предложим
алгоритмические преобразования их перечис-
лений для перечисления ее исходов. Далее при
различимых частицах номера частиц называ-
ем частицами.
3.1. Перечисление исходов схемы A из
схемы C

В схеме A частицы и ячейки различимы.
Вид исхода схемы A – составы частиц в ячей-
ках в порядке ячеек.
Отличие схемы A от схемы C – в различи-

мости частиц. Поэтому для перечисления ис-
ходов схемы A в схеме в графе перечисления
исходов схемы C добавляется итерация деле-
ния по k ячейкам r частиц на составы ячеек
численностями уровней их заполнений в за-
данном в схеме C порядке (число таких деле-
ний известно как число исходов схемы переста-
новок с повторением). Для дальнейшего ана-
лиза исходов схемы A отметим, что она пред-
ставляет собой схему ОПД (см. [5, п. 1.9], или
по решению ЗН см. п. 1.3)
В схеме D частицы и ячейки неразличимы.

Вид исхода схемы D – составы уровней запол-
нения ячеек в заранее определенном поряд-
ке, например, в порядке роста уровней запол-
нения.
3.2. Перечисление исходов схемы B из
схемы A

В схеме B частицы различимы, ячейки
неразличимы. Вид исхода схемы B – составы
частиц в ячейках в заранее определенном по-
рядке, например, в порядке роста минималь-
ной частицы в ячейке.
Отличие схемы B от схемы A – в нераз-

личимости ячеек. Поэтому для перечисления
исходов схемы B во всех исходах схемы A сре-
ди непустых ячеек упорядочивают их составы,
например, по возрастанию номеров содержа-
щихся в ячейках частиц с отбраковкой повто-
ров в исходах.
3.3. Перечисление исходов схемы D из
схемы C

В схеме D частицы и ячейки неразличимы.
Вид исхода схемы D – составы уровней запол-
нения ячеек в заранее определенном порядке,
например, в порядке роста уровней заполне-
ния среди непустых ячеек.
Отличие схемы D от схемы C – в нераз-

личимости ячеек. Поэтому для перечисления
исходов схемы D во всех исходах схемы C сре-
ди непустых ячеек упорядочивают их соста-
вы, например, по возрастанию уровней запол-
нения ячеек с отбраковкой повторов в исходах.

Более подробно о пересчете результатов
ПМ в схемах размещения частиц по ячейкам
см. в [5, п. 2.21].
Приведем примеры таких пересчетов пере-

числений исходов схем A, B, D из перечисле-
ния исходов начальной схемы C.
Пример 3. Пусть в схеме C, как в примере 1,
n = 5, k = 3, r = 6.
Предлагается производить последователь-

ные пересчеты перечисления исходов схем сле-
дующими парами с одним отличием качества
составляющих их элементов – ячеек и частиц:
1) из схемы C для схемы A, 2) из схемы A для
схемы B, 3) из схемы C для схемы D.
Построим соответствующие данным исхо-

дов схемы C фрагменты перечислений исходов
схем A, B, D.
1) Пересчет исходов из схемы C для

схемы A
Из исхода схемы C (1,4,1,0,0) по схеме пе-

рестановок с повторением можно получить
6!/1!4!1!0!0! = 30 исходов. Рассмотрим, напри-
мер, 5 из них:

((1), (2, 3, 4, 5), (6)), ((2), (3, 4, 5, 6), (1)),
((3), (1, 2, 4, 5), (6)), ((6), (2, 3, 4, 5), (1)),
((6), (1, 2, 4, 5), (3)).
2) Пересчет исходов из схемы A для

схемы B
Из исхода схемы A в 1) получим после от-

браковки повторов 3 исхода схемы B:
((1),(2,3,4,5),(6)), ((1),(2),(3,4,5,6),),
((1,2,4,5),(3),(6)).
3) Пересчет исходов из схемы C для

схемы D
Из 9 исходов схемы C:
(1,1,4,0,0),(1,2,3,0,0),(1,3,2,0,0),(1,4,1,0,0),
(2,1,3,0,0),(2,3,1,0,0),(3,1,2,0,0),(3,2,1,0,0),
(4,1,1,0,0)
получим после отбраковки повторов 2 ис-

хода схемы D: (1,1,4), (1,2,3).
По очевидным исходам схемы D из замеча-

ния можно получить из них при маркировках
по совпадениям уровней соответственно (2,1) и
(1,1,1) число всех исходов схемы C в условиях
примера:

N = N(k)

= C3
5 (3!/2!1! + 3!/1!1!1!) = 10(3 + 6) = 90,

что совпадает с ранее полученным резуль-
татом.

Выводы
1. Для изучения схемы C применен ав-

торский перечислительный метод и получены
новые результаты по всем его направлениям
с добавлением новых приемов, отражающих
специфику ее исходов.
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2. Выведена явная аналитическая формула
для числа исходов схемы C.
3. Получено вероятностное распределение

исходов при фиксированном времени ожида-
ния в схеме C.
4. Приведена методика пересчета началь-

ных результатов анализа в виде перечисления
исходов схемы C для схем A, B, D с другими
парными качествами по различимости ячеек и
частиц, дающая возможность проведения для
них алгоритмических исследований остальных
направлений по ПМ.
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