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Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами при условии, что
сумма степеней вершин ограничена сверху числом n. Cтепени вершин незави-
симы и одинаково распределены по неизвестному закону, зависящему от мед-
ленно меняющейся функции и имеющему конечные математическое ожидание
и дисперсию. Такие модели могут использоваться для описания различных се-
тей коммуникаций и топологии Интернета. В статье при N,n → ∞ найдены
предельные распределения максимальной степени вершины и числа вершин
заданной степени.
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We consider configuration graphs with N vertices under the condition that the
sum of vertex degrees is bounded from above by n. The degrees of vertices are
independent and identically distributed according to an unknown distribution law
which depends on a slowly varying function and has finite expectation and variance.
Such models can be used to describe various communication networks and Internet
topology. The paper finds the limit distributions of the maximum vertex degree and
the number of vertices with a given degree as N,n → ∞.
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Введение
Интерес к исследованию случайных графов

постоянно возрастает в связи с их использова-
нием в качестве моделей сложных сетей ком-
муникаций (см., например, [10]). Наблюдения
за реальными сетями показали, что их тополо-
гия может быть описана случайными графами
с независимыми одинаково распределенными
степенями вершин. Более того, было замече-
но, что число вершин степени k при достаточ-
но больших k пропорционально k−τ , где τ > 1.
Это значит, что распределение случайной ве-
личины ξ, равной степени произвольной вер-
шины графа, можно представить в виде

pk = P{ξ = k} =
h(k)

kτ
, k = 1, 2, . . . , (1)

где h(k) – медленно меняющаяся на беско-
нечности функция. Одним из наиболее подхо-
дящих для моделирования сетей графов яв-
ляется так называемый конфигурационный
граф [9]. Случайная величина ξ в таком гра-
фе равна числу полуребер вершины, т. е. чис-
лу инцидентных ей ребер, для которых смеж-
ные вершины еще не определены. Все полу-
ребра занумерованы в произвольном порядке.
Сумма степеней вершин любого графа должна
быть четной, поэтому, если она нечетна, мож-
но добавить вспомогательную вершину еди-
ничной степени. Построение графа завершает-
ся путем попарного равновероятного соедине-
ния полуребер друг с другом для образования
ребер. В [12] отмечается, что появление вспо-
могательной вершины вместе с инцидентным
ей ребром не влияет на асимптотическое по-
ведение графа при стремлении числа вершин
к бесконечности. Нетрудно видеть также, что
такие графы могут содержать петли и крат-
ные ребра.
В статье [5] рассматривались условные кон-

фигурационные графы при условии, что число
ребер известно. В этой работе распределение
степеней вершин имело вид

pk =
1

kτ
− 1

(k + 1)τ
, k = 1, 2, . . . , τ > 0.

Такое же распределение степеней вершин рас-
сматривалось [3] при более естественном усло-

вии, что число ребер графа неизвестно, но
ограничено сверху. В статьях [2, 4] предпола-
галось, что при k → ∞

pk ∼ d

kg(ln k)h
,

где d > 0, g > 1, h � 0.
В этой статье мы рассматриваем конфигу-

рационные графы, содержащие N вершин, в
которых случайная величина ξ имеет распре-
деление (1), где τ > 3. Обозначим ξ1, . . . , ξN
степени вершин 1, . . . , N соответственно. Эти
случайные величины независимы и распре-
делены так же, как и ξ. Такой случайный
граф естественным образом индуцирует веро-
ятностную меру на подмножестве реализаций,
в которых ξ1 + . . . + ξN � n. Далее мы рас-
сматриваем условные конфигурационные гра-
фы с указанным выше ограниченным числом
ребер. Обозначим η1, . . . , ηN случайные вели-
чины, равные числу степеней вершин 1, . . . , N
в таком условном случайном графе. Понятно,
что распределения этих случайных величин
отличаются от распределения ξ из-за введен-
ного ограничения, и они зависимы.
Одно из хорошо известных элементарных

свойств медленно меняющихся функций со-
стоит в том, что при x → ∞ и любом δ > 0

x−δ < h(x) < xδ. (2)

Из (1), (2) получаем, что случайная величи-
на ξ имеет конечные математическое ожида-
ние m = Eξ и дисперсию σ2 = Dξ:

m =

∞∑
k=1

h(k)

kτ−1,
, σ2 =

∞∑
k=1

h(k)

kτ−2
−m2. (3)

Обозначим η(N) и μr максимальную степень
вершины и число вершин степени r соответ-
ственно. В [11] были доказаны предельные тео-
ремы для этих случайных величин в случае,
когда h(x) в (1) является медленно меняющей-
ся функцией с остаточным членом. В настоя-
щей статье аналогичные результаты получены
при условии, что если x → ∞, то функция h(x)
не возрастает. Заметим, что в частном случае

h(x) =
d

lnα x
,
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где d > 0, α � 0, предельные распределения
числа вершин заданной степени найдены в [4],
а максимальной степени – в [6].
Статья организована следующим образом.

Главные результаты (теоремы 1–3) формули-
руются в следующем разделе. В третьем раз-
деле обсуждается связь рассматриваемой за-
дачи с обобщенной схемой размещения частиц
по ячейкам. Четвертый раздел содержит вспо-
могательные результаты, которые использу-
ются в последнем разделе для доказательства
теорем 1–3.

Основные результаты
Доказаны следующие теоремы.

Теорема 1. Пусть N,n → ∞, так, что

n−Nm√
N

� C > −∞, (4)

а r = r(N,n) выбраны так, что

Nh(r)

(τ − 1)rτ−1
→ γ, (5)

где γ – положительная константа. Тогда

P{η(N) � r} → e−γ .

Теорема 2. Пусть N,n → ∞, Npr(1 − pr) →
∞ и

n−Nm√
N

→ ∞. (6)

Тогда

P{μr = k} =
1 + o(1)√

2πNpr(1− pr)
e−u

2
r/2

равномерно по k таким, что ur = (k −
Npr)/

√
Npr(1− pr) лежит в любом фиксиро-

ванном конечном интервале.

Теорема 3. Пусть N,n, r → ∞ и выполнено
условие (5). Тогда для неотрицательных це-
лых k

P{μr = k} =
(Npr)

k

k!
e−Npr(1 + o(1))

равномерно по (k −Npr)/
√
Npr в любом фик-

сированном конечном интервале.

Связь с обобщенной схемой
размещения
Техника доказательств теорем 1–3 основана

на использовании обобщенной схемы размеще-
ния частиц по ячейкам [1]. Нетрудно видеть,
что если η1 + . . .+ ηN = n, то

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN}

= P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN |ξ1 + . . .+ ξN = n}.
Это равенство означает, что выполнены усло-
вия обобщенной схемы размещения. Легко ви-
деть также, что для нашего условного конфи-
гурационного графа

P{η1 = k1, . . . , ηN = kN}

= P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN |ξ1 + . . .+ ξN � n}.
(7)

В статьях [7, 8] пара множеств случайных ве-
личин (η1, . . . , ηN ), (ξ1, . . . , ξN ), удовлетворяю-
щих равенству (7), названа аналогом обобщен-
ной схемы размещения.
Введем вспомогательные случайные вели-

чины ξ
(r)
1 , . . . , ξ

(r)
N такие, что

P{ξ(r)i = k} = P{ξi = k|ξi � r}, (8)

где i = 1, . . . , N, k = 1, . . . , r. Пусть
ξ̃
(r)
1 , . . . , ξ̃

(r)
N – случайные величины с распре-

делением

P{ξ̃(r)i = k} = P{ξi = k|ξi �= r}, (9)

i = 1, . . . , N, k = 1, 2, . . . Пусть

ζN = ξ1 + . . .+ ξN , ζ
(r)
N = ξ

(r)
1 + . . .+ ξ

(r)
N ,

ζ̃
(r)
N = ξ̃

(r)
1 + . . .+ ξ̃

(r)
N (10)

и
Pr = P{ξ > r}. (11)

В [7, 8] показано, что из (7) вытекают сле-
дующие утверждения.

Лемма 1. Справедливо равенство

P{η(N) � r} = (1− Pr)
N P{ζ(r)N � n}

P{ζN � n} .

Лемма 2. Справедливо равенство

P{μr = k} =

(
N

k

)
pkr (1− pr)

N−k

× P{ζ̃(r)N−k � n− kr}
P{ζN � n} .

Вспомогательные результаты

Для того чтобы оценить поведение (1−Pr)
N

в лемме 1, рассмотрим асимптотику NPr.
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Лемма 3. В условиях теоремы 1 NPr → γ.

Доказательство. Из (1) и (11) следует

Pr =

∞∑
i=1

h(r + i)

(r + i)τ
. (12)

Тогда

Pr = h(r)

∞∑
i=1

h(r + i)

h(r)(r + i)τ
. (13)

Очевидно, что r → ∞ (см. (5)). Легко видеть,
что если i < Ar, где A > 0 – константа, то
равномерно по i

h(r + i)

h(r)
→ 1.

В таком случае

∞∑
i=1

h(r + i)

h(r)(r + i)τ
=

[Ar]∑
i=1

1 + o(1)

(r + i)τ

+

∞∑
i=[Ar]+1

h(r + i)

h(r)(r + i)τ
.

Нетрудно проверить, что при достаточно боль-
ших A сумма

[Ar]∑
i=1

1

(r + i)τ

сколь угодно мало отличается от (τ − 1)r1−τ .
Кроме того, поскольку h(x) не возрастает,

∞∑
i=[Ar]+1

h(r + i)

h(r)(r + i)τ
�

∞∑
i=[Ar]+1

1

(r + i)τ
,

а последняя величина тем меньше r1−τ , чем
больше A. Суммируя сказанное и (12), (13),
приходим к выводу, что

Pr ∼ h(r)

(τ − 1)rτ−1
, (14)

откуда и вытекает утверждение леммы 3.

Пусть

mr = Eξ
(r)
1 , m̃r = Eξ̃

(r)
1 ,

σ2
r = Dξ

(r)
1 , σ̃2

r = Dξ̃
(r)
1 .

Из (1), (7), (8) находим

mr =
m−∑k>r kpk

1− Pr
,

σ2
r =

σ2 +m2 −∑k>r k
2pk

1− Pr
−m2

r ,

m̃r =
m− rpr
1− pr

,

σ̃2
r =

σ2

(1− pr)2

(
1− pr − (m− r)2

σ2
pr

)
. (15)

Используя условие τ > 3 и (1)–(3), (15), ви-
дим, что первые два момента распределений
(1), (8), (9) конечны. Тогда к суммам (10) мож-
но применить центральную предельную тео-
рему и установить справедливость следующих
утверждений.

Лемма 4. Пусть N → ∞. Тогда распределе-
ния (ζN−Nm)/(σ

√
N) слабо сходятся к стан-

дартному нормальному закону.

Лемма 5. Пусть N → ∞. Тогда распреде-
ления (ζ

(r)
N − Nmr)/(σr

√
N) слабо сходятся к

стандартному нормальному закону.

Лемма 6. Пусть N → ∞. Тогда распреде-
ления (ζ̃N − Nm̃r)/(σ̃r

√
N) слабо сходятся к

стандартному нормальному закону.

Доказательства теорем 1–3

Очевидно, что в условиях теоремы 1 спра-
ведливо соотношение r → ∞. По аналогии с
(14) нетрудно видеть, что∑

k>r

kpk = O

(
h(r)

rτ−2

)
. (16)

Из (5)
h(r)

rτ−2
∼ γ(τ − 1)r

N
. (17)

и
r = O(N1/(τ−1)).

Поскольку τ > 3, имеем r = o(
√
N). Таким

образом, из (16), (17)∑
k>r

kpk = o

(
1√
N

)
. (18)

Следовательно, из (15) и леммы3 находим, что

mr = m(1 + o(N−1/2)). (19)

Из (1) и (2)
r2pr → 0. (20)

Положим

zN (n) =
n−Nm

σ
√
N

, z
(r)
N (n) =

n−Nmr

σr
√
N

,
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z̃
(r)
N (n) =

n−Nm̃r

σ̃r
√
N

. (21)

Соотношение (20) вместе с (4), (15), (18), (19),
(21) показывает, что в условиях теоремы 1 ве-
личины zN (n) и z

(r)
N (n) асимптотически экви-

валентны. Следовательно, из лемм 4, 5 нахо-
дим, что

P{ζ(r)N � n}
P{ζN � n} = 1 + o(1).

Теперь утверждение теоремы 1 легко следует
из лемм 1, 3.
В условиях теоремы 2 k = Npr +

ur
√

Npr(1− pr) и из (23)

z̃
(r)
N−k(n− kr) =

n− kr − (N − k)m̃r

σ̃r
√
N

=
n−Nm

σ̃r
√
N

− ur(r − m̃r)
√

pr(1− pr)

σ̃r
. (22)

Из (1), (2), (21) и (22) выводим, что

z̃
(r)
N−k(n− kr) = zN (n)

σ

σ̃r
+O(1).

Следовательно, используя (6), видим, что
zN (n) и z

(r)
N−k(n − kr) стремятся к бесконеч-

ности одновременно и из лемм 4, 6

P{ζ̃(r)N−k � n− kr}
P{ζN � n} → 1. (23)

Используя нормальное приближение биноми-
ального распределения при Npr(1− pr) → ∞ :(

N

k

)
pkr (1− pr)

N−k =
1 + o(1)√

2πNpr(1− pr)
e−u

2
r/2,

(24)
находим, что теорема 2 следует из (23), (24) и
леммы 2.
Теорема 3 доказывается аналогично. Яс-

но, что pr → 0. Заметим, что (22) остает-
ся справедливым для рассматриваемых в тео-
реме 3 значений k, если мы заменим ur на
(k−Npr)/

√
Npr. Учитывая (4), (15), (20), (21),

получаем

z̃
(r)
n−k(n− kr) ∼ zN (n).

Отсюда и из лемм 4, 6 опять приходим к (23).
Теорема 3 следует из (23) и леммы 2, если мы
используем пуассоновское приближение бино-
миального распределения, справедливое при
pr → 0:(

N

k

)
pkr (1− pr)

N−k ∼ (Npr)
k

k!
e−Npr .

Автор выражает глубокую благодарность
рецензенту за важные замечания.
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