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Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами, степени которых
независимы и одинаково распределены. Распределение случайной величины ξ,
равной степени любой вершины графа, при k → ∞ удовлетворяет условию

P{ξ = k} ∼ L

kτ lng k
,

где L, g > 0, τ ∈ (2, 3). Изучаются локальные кластерные коэффициенты c(s)
таких графов, отражающие вероятность того, что две разные вершины, смеж-
ные с одной и той же вершиной степени s, тоже соединены ребром. Доказана
предельная теорема для c(s) при N → ∞ и s = o(N (τ−2)/(τ−1)).
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We consider configuration graphs with N vertices whose degrees are independent
and identically distributed. The distribution of the random variable ξ, which is
defined as the degree of any vertex, is assumed to satisfy the condition

P{ξ = k} ∼ L

kτ lng k
,

as k → ∞, where L, g > 0, τ ∈ (2, 3). We study the local clustering coefficient c(s)
which can be interpreted as the probability that two different vertices adjacent to
a vertex of degree s are also connected by an edge. The limit theorem is proved for
the c(s) as N → ∞ and s = o(N (τ−2)/(τ−1)).
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Введение

Случайные графы успешно используются
в качестве моделей разнообразных сложных
сетей коммуникаций (Интернет, социальные,
электрические, транспортные, биологические,
телефонные сети и т. п.). Описанию таких мо-
делей посвящена обширная литература, наи-
более полные обзоры публикаций можно най-
ти, например, в книгах [8, 9, 13]. Многие
сложные сети обладают схожими свойства-
ми, что, естественно, находит отражение в со-
ответствующих моделях и позволяет строить
и исследовать графы, достаточно адекватно
описывающие свойства и динамику различных
сетей. При моделировании конкретных сете-
вых структур такой подход сводится к исполь-
зованию типовых случайных графов и уточне-
нию их параметров.
Наиболее известным общим свойством со-

временных сложных сетей, выявленным в ходе
многочисленных наблюдений, является то, что
степени узлов сети можно считать независи-
мыми одинаково распределенными случайны-
ми величинами, имеющими степенное распре-
деление. С этим свойством связана и другая
особенность, состоящая в высоком уровне кла-
стеризации сети, когда узлы нередко образу-
ют группы, концентрирующиеся вокруг узлов
с высокой степенью и тесными связями друг
с другом внутри таких групп, в то время как
плотность связей между группами существен-
но ниже.
Одним из часто используемых для модели-

рования сетей видов случайных графов явля-
ется конфигурационный граф [7]. Различают
два вида конструкции такого графа – с задан-
ным множеством степеней вершин и со слу-
чайными степенями. Будем считать, что кон-
фигурационный граф содержит N вершин. В
первом варианте предполагается, что степе-
ни вершин известны и образуют множество
{d1, d2, . . . , dN}, где di – степень i-й верши-
ны, i = 1, . . . , N . Понятно, что сумма степеней
LN = d1 + . . .+ dN должна быть четной. Сте-
пень каждой вершины равна числу инцидент-
ных этой вершине различимых полуребер, т. е.

ребер, для которых смежные вершины еще
не определены. Граф строится путем попар-
ного случайного соединения полуребер друг
с другом для образования ребер. Обычно та-
кое соединение производится равновероятно,
что и предполагается в нашей статье. Постро-
ение графа со случайными степенями отли-
чается от предыдущего варианта только тем,
что степени вершин 1, . . . , N являются реали-
зациями независимых целочисленных неотри-
цательных случайных величин ξ1, . . . , ξN соот-
ветственно и образуют случайный вектор d =
(ξ1, . . . , ξN ). Именно этот случай рассматрива-
ется в статье. Для того чтобы обеспечить чет-
ность суммы степеней вершин в случае нечет-
ного значения суммы ζN = ξ1+. . .+ξN , в граф
вводится вспомогательная вершина единичной
степени или к произвольно выбранной (напри-
мер, равновероятно) вершине графа добавля-
ется одно полуребро. Известно, что появление
такого дополнительного элемента не влияет на
асимптотические свойства графа при N → ∞,
поэтому далее мы считаем, что сумма ζN чет-
на. Понятно, что такая конструкция конфигу-
рационного графа допускает появление петель
и кратных ребер.
В последние годы значительное внимание

уделяется исследованию конфигурационных
графов со случайными независимыми оди-
наково распределенными степенями вершин.
Обозначим ξ случайную величину, закон рас-
пределения которой совпадает с распределе-
нием ξ1, . . . , ξN и имеет вид

pk = P{ξ = k} =
h(k)

kτ
, (1)

где k = 1, 2, . . ., τ > 1, а h(x) – медленно
меняющаяся на бесконечности функция. Из-
вестно (см. [6, 9, 10]), что для моделирова-
ния сложных сетей коммуникаций подходящи-
ми являются графы с распределением (1) сте-
пеней вершин, где τ ∈ (2, 3).
В дальнейшем мы будем использовать важ-

ное свойство медленно меняющихся функций,
состоящее в том, что при достаточно больших
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x и любом δ > 0

x−δ < h(x) < xδ. (2)

Из (1) и (2) следует, что распределение слу-
чайной величины ξ имеет конечное матема-
тическое ожидание и бесконечную дисперсию.
Обозначим

m = Eξ. (3)

Количественными характеристиками сте-
пени кластеризации структуры графа явля-
ются кластерные коэффициенты. Их значения
находятся на основе подсчета числа треуголь-
ников графа. Три различные вершины образу-
ют треугольник, если все они соединены друг
с другом ребрами. Такое определение означа-
ет, как нетрудно видеть, что наличие крат-
ных ребер и петель не влияет на число тре-
угольников. Существует несколько типов кла-
стерных коэффициентов, наиболее известные
из них – глобальный и локальный. Глобаль-
ный кластерный коэффициент равен отноше-
нию утроенного числа треугольников графа к
числу пар смежных ребер (см., например, [9]).
Таким образом, его можно интерпретировать
как вероятность того, что две вершины графа,
противоположные общей вершине двух смеж-
ных ребер, тоже соединены ребром. В ста-
тье [11] рассматривался локальный кластер-
ный коэффициент вершин графа, имеющих
степень s, s � 2. Для каждой вершины степени
s можно найти число различных треугольни-
ков, содержащих эту вершину. Перебирая од-
ну за другой все такие вершины, найдем сумму
Δs, равную числу треугольников, содержащих
хотя бы одну вершину степени s. В [11] локаль-
ный кластерный коэффициент c(s) определя-
ется равенством

c(s) =
2Δs

Nss(s− 1)
, (4)

где Ns – число вершин степени s. Понятно, что
если треугольник содержит две вершины сте-
пени s, то в сумме Δs он учтен дважды, и три-
жды, если все вершины треугольника имеют
степень s. Иногда рассматривают локальный
кластерный коэффициент отдельной вершины
степени s, равный отношению числа различ-
ных треугольников, содержащих эту вершину,
к потенциально возможному их числу, т. е. к
s(s − 1)/2 (см., например, [4]). Тогда выраже-
ние (4) можно понимать как средний локаль-
ный кластерный коэффициент вершин степе-
ни s. Заметим еще, что конфигурационные
графы, в которых кратные ребра объединены
в одно ребро, а петли удалены, получили на-
звание стертых (erased) (см., например, [12]).

В статье [11] изучалось асимптотическое
поведение локальных кластерных коэффици-
ентов. Там же отмечается, что при подсчете
числа треугольников в соответствии с пере-
численными выше правилами кластерный ко-
эффициент (4) совпадает с локальным кла-
стерным коэффициентом стертого конфигура-
ционного графа. Более того, оказалось, что
значения кластерных коэффициентов, найден-
ные без объединения кратных ребер (т. е.
треугольники с кратными ребрами считаются
неоднократно), существенно выше и не соот-
ветствуют наблюдаемой кластерной структу-
ре реальных сложных сетей коммуникаций.
В [11] предполагалось, что распределение ξ

при k → ∞ обладает свойством

pk = P{ξ = k} = Ck−τ (1 + o(1)), (5)

где C – положительная постоянная и τ ∈ (2, 3).
Нетрудно видеть, что распределение со свой-
ством (5) является частным случаем (1), если
при k → ∞

h(k) → C. (6)

В [11] рассматривалось предельное поведе-
ние c(s) в трех зонах возможных значений s:

1. s � 2, s = o(N (τ−1)/(τ−2));

2. N (τ−2)/(τ−1) = O(s), s = o(
√
N);

3. N = O(s2).

Полученные в [11] асимптотические выраже-
ния для c(s) в этих трех зонах отличаются
друг от друга, но, естественно, содержат кон-
станту C.
Остался открытым вопрос о поведении c(s)

при h(k) → 0. Об актуальности такой зада-
чи свидетельствуют, например, работы [2, 3],
в которых

h(k) ∼ L

lng k
, (7)

где L, g > 0. В [2] показано, что распределения
со свойством (7) случайной величины ξ воз-
никают, в частности, в моделях со случайным
параметром τ в (1).
В настоящей статье изучается предельное

поведение локального кластерного коэффици-
ента c(s) в конфигурационном графе G c N
вершинами, в котором распределение степе-
ней вершин определено в (1), где τ ∈ (2, 3), а
медленно меняющаяся функция h(x) облада-
ет свойством (7). Доказательство полученного
ниже результата основано на идеях работы [11]
и следует той же схеме. Поэтому в нем неред-
ко используются доказанные в [11] вспомога-
тельные утверждения, соответствующие ссыл-
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ки на которые приводятся. Подробнее приво-
дятся рассуждения, в которых условие (7) рас-
сматривается вместо (6). Для удобства в ряде
случаев мы используем те же обозначения, что
и в [11].
В статье доказана теорема о предельном

поведении c(s) в первой из перечисленных вы-
ше зоне возможных значений s. Мы надеемся,
что, следуя предложенной схеме доказатель-
ства, будет нетрудно найти предельное пове-
дение локального кластерного коэффициента
и при стремлении к нулю h(x) со скоростью,
отличающейся от (7).
Из доказанной ниже теоремы следует, что

асимптотическое поведение c(s) при выполне-
нии условия (7) сходно с результатом [11]. Ока-
залось, что при N → ∞, s = o(N (τ−2)/(τ−1))
коэффициент c(s), деленный на N2−τ ln1−2g N ,
пропорционален константе.
Статья состоит из семи разделов. Во вто-

ром разделе вводятся необходимые обозначе-
ния. В третьем разделе формулируется тео-
рема о предельном поведении c(s), эта теоре-
ма является основным результатом работы. В
разделах 4–6 получены вспомогательные ре-
зультаты. В разделе 4 доказаны лемма 1 о
предельном поведении максимальной степени
вершины графа и лемма 2 об оценке услов-
ного математического ожидания c(s) относи-
тельно случайного вектора d. Полученная в
лемме 2 оценка дополняется в разделе 5, где
показано, что не рассмотренная до этого вто-
ростепенная часть условного математического
ожидания c(s) пренебрежимо мала по сравне-
нию с основной частью (лемма 3). В лемме 4
раздела 6 рассматривается условная диспер-
сия c(s). Наконец, в последнем разделе статьи
с помощью полученных вспомогательных ре-
зультатов доказывается теорема.

Обозначения

Для последовательностей f(N) и g(N),
N = 1, 2, . . ., будем, как обычно, писать
f(N) = o(g(N)), если lim

N→∞
f(N)/g(N) = 0,

а для последовательностей случайных вели-
чин η1, η2, . . . равенство ηN = op(g(N)) озна-
чает, что P{|ηN/g(N)| > ε} → 0 при
N → ∞ и любом ε > 0. Подобным же об-
разом будем писать f(N) = O(g(N)) или
ηN = Op(g(N)), если существует константа
C > 0 такая, что |f(N)/g(N)| � C для всех
N или P{|ηN/g(N)| � C} → 1 при N → ∞
соответственно. По традиции символ p→ озна-
чает сходимость по вероятности.
В равенстве (4), как уже говорилось, при

подсчете числа треугольников поочередно рас-

сматриваются вершины графа и, если очеред-
ная вершина имеет степень s, в сумме Δs учи-
тываются все различные треугольники, содер-
жащие эту вершину. Для удобства дальней-
шего изложения назовем такую вершину ба-
зовой для этих треугольников. В любом от-
дельно взятом треугольнике будем обозначать
u и v другие его вершины (не базовые) и, со-
ответственно, ξu и ξv – их степени. Из приве-
денного выше комментария к формуле (4) яс-
но, что вершины u и v тоже могут иметь сте-
пень s, при этом они для данного треугольни-
ка базовыми не являются. Подобные обозначе-
ния мы будем использовать далее и в случае
необходимости одновременного рассмотрения
более чем одного треугольника. Например, ес-
ли имеются два треугольника с общей базовой
вершиной, то отличные от нее другие верши-
ны этих треугольников будем обозначать u и
v для одного треугольника и w и z для дру-
гого. Заметим, что если из вершин u, v, w, z
только три разных, то эти треугольники име-
ют общее ребро. Общее ребро возникает также
и при разных базовых вершинах, если только
две из вершин u, v, w, z разные. С целью избе-
жать неоднозначности при использовании та-
ких обозначений приводимые в статье выклад-
ки сопровождаются соответствующими ком-
ментариями.
Пусть 0 < ε < 1 и в треугольнике вершины

u и v, смежные с базовой, таковы, что

εmN � ξuξv � mN/ε, (8)

где, напомним, m означает математическое
ожидание случайной величины ξ (см. (3)). Из
(1), (3) и условия τ ∈ (2, 3) следует, что m > 0
и конечно. Пусть степень s базовой вершины
удовлетворяет условию

s = o(N (τ−2)/(τ−1)). (9)

Следуя [11], обозначим W s
N (ε) множество, со-

стоящее из пар вершин u и v, входящих в рас-
сматриваемые треугольники с базовыми вер-
шинами степени s, для которых выполнены
условия (8) и (9). Каждому треугольнику и,
следовательно, каждому элементу множества
W s

N (ε) можно присвоить номер базовой верши-
ны. Тогда вW s

N (ε) могут встретиться совпада-
ющие пары, но имеющие разные номера, если
такая пара образует общее ребро для разных
треугольников.
Пусть c(s,W s

N (ε)) означает вклад в c(s)
треугольников, содержащих вершины u, v ∈
W s

N (ε), и c(s,W s
N (ε)) – вклад других треуголь-

ников. Понятно, что

c(s) = c(s,W s
N (ε)) + c(s,W

s
N (ε)). (10)
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Эта сумма лежит в основе доказательств по-
лученных результатов. Для того чтобы с ее
помощью оценить поведение c(s), сначала на-
ходится асимптотика первого слагаемого при
выполнении условия (8). Затем доказывается,
что второе слагаемое в (10) пренебрежимо ма-
ло по сравнению с первым.
Символы C1, C2, . . . далее означают некото-

рые положительные постоянные.

Основной результат

Ниже приводится формулировка основного
результата статьи.

Теорема. Пусть τ ∈ (2, 3), s � 2, N → ∞,
s = o(N (τ−2)/(τ−1)). Тогда

P

{
4g � (τ − 1)(s− 1)N τ−2mτ c(s)

(τ − 3)Γ(2− τ)r2s ln1−2g N

�
(
(τ − 1)2

τ − 2

)g}
→ 1,

где Γ(x) – гамма-функция.

Вклад W s
N (ε) в c(s)

Обозначим ξmax максимальную степень
вершины графа G и найдем предельное рас-
пределение этой случайной величины.

Лемма 1. Пусть N → ∞. Тогда

P

{
ξmax < t

(
N

lng N

)1/(τ−1)}

→ exp

{
−r(τ − 1)g−1

tτ−1

}
.

Доказательство. Очевидно, что

P{ξmax < x} = P{ξ1 < x, . . . , ξN < x}

= (1−P{ξ � x})N . (11)

Из (1) и (7) следует, что при x → ∞

P{ξ � x} =
∑
k�x

L+ o(1)

kτ lng k

= L

∫ ∞

x

dy

yτ lng y
(1 + o(1)).

Полагая y = zx, отсюда выводим равенство

P{ξ � x} =
L+ o(1)

xτ−1

∫ ∞

1

dz

zτ lng(xz)
.

Функция ln−g(xz) является медленно меняю-
щейся, поэтому из теоремы 2.6 в работе [5] на-
ходим, что

P{ξ � x} =
L+ o(1)

xτ−1 lng x

∫ ∞

1

dz

zτ

=
L+ o(1)

(τ − 1)xτ−1 lng x
.

Если

x = t

(
N

lng N

)1/(τ−1)
,

то для любого t > 0

NP

{
ξ � t

(
N

lng N

)1/(τ−1)}

=
L(τ − 1)g−1 + o(1)

tτ−1
.

Отсюда и из (11) получаем утверждение лем-
мы 1.

Замечание. Из леммы 1 следует, что выбо-
ром достаточно большого C вероятность

P

{
ξmax < C

(
N

lng N

)1/(τ−1)}
можно сделать сколь угодно близкой к
единице.

Обозначим E(c(s,W s
N (ε))|d) условное мате-

матическое ожидание c(s,W s
N (ε)) относитель-

но множества степеней d. Изучим предельное
поведение этой величины.

Лемма 2. Пусть N → ∞, s � 2, s =
o(N (τ−2)/(τ−1)). Тогда

P

{
4g � (τ − 1)(s− 1)mτE(c(s,W s

N (ε))|d)
(3− τ)sL2N2−τInt(ε) ln1−2g N

�
(
(τ − 1)2

τ − 2

)g}
→ 1,

где

Int(ε) =

∫ 1/ε

ε

1− e−x

xτ−1
dx.

Доказательство. Будем следовать доказа-
тельству леммы 6 из [11]. Пусть u, v, w – вер-
шины графа, ξu, ξv, ξw – их степени, а ζN , как
и во введении, означает сумму степеней всех
вершин графа. Введем функцию

gN (ξu, ξv, ξw) = (1− e−ξuξv/ζN )

×(1− e−ξuξw/ζN )(1− e−ξvξw/ζN ). (12)
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Для оценки ζN можно использовать теорему 3
из [1]. Обозначим BN = (Nh(BN ))1/(τ−1). Из
этой теоремы следует, что вероятность

P

{
−A � ζN −mN

BN
� A

}
можно сделать сколь угодно близкой к едини-
це выбором достаточно большого A. Отсюда и
из (7) вытекает соотношение

|ζN −mN | = op(N
1/(τ−1)). (13)

Согласно лемме 3 из [11], при выполнении ра-
венства (13)

E(c(s,W s
N (ε))|d) p→

∑
(u,v)∈W s

N (ε) gN (s, ξu, ξv)

s(s− 1)
.

(14)
Из (9) и замечания находим, что sξi = o(N)
равномерно по i = 1, . . . , N . Полагая ξw = s
в (12) и применяя формулу Тейлора, из (14)
находим

E(c(s,W s
N (ε))|d)

p→ s

s− 1

∑
(u,v)∈W s

N (ε)

ξuξv(1− e−ξuξv/ζN )
ζ2N

. (15)

Пусть (u, v) – произвольная пара вершин из
W s

N (ε). Для них выполнены неравенства (8), и,
используя замечание к лемме 1, получаем, что
при достаточно малом C1

ξu >
εmN

ξv
> C1(N

τ−2 lng N)1/(τ−1)

и в то же время при достаточно большом C2

ξu < C2(N/ lng N)1/(τ−1).

Поэтому для всех вершин u, входящих в пары
вершин из W s

N (ε), будем далее считать, что

C1(N
τ−2 lng N)1/(τ−1) < ξu

< C2(N/ lng N)1/(τ−1). (16)

Пусть 0 < a < b < ∞ и

amN � ξuξv � bmN. (17)

Обозначим E[a, b] событие, состоящее в том,
что условия (16) и (17) выполнены одновре-
менно. Введем случайную меру

M (N)([a, b]) =
(mN)τ−1

N2 ln1−2g N

N∑
u,v=1

u �=v

I{E[a, b]},

(18)

здесь и далее I{A} означает индикатор собы-
тия A. Заметим, что суммирование в (18) про-
водится по всем вершинам графа. Поэтому

EM (N)([a, b]) =
(mN)τ−1(N − 1)

N ln1−2g N
P{E[a, b]}.

Отсюда и из (7), (16), (17) находим:

EM (N)([a, b]) = L2(mN)τ−1 ln2g−1N∫ BN

AN

∫ bmN/x

amN/x

(xy)−τdydx
((lnx)(ln y))g

(1 + o(1)),

где AN = C1(N
τ−2 lng N)1/(τ−1), BN =

C2(N/ lng N)1/(τ−1). Полагая z = xy, отсюда
получаем

EM (N)([a, b]) = L2(mN)τ−1 ln2g−1N

×
∫ BN

AN

(∫ bmN

amN

z−τdz
((lnx)(ln(z/x)))g

)
dx

x
(1+o(1)).

Теперь положим z = tmN . Тогда

EM (N)([a, b]) = L2(mN)τ−1 ln2g−1N

×
∫ BN

AN

(∫ b

a

t−τ (mN)1−τdt
lng(tmN/x)

)
dx

x lng x
(1 + o(1)).

(19)
Легко видеть, что в области интегрирования
по x выполнено соотношение mN/x → ∞. По-
этому, используя свойство (2.11) из [5], видим,
что∫ b

a
t−τ ln−g(tmN/x)dt ∼ ln−g(mN/x)

∫ b

a
t−τdt.

Отсюда и из (19) следует равенство

EM (N)([a, b]) = L2 ln2g−1N

×
∫ BN

AN

x−1((lnx)(ln(mN/x))−g

×
∫ b

a
t−τdtdx(1 + o(1)). (20)

Нетрудно проверить, что в области интегриро-
вания по x для любого ε, 0 < ε < 1,(

2

ln(mN)

)2g

� ((lnx)(ln(mN/x)))−g

� 1 + ε

(τ − 2)g

(
τ − 1

lnN

)2g

. (21)

Собирая вместе (20), (21) и используя теоре-
му о среднем, находим, что существует число
γ такое, что

γ ∈
[
4g,

(
(τ − 1)2

τ − 2

)g]
(22)
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и

EM (N)([a, b]) =
L2

lnN
γ

×
∫ BN

AN

(∫ b

a

dt

tτ

)
dx

x
(1 + o(1)) = L2γ

×
∫ b

a

(
3− τ

τ − 1
− 2g ln lnN

(τ − 1) lnN

+
ln(C2/C1)

lnN

)
dt

tτ
(1 + o(1)). (23)

Обозначим

μ([a, b]) = L2γ
3− τ

τ − 1

∫ b

a

dt

tτ
. (24)

Тогда из (23) следует

lim
N→∞

EM (N)([a, b]) = μ([a, b]). (25)

Далее рассмотрим дисперсию меры
M (N)([a, b]). Из (16)–(18) находим, что

DM (N)([a, b]) = m2(τ−1)N2τ−6 ln4g−2N

×
N∑

u,v=1

N∑
w,z=1

(
P
{
ξuξv, ξwξz ∈ [amN, bmN ],

ξu, ξw ∈
[
C1(N

τ−2 lng N)1/(τ−1),

C2(N/ lng)1/(τ−1)
]}

−P
{
ξuξv ∈ [amN, bmN ],

ξu ∈
[
C1(N

τ−2 lng N)1/(τ−1),

C2(N/ lng N)1/(τ−1)
]}

× P
{
ξwξz ∈ [amN, bmN ],

ξw ∈
[
C1(N

τ−2 lng N)1/(τ−1),

C2(N/ lng N)1/(τ−1)
]})

. (26)

Поскольку степени вершин независимы, из
(26) следует, что если все вершины u, v, w, z
различны, то вклад таких слагаемых в диспер-
сию равен нулю. Обозначим D3 вклад в (26)
слагаемых, где ровно две из четырех вершин
совпадают. Тогда

D3 � m2(τ−1)N2τ−6 ln4g−2N

×
∑
u,v,w

P
{
ξuξv, ξuξw ∈ [amN, bmN ],

ξu ∈
[
C1(N

τ−2 lng N)1/(τ−1),

C2(N/ lng N)1/(τ−1)
]}

� C3N
2τ−3 ln4g−2NP

{
ξ1ξ2, ξ1ξ3 ∈ [amN, bmN ],

ξ1 ∈
[
C1(N

τ−2 lng N)1/(τ−1),

C2(N/ lng N)1/(τ−1)
]}

� C4N
2τ−3 ln4g−2N

∫ ∞

2
x−τ

×
(∫ bmN/x

amN/x
y−τdy

)2

dx � C5N
−1 ln4g−2N.

(27)
Пусть D2 означает вклад в (26) слагаемых,

в которых только две из четырех вершин раз-
ные. Тогда, как и при выводе (19), (23),

D2 � C6N
2τ−6 ln4g−2N

∑
u,v

P{E[a, b]}

� C7N
2τ−4 ln4g−2N

∫ C2(N/ lng N)1/(τ−1)

C1(Nτ−2 lng N)1/(τ−1)(∫ bmN

amN

dz

zτ

)
dx

x
� C8N

τ−3 ln4g−1N. (28)

В соответствии с определением меры (18), в
сумме (26) нет слагаемых, в которых все четы-
ре вершины совпадают. Поэтому из (26)–(28)
находим, что

DM (N)([a, b]) = op(1). (29)

Применив неравенство Чебышева, отсюда и из
(23)–(25) видим, что для любого сколь угодно
малого ε > 0

P{|M (N)([a, b])− μ([a, b])| > ε} → 0,

следовательно,

M (N)([a, b])
p→ μ([a, b]). (30)

Как показано в [11, соотношение (5.26)], из
(13) и (18) следует, что∑

u,v∈W s
N (ε)

ξuξv(1− e−ξuξv/ζN )
ζ2N

p→ lnN

N τ−2mτ

∫ 1/ε

ε
x(1− e−x)dM (N)(x), (31)

полагая M (N)(x) = M (N)([x, x]). Из леммы
5 [11], (24), (30) получаем∫ 1/ε

ε
x(1−e−x)dM (N)(x)

p→
∫ 1/ε

ε
x(1−e−x)dμ(x)
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= L2γ
3− τ

τ − 1

∫ 1/ε

ε
x1−τ (1− e−x)dx.

Отсюда и из (15), (22), (29)–(31) вытекает
утверждение леммы 2.

Вклад W
s
N (ε) в c(s)

В этом разделе рассматривается условное
математическое ожидание c(s,W s

N (ε)|d).
Лемма 3. Пусть N → ∞, s � 2 и выполнено
условие (9). Тогда

(s− 1)Ec(s,W
s
N (ε)|d)

sN2−τ ln1−2g N
= Op(ε

min(3−τ,τ−2)).

Доказательство. В [11, соотношение (6.4)] по-
казано, что

Ec(s,W
s
N (ε)|d) = Op

(
(N2s−2E

(
min
(
1,

sξu
mN

)
×min

(
1,

sξv
mN

)
min
(
1,

ξuξv
mN

)
I{u, v ∈ W

s
N (ε)}

)
.

(32)
Полагая x = ξu, y = ξv, заменяя суммирова-
ние интегрированием и учитывая (7), получа-
ем, как в (6.5) из [11], что

E
(
min
(
1,

sξu
mN

)
min
(
1,

sξv
mN

)
min
(
1,

ξuξv
mN

)
×I{u, v ∈ W

s
N (ε)} =

∫ ∫
x,y∈W s

N (ε)

(xy)−τ

((lnx)(ln y))g

×min
(
1,

sx

mN

)
min
(
1,

sy

mN

)
min
(
1,

xy

mN

)
dxdy,

(33)
где область интегрирования, в соответствии с
определением W

s
N (ε), замечанием и тем, что

степень любой вершины треугольника не ме-
нее двух, выбрана так, что 2 � x, y � N1/(τ−1)
и нарушено условие εmN � xy � mN/ε (см.
(8)).
Сначала рассмотрим случай xy < εmN .

Учитывая (7) и (9), находим, что∫ ∫
x,y∈W s

N (ε)

(xy)−τ

((lnx)(ln y))g

×min
(
1,

sx

mN

)
min
(
1,

sy

mN

)
min
(
1,

xy

mN

)
dxdy

� s2

(mN)3

∫ N1/(τ−1)

2

∫ εmN/x

2

(xy)2−τdydx
((lnx)(ln y))g

.

(34)

Выберем α так, что 0 < α < (3− τ)/2. Правую
часть (34) можно представить в виде суммы
четырех интегралов

s2

(mN)3

∫ N1/(τ−1)

2

∫ εmN/x

2

(xy)2−τdydx
((lnx)(ln y))g

.

=
s2

(mN)3
(I1 + I2 + I3 + I4), (35)

где области интегрирования I1–I4 соответ-
ственно равны

S1 = {2 � x < Nα, 2 � y < Nα},
S2 = {2 � x < Nα, Nα � y � εmN/x},
S3 = {Nα � x � N1/(τ−1), 2 � y < Nα},

S4 = {Nα � x � N1/(τ−1), Nα � y � εmN/x}.
Нетрудно видеть, что

I1 � N2α. (36)

В соответствии с замечанием ξu, ξv < N1/(τ−1),
и кроме того, должно выполняться неравен-
ство εmN/x � N1/(τ−1). Поэтому для I2 и I3
получаем одинаковые оценки:

I2, I3 = O
(
N (3−τ)/(τ−1)+α

)
. (37)

Наконец,

I4 �
C22

ln2g N

∫ N1/(τ−1)

Nα

dx

x

∫ εmN

Nαx
z2−τdz

= O
(
(εN)3−τ ln1−2g N

)
. (38)

Собирая вместе (32)–(38), приходим к выводу,
что при ξuξv < εmN и достаточно малом α

(s− 1)E(c(s,W
s
N (ε))|d)

sN2−τ ln1−2g N
= Op(ε

3−τ ). (39)

Пусть ξuξv > mN/ε. Нетрудно видеть, учи-
тывая (9), что в этом случае при достаточ-
но малом ε и достаточно большом N величи-
ну (33) можно ограничить выражением

s2

(mN)2

∫ N1/(τ−1)

mN (τ−2)/(τ−1)/ε

∫ N1/(τ−1)

mN/(εx)

(xy)1−τdydx
((lnx)(ln y))g

� C23
s2

N2 ln2g N

∫ N1/(τ−1)

mN (τ−2)/(τ−1)/ε

dx

x

×
∫ N1/(τ−1)x

mN/ε
z1−τdz = O

(
s2ετ−2 ln1−2g N

N τ

)
.

Отсюда и из (32) находим, что если ξuξv >
mN/ε, то

(s− 1)Ec(s,W
s
N (ε)|d)

sN2−τ ln1−2g N
= Op(ε

τ−2).

Это равенство вместе с (39) завершает доказа-
тельство леммы 3.
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Дисперсия вклада W s
N (ε) в c(s)

В этом разделе мы получим соотношение

D(c(s,W s
N (ε))|d)

(E(c(s,W s
N (ε))|d))2

p→ 0. (40)

Следующая лемма 4 является аналогом лем-
мы 9 из [11] и доказывается так же, поэтому
укажем только на небольшие отличия, связан-
ные с использованием свойства (7) вместо (6).

Лемма 4. Пусть N → ∞, s � 2 и выполнено
условие (9). Тогда верно соотношение (40).

Доказательство. Обозначим Δi,u,v событие,
состоящее в том, что вершины i, u, v образуют
треугольник. В [11, равенство (5.59)] показано,
что

D(c(s,W s
N (ε))|d) = 1

s2(s− 1)2N2
s

∑
ξi,ξj=s

×
∑

(u,v),(w,z)∈W s
N (ε)

(P{Δi,u,vΔj,w,z|d}

− P{Δi,u,v|d}P{Δj,u,v|d}). (41)
В равенстве (41) нужно рассмотреть несколь-
ко случаев в зависимости от того, сколь-
ко разных вершин содержится в множестве
(i, u, v, j, w, z). Обозначим D

(l)
s вклад в (41)

треугольников, образованных вершинами это-
го множества, если l из них разные. Понятно,
что 3 � l � 6.
В [11, соотношение (5.60)] доказано, что

оценки D
(6)
s и D

(5)
s совпадают и

D(6)
s , D(5)

s = op
(
(E(c(s,W s

N (ε))|d)2) . (42)

Случай D
(4)
s соответствует двум треугольни-

кам с одним общим ребром. Пусть сначала
i = j и u = z. Повторяя почти дословно оцен-
ки (5.61)–(5.64) из [11] и используя (7) и лем-
му 1, находим, что в этом случае D(4)

s можно
оценить следующим образом:

D(4)
s = Op

(
ε−(2τ+1)sτ−1N3−2τ−(τ−2)/(τ−1)

)
.

Учитывая нормировку в лемме 2, отсюда по-
лучаем, что при любом сколь угодно малом,
но фиксированном ε

D
(4)
s

N4−2τ ln2−4g N
→ 0. (43)

Пусть теперь i �= j, u = z, v = w. Из [11, нера-
венство (5.65)] следует, что в этом случае

D(4)
s = Op

(
ε−2N1−τ lnN

)
,

следовательно, соотношение (43) остается
в силе. Наконец, оценка D

(3)
s получена

в (5.71) [11].

D(3)
s = Op

(
sτ−4N1−τ lnN

)
,

что, как нетрудно видеть, вместе с (42), (43)
завершает доказательство леммы 4.

Доказательство теоремы

Пусть выполнены условия теоремы. Понят-
но, что разность∣∣∣∣∣
∫ 1/ε

ε
x1−τ

(
1− e−x

)
dx−

∫ ∞

0
x1−τ

(
1− e−x

)
dx

∣∣∣∣∣
можно сделать сколь угодно малой выбором
достаточно малого ε. В [11, равенство (3.16)]
показано, что∫ ∞

0
x1−τ

(
1− e−x

)
dx = −Γ(2− τ).

Отсюда и из леммы 2 следует, что при доста-
точно больших N можно сделать сколь угодно
близкой к единице вероятность события

4g � (τ − 1)(s− 1)mτE(c(s,W s
N (ε))|d)

(τ − 3)Γ(2− τ)sL2N2−τ ln1−2g N

�
(
(τ − 1)2

τ − 2

)g

,

и из (10) и леммы 3 видим, что это верно и для
события

4g � (τ − 1)(s− 1)mτE(c(s)|d)
(τ − 3)Γ(2− τ)sL2N2−τ ln1−2g N

�
(
(τ − 1)2

τ − 2

)g

.

Для завершения доказательства теоремы оста-
лось вспомнить лемму 4, которая вместе с лем-
мой 3 приводит к соотношению

c(s)

E(c(s)|d)
p→ 1.
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