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Рассматривается задача рационального выбора популяцией участка, содержа-
щего энергетические (пищевые) ресурсы. Данная задача относится к теории оп-
тимального фуражирования, в которой изучаются вопросы, касающиеся пове-
дения популяции в случае, когда она покидает участок или выбирает наиболее
подходящий. Для определения оптимального для популяции выбора участка
используется подход, основанный на идее распределения Больцмана: в стати-
стической физике распределение Больцмана описывает вероятность перехода
системы в определенное энергетическое состояние. В настоящей работе распре-
деление Больцмана строится с учетом функций полезности, которые, в свою
очередь, строятся с учетом меры информированности популяции о качестве
участков, объема энергетических ресурсов на каждом участке и затрат на по-
лучение информации (ее общей стоимости) об их качестве. Также при постро-
ении распределения Больцмана учитывается неотрицательный параметр, ха-
рактеризующий рациональность выбора популяцией участка. При этом данный
параметр влияет на стоимость информации. В работе введено понятие опти-
мальной рациональности, которая определяется с учетом стоимости информа-
ции и энергетической ценности всех участков. Цель данной работы – развитие
предложенного подхода для задачи оптимального выбора популяцией участка.
Участки условно делятся на два типа: «плохие» и «хорошие» в зависимости
от объема содержащихся в них пищевых ресурсов. При этом объем ресурсов
на участках меняется с течением времени. Результаты работы носят общий
характер и могут быть использованы при построении различных процессов,
связанных с принятием решений.
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математическое ожидание; распределение Больцмана; объем ресурсов
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The paper examines the problem of rational choice by a population of a patch
containing energy (food) resources. This problem belongs to the theory of optimal
foraging, which studies issues related to the behavior of a population leaving a
patch or choosing the most suitable one. We used an approach based on the idea of
the Boltzmann distribution to determine the optimal choice of a patch: in statistical
physics, the Boltzmann distribution describes the probability of a system falling into
a particular energy state. In this paper, the Boltzmann distribution is constructed
taking into account the utility functions, which, in turn, are derived taking into
account the population’s awareness of the quality of patches, the volume of energy
resources in each patch, and the costs of obtaining information (total information
cost) about patch quality. Also, a non-negative parameter that characterizes the
rationality of the population’s choice of patchis taken into account. At the same
time, this parameter influences on the cost of information. We introduce the
concept of optimal rationality, which is determined taking into account the cost
of information and the energy value of all patches. The goal of this paper is to
elaborate the proposed approach to address the problem of the optimal patch choice
by a population. Patches are divided into two types: “bad” and “good”, depending
on the volume of food resources they contain. The volume of food resources in the
patches varies over time. The results of the study are general in nature and can be
used in constructing various decision-making processes.
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Введение

Задача рационального выбора является од-
ной из важнейших задач, рассматриваемых в
биологии, нейробиологии, поведенческой эко-
логии, в области искусственного интеллекта
и во многих других областях. Данная зада-
ча возникает в теории оптимального фуражи-
рования, которая изучает выбор популяцией
наиболее подходящего участка, содержащего
пищевые ресурсы [1]. Важно понимать меха-
низмы процесса принятия решений в условиях
ограниченности ресурсов, в частности доступ-
ной информации. Задача принятия решения
в условиях ограниченности ресурсов (пробле-
ма ограниченной рациональности) рассматри-
вается в работах [3, 6]. При этом важно учи-
тывать, что поведение популяции направле-
но на максимизацию количества потребляе-
мой энергии [2]. В рамках данной теории была

предложена концепция идеального свободно-
го распределения (IFD) [4]. Согласно концеп-
ции IFD, популяция владеет полной инфор-
мацией о качестве участков и распределяется
между ними так, чтобы максимизировать ко-
личество потребляемой энергии. Но эмпириче-
ские наблюдения показывают, что модель IFD
не отражает реальные процессы выбора попу-
ляцией участков. Популяция при недостатке
информации о качестве участков может выби-
рать и плохие участки [7].

С учетом недостатков концепции идеально-
го свободного распределения в работе [7] был
предложен подход, основанный на идее рас-
пределения Больцмана и учитывающий функ-
цию полезности участка:

Pk =
eqUk∑m
i=1 e

qUi
, (1)
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где Ui – функция полезности участка i, кото-
рая задается с учетом имеющегося у популя-
ции объема информации Ii о качестве участ-
ка i, под качеством участка i подразумевается
объем пищевых ресурсов Vi, q – неотрицатель-
ный параметр, характеризующий рациональ-
ность выбора, i = 1, ...,m.

В данной статье на основе распределения
Больцмана исследуется задача влияния до-
ступной информации на рациональность вы-
бора подходящего участка.

Постановка задачи

В работе [5] авторами предложен подход
для характеристики понятия оптимального
рационального выбора.

Будем рассматривать объем ресурсов i-го
участка Vi как значение случайной величины
V, а Pi = P (V = Vi), заданное (1), как веро-
ятность того, что популяция выберет участок
i, i = 1, ...,m. Рассмотрим Pi как функцию от
параметра q, тогда математическое ожидание
E(V ), как функция от параметра q, примет
вид: E(q) = E(V, q) =

∑m
i=1 Pi(q)Vi.

Определение 1. Параметр рациональности
q∗ называется оптимальным, если E(q∗) =

max
q

E(q), где E(q) =
∑m

i=1 Vi
eqUi∑m
k=1 e

qUk
.

Также в [5] исследовано влияние недостат-
ка информации и ее стоимости на рациональ-
ный выбор. В настоящей работе эти исследо-
вания распространяются на случай, когда ре-
сурсы изменяются во времени.

Рассмотрим задачу рациональности выбо-
ра популяцией участка i на промежутке време-
ни [0, T ], разбитом на n полуинтервалов δtj =
(tj−1, tj ], j = 1, ..., n, t0 = 0, tn = T . При этом
учитывается изменение объема энергетическо-
го ресурса Vi = Vi(t) участка i на рассматри-
ваемых временных интервалах δtj . Изменение
объема энергетических ресурсов Vi задается
кусочно-постоянной функцией:

Vi(t) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

Vi1, t ∈ δt1,
.
.
.
Vin, t ∈ δtn,

(2)

i = 1, ...,m.
Вероятность выбора участка k на интер-

вале времени δtj задается распределением
Больцмана:

Pkj =
eqUkj∑m
i=1 e

qUij
, (3)

∑m
i=1 Pij = 1, где функция полезности Uij

участка i на промежутке времени δtj задает-
ся в следующем виде: Uij = IijVij , Iij – ме-
ра информированности популяции о качестве
участка i на промежутке времени δtj и Iij ∈
[0, 1], q � 0 – параметр, характеризующий ра-
циональность выбора популяцией участка i.

Пусть V (t, q) – случайная величина, объем
энергетических ресурсов в момент времени t,
имеющая распределение {Vij , Pij}mi=1 , t ∈ δtj .
Введем функцию Z(q):

Z(q) =
1

T

T∫
0

E(V (t, q))dt =
1

T

( t1∫
0

(V11P11 + ...

+Vm1Pm1)dt+...+

tn∫
tn−1

(V1nP1n +...+ VmnPmn)dt
)
.

Требуется найти q∗ такое, что:

Z(q∗) = max
q

Z(q). (4)

Случай двух участков, m = 2

Рассмотрим случай m = 2. Изменения объ-
емов энергетических ресурсов для участков 1
и 2 и вероятности выбора на промежутке вре-
мени δtj задаются согласно (2) и (3) приm = 2.

Рассмотрим Z(q) :

Z(q) =
1

T

( t1∫
0

(V11P11 + V21P21)dt+ ...

+

tn∫
tn−1

(V1nP1n + V2nP2n)dt
) (5)

и найдем q∗ из условия (4).
Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1. Пусть I1j = I2j , тогда
Z(q∗) = max

q
Z(q) = lim

q→+∞Z(q).

Доказательство. Несложно показать, что по-
сле интегрирования (5) и дальнейших неслож-
ных преобразований получим

Z(q) =
1

T

(
P21ΔV1Δt1 + V11Δt1 + P22ΔV2Δt2

+V12Δt2 + ...+ P2nΔVnΔtn + V1nΔtn

)
,

где ΔVj = V2j−V1j , Δtj = tj− tj−1, j = 1, ..., n.
После несложных преобразований производ-
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ная Z(q) по параметру q примет вид:

Z ′(q) =
ΔV 2

1 IΔt1e
qIV21+qIV11

(eqU11 + eqU21)2

+
ΔV 2

2 IΔt2e
qIV22+qIV12

(eqU12 + eqU22)2
+ ...

+
ΔV 2

n IΔtne
qIV2n+qIV1n

(eqU1n + eqU2n)2
.

Таким образом, Z ′(q) > 0 и, следовательно,
Z(q) возрастает с ростом параметра q. Из чего
следует заключение утверждения 1.

Стоимость информации

В работе [5] были введены стоимость еди-
ницы информации и функция, зависящая от
параметра q, ограничивающая эту стоимость.
Пусть βij – стоимость единицы информации
об участке i, на промежутке времени δtj , i =
1, ...,m, j = 1, ..., n, функция f(q) ∈ [0, 1] зада-
ет ограничение стоимости информации за счет
рационального поведения популяции, то есть
f(0) = 1. Пусть Iij – мера информированности
популяции об участке i на промежутке време-
ни δtj , тогда βijf(q)Iij – стоимость информа-
ции об участке i на промежутке времени δtj ,
i = 1, ...,m, j = 1, ..., n. Введем следующую
функцию полезности:

Uij = IijVij − βijf(q)Iij , (6)

где βij ∈ [0, Vij ].
В дальнейшем будем рассматривать случай

двух участков m = 2 и двух промежутков вре-
мени n = 2 и будем считать, что: β2j = β1j = β,
I2j = I2, I1j = I1. Введем обозначения, кото-
рые будем использовать в дальнейшем: ΔVj =
V2j − V1j , ΔI = I2 − I1, ΔUj = U2j − U1j ,
Δtj = tj − tj−1.

Функция Z(q) также задается по форму-
ле (5), с учетом того, что теперь в вероятно-
сти (3) входит функция полезности (6).

Учет стоимости информации приводит к
тому, что оптимальный рациональный выбор
может реализоваться не только при q → +∞,
как это показано в [7], где этот фактор не при-
нимался во внимание.

Пример 1. Пусть Δt1 = Δt2, ΔV1 = ΔV2,
ΔU1 = ΔU2 ≡ ΔU, что равносильно условию
I2V21 − I1V11 = I2V22 − I1V12 ≡ A. Тогда

2Z ′(q) =
(
A− β(I2 − I1)(f(q) + f ′(q))

)
× e−qΔU

(1 + e−qΔU )2
.

Обозначим G(q) = A − β(I2 − I1)F (q),
где F (q) = f(q) + qf ′(q). Предположим, что
F (0) > 0, то есть A > β(I2−I1), а также пусть
найдется такое q = q̃, что F (q̃) < 0, то есть
A < β(I2 − I1)F (q̃).

Последнее условие определяется соответ-
ствующим выбором функции f(q). Тогда на
промежутке (0, q̃) существует точка q∗, достав-
ляющая max

q
Z(q).

Пример 2. Пусть f(q) – непрерывно диффе-
ренцируемая функция на промежутке [0,+∞),
I2 > I1, V21 = V22 = V2, изменение V1 задано
(2), V2 > V1, β < V2. Тогда

Z ′(q) =
1

T

(ΔV1Δt1(ΔU1 + qΔU ′
1)e

−qΔU1

(e−qΔU1 + 1)2

+
ΔV2Δt2(ΔU2 + qΔU ′

2)e
−qΔU2

(e−qΔU2 + 1)2

)
,

где

ΔU1 = (I2V21 − I1V11)− β(I2 − I1)f(q),

ΔU2 = (I2V22 − I1V12)− β(I2 − I1)f(q),

ΔU ′
1 = ΔU ′

2 = −β(I2 − I1)f
′(q).

Рассмотрим ΔUj+qΔU ′
j = (I2V2j−I1V1j)−

β(I2 − I1)f(q) − β(I2 − I1)qf
′(q), j = 1, 2.

Несложно показать, что

I2V2j − I1V1j

β(I2 − I1)
> 1.

Из чего следует, что ΔUj > 0. И, следователь-
но, при f ′(q) < 0 получим Z(q∗) = max

q
Z(q) =

lim
q→+∞Z(q).

В случае, когда f ′(q) > 0, требуется до-
полнительное исследование параметров, вхо-
дящих в Z ′(q), которое затруднено вследствие
их значительного количества.

Приведенные примеры показывают воз-
можность различных реализаций, в зависи-
мости от условий, оптимального рациональ-
ного выбора. Наличие большого количества
параметров не позволяет провести достаточно
полное, доступное восприятию исследование
функции Z(q). Предлагаемый подход к поня-
тию оптимального рационального выбора да-
ет возможность в каждом конкретном случае,
для определенной ситуации делать различ-
ные выводы о рациональности того или иного
выбора.

Заключение
В данной работе рассматривается зада-

ча рационального выбора популяцией участ-
ка. Для определения оптимального выбора
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участка предлагается подход, основанный на
идее распределения Больцмана. Для постро-
ения распределения Больцмана были пред-
ложены функции полезности. Также предло-
жены методы анализа рациональности выбо-
ра участка: анализ математического ожида-
ния как функции, зависящей от параметра q.
Исследовано влияние затрат на получение ин-
формации о качестве участков на процесс при-
нятия решения относительно выбора подходя-
щего участка.
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