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Рассматриваются конфигурационные графы с N вершинами. Степени вершин
являются независимыми одинаково распределенными случайными величина-
ми, распределение которых удовлетворяет следующему условию: при k → ∞

P{η = k} ∼ d

kg lnh k
,

d > 0, h � 0, g + h > 1, 2 < g < 3, где случайная величина η равна степени
любой вершины графа. Изучаются случайные графы при условии, что сум-
ма степеней всех вершин равна n. Найдены предельные распределения числа
вершины заданной степени в таком условном графе при N,n → ∞ так, что
n/N (3g−4)/(2g−2) → ∞.
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We consider configuration graphs with N vertices. The vertex degrees are
independent equally distributed random variables whose distribution satisfies the
following condition: as k → ∞

P{η = k} ∼ d

kg lnh k
,
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d > 0, h � 0, g + h > 1, 2 < g < 3, and the random value η is equal to the degree
of any vertex of the graph. We study the random graphs under the condition that
the sum of vertex degrees is n. The limit distributions of the number of vertices
with the given degree in the conditional graph are derived as N,n → ∞ and
n/N (3g−4)/(2g−2) → ∞.
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Введение

Объект исследования в данной работе –
конфигурационные графы, которые являются
одним из известных видов случайных графов,
используемых для моделирования различных
сложных сетей коммуникаций (см, например,
[10, 11]). Впервые конфигурационные графы
были введены в [9].

Опишем процесс построения этих графов.
Обозначим через N число вершин конфигура-
ционного графа, степени вершин которого яв-
ляются независимыми случайными величина-
ми. Значения этих случайных величин равны
числу выходящих из данной вершины полуре-
бер, т. е. ребер, инцидентных этой вершине, но
для которых смежные вершины еще не опре-
делены. Все полуребра считаются различными
и, соединяясь друг с другом попарно и рав-
новероятно, образуют ребра. Поскольку сумма
степеней вершин графа должна быть четной,
при необходимости вводится вспомогательная
вершина единичной степени. В [12] замече-
но, что эта дополнительная вершина не вли-
яет на асимптотические свойства графа при
N → ∞. Поэтому в дальнейшем мы будем рас-
сматривать степени только основных вершин.
Нетрудно понять, что такая конструкция до-
пускает появление и петель, и кратных ребер.

Наблюдения за реальными сетями (см., на-
пример, [10]) показали, что число вершин сте-
пени не меньшей, чем k, при достаточно боль-
ших k пропорционально 1/kτ−1, где τ > 1. Это
значит, что распределение случайной величи-
ны η, равной степени любой вершины, при
больших значения k можно определить равен-
ством

P{η � k} =
h(k)

kτ−1
, τ > 1, (1)

где h(k) – медленно меняющаяся на бесконеч-
ности функция. В [12] было предложено рас-

сматривать наиболее простую модель, в кото-
рой распределение случайной величины η име-
ет вид:

P{η = k} =
1

kτ−1
− 1

(k + 1)τ−1
, (2)

где k = 1, 2, . . . и 2 < τ < 3.
Исследованию предельного поведения кон-

фигурационных графов посвящено большое
число работ (см., например, [10]). В настоящей
работе рассматриваются условные конфигура-
ционные графы при условии, что сумма сте-
пеней всех вершин известна и равна n, впер-
вые они исследовались в статье [6]. А в [3] и
[5] изучаются конфигурационные графы при
более естественном предположении, что число
ребер графа ограничено сверху. Исследование
таких условных графов представляет опреде-
ленный интерес, поскольку на практике ино-
гда удается оценить число связей в реальных
сетях. Кроме того, их можно использовать для
сетей без ограничений на число ребер путем
усреднения результатов об условных графах
по известному распределению суммы степеней
вершин.

Приведем примеры ранее рассмотренных
условных конфигурационных графов, распре-
деления степеней которых удовлетворяют со-
отношению (1). В статьях [2] и [5] рассматри-
вались конфигурационные графы, распреде-
ление степеней вершин которых соответствует
условию: при k → ∞

P{η = k} ∼ d

kg lnh k
,

где d > 0, h � 0, g + h > 1, g � 1. Нетруд-
но видеть, что данное соотношение удовле-
творяет (1) и является частным случаем при
h(k) = d/lnh k, g = τ . В [4] исследуется конфи-
гурационный граф, степени вершин которого
имеют распределение (2) при всех значениях
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k = 1, 2, . . ., где параметр τ является случай-
ной величиной с равномерным распределени-
ем на отрезке [a, b], 0 < a < b < ∞. Также был
рассмотрен пример, когда параметр τ распре-
деления (2) имеет гамма-распределение с па-
раметрами (α, 1), где α > 1. Нетрудно видеть,
что из (2) для первого примера справедлива
асимптотика при k → ∞

P{η = k} ∼ a

(b− a)ka+1 ln k
,

а для второго –

P{η = k} ∼ α

k lnα+1 k
.

В [2, 4, 5] главное внимание уделяется пре-
дельному поведению таких важных числовых
характеристик степенной структуры услов-
ных графов, как максимальная степень и чис-
ло вершин заданной степени. Так, например,
в статье [2] найдены предельные распреде-
ления этих характеристик в случаях, когда
n,N → ∞, n/N < M = Eη. А в [5] полу-
чены предельные распределения числа вер-
шин заданной степени для условных графов
при условии, что сумма степеней всех вершин
ограничена сверху. В основе доказательств
всех этих результатов лежит обобщенная схе-
ма размещения частиц по ячейкам, введен-
ная и изученная В. Ф. Колчиным (см., напри-
мер, [1]), или ее аналог (см. [8])

В настоящей работе изучается конфигура-
ционный граф, в котором распределение сте-
пени любой вершины соответствует условию:
при k → ∞

pk = P{η = k} ∼ d

kg lnh k
, (3)

где d > 0, h � 0, 2 < g < 3. Будем пред-
полагать, что p1 > 0. Выбор области изме-
нения параметра распределения g обусловлен
тем, что, согласно многочисленным наблюде-
ниям за реальными сетями, такие значения па-
раметра g = τ − 1 являются наиболее подхо-
дящими для большого числа реальных сетей.
Заметим, что в данной области изменения па-
раметра g распределение степеней вершин рас-
сматриваемого графа имеет конечное матема-
тическое ожидание и бесконечную дисперсию.
Рассмотрим подмножество таких графов, при
условии, что сумма степеней всех вершин дан-
ного графа равна n:

ξ1 + . . .+ ξN = n,

где случайные величины ξi, i = 1, . . . , N , рав-
ны степеням вершин условного графа c но-
мерами i = 1, . . . , N соответственно. Такие

условные графы рассматривались в статье [7],
где были найдены предельные распределения
максимальной степени вершины при N,n →
∞ так, что n/N (3g−4)/(2g−2) → ∞. В насто-
ящей работе получены предельные теоремы
для числа вершин заданной степени условно-
го конфигурационного графа при n,N → ∞,
n/N (3g−4)/(2g−2) → ∞. Учитывая, что в данной
области изменения параметров n и N отноше-
ние n/N стремится к бесконечности, то утвер-
ждения, приведенные ниже, дополняют ранее
полученные результаты статьи [2].

Сформулируем основные результаты дан-
ной работы. Через μr обозначим случайную
величину, равную числу вершин степени r в
рассматриваемом графе. Тогда справедливы
следующие утверждения.

Теорема 1. Пусть n,N → ∞, 2 < g < 3,
n/N (3g−4)/(2g−2) → ∞, N/(rg lnh r) → ∞. То-
гда равномерно относительно целых неотри-
цательных k таких, что ur = k−Npr√

Npr(1−pr)
ле-

жит в любом фиксированном конечном ин-
тервале,

P {μr = k} =
1 + o(1)√

2πNpr(1− pr)
e−u2

r/2.

Теорема 2. Пусть n,N, r → ∞, 2 < g < 3,
n/N (3g−4)/(2g−2) → ∞. Тогда равномерно от-
носительно целых неотрицательных k та-
ких, что (k −Npr)/

√
Npr лежит в любом

фиксированном конечном интервале,

P {μr = k} =
(Npr)

k

k!
e−Npr(1 + o(1)).

Доказательства вспомогательных
утверждений и теорем

Введем независимые одинаково распреде-
ленные случайные величины η1, . . . , ηN , рас-
пределение которых совпадает с распределе-
нием случайной величиной η, удовлетворя-
ющим соотношению (3). Тогда для целых
k1, . . . , kN таких, что k1 + . . . + kN = n, вы-
полнено равенство

P{ξ1 = k1, . . . , ξN = kN} (4)

= P{η1 = k1, . . . , ηN = kN |η1 + . . .+ ηN = n}.
Следовательно, для двух наборов случай-

ных величин (ξ1, . . . , ξN ) и (η1, . . . , ηN ) выпол-
нены условия обобщенной схемы размещения
частиц по ячейкам.
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Введем вспомогательные независимые оди-
наково распределенные случайные величи-
ны η

(r)
1 , . . . , η

(r)
N , распределение которых имеет

вид:

P{η(r)i = k} = P{ηi = k|ηi �= r}, (5)

при k = 1, 2, . . . и i = 1, 2, . . . , N . Пусть

ζN = η1 + . . .+ ηN , ζ
(r)
N = η

(r)
1 + . . .+ η

(r)
N .

В [1] доказано, что для случайной величи-
ны μr следствием из равенства (4) является
следующее утверждение.

Лемма 1. Справедливо равенство

P{μr = k}

=

(
N

k

)
pkr (1− pr)

N−k
P{ζ(r)N−k = n− kr}

P{ζN = n} .

Согласно Лемме 1 для доказательства тео-
рем 1 и 2 достаточно найти асимптотику сумм
независимых случайных величин ζN и ζ

(r)
N и

асимптотику биномиальной вероятности.
Рассмотрим предельное поведение сум-

мы ζ
(r)
N .

Лемма 2. Пусть N,n → ∞, 2 < g < 3,
n/N (3g−4)/(2g−2) → ∞. Тогда при S = N(1 −
pr)(1 + o(1)) равномерно относительно це-
лых неотрицательных k, для которых (k −
Npr)/

√
Npr(1− pr) лежит в любом фиксиро-

ванном конечном интервале,

P{ζ(r)S = n− kr} =
dN(1 + o(1))

ng lnh n
.

Доказательство. Мы будем одновременно
рассматривать два случая, когда r фикси-
ровано и когда r → ∞, учитывая при этом,
что в случае r → ∞ случайные величины
η
(r)
1 , . . . , η

(r)
N образуют схему серий. Из (3) и

(5) нетрудно получить, что

mr = Eη
(r)
1 =

M − rpr
1− pr

, (6)

где M = Eη.
Введем независимые одинаково распреде-

ленные случайные величины

ξ
(r)
j = η

(r)
j −mr, j = 1, . . . , N, (7)

и их сумму ζ̃
(r)
S = ξ

(r)
1 + . . .+ ξ

(r)
S = ζ

(r)
S − Smr.

Обозначим l = n− kr − Smr и

γ =

(
S1/(g−1)

l

)1/3

. (8)

Согласно условиям леммы нетрудно видеть,
что γ → 0. Тогда вероятность P{ζ(r)S = n−kr}
можно представить в виде

P{ζ(r)S = n− kr}
= P{ζ̃(r)S = l} = P1(l) + SP2(l) + P3(l),

(9)

где

P1(l) = P{ζ̃(r)S = l, ξ
(r)
j � γl, j = 1, . . . , S},

P2(l) = P{ζ̃(r)S = l, ξ
(r)
j � γl, j = 1, . . . , S − 1,

ξ
(r)
N > γl},

P3(l) = P{ζ̃(r)S = l,
⋃
i 	=j

{ξ(r)i > γl, ξ
(r)
j > γl}}.

Ниже мы покажем, что основной вклад в сум-
му, стоящую в правой части соотношения (9),
дает второе слагаемое.

Оценим первое слагаемое P1(l). Положим

R(ω) (10)

=
∑

j�γl+mr

exp{(j −mr)ω}P{ξ(r)1 = j −mr}.

Заметим при этом, что γl → ∞. Введем
вспомогательные независимые случайные ве-
личины ξ

(r)
i (γ), i = 1, . . . , S такие, что

P{ξ(r)i (γ) = j −mr} (11)

=
P{ξ(r)i = j −mr} exp{(j −mr)/(γl)}

R (1/(γl))
,

где 1 � j � γl +mr. Тогда P1(l) можно пред-
ставить в виде

P1(l) = RS

(
1

γl

)
exp

{
−1

γ

}

× P{ζ(r)S (γ) = l}(1 + o(1)),

(12)

где ζ
(r)
S (γ) = ξ

(r)
1 (γ) + . . .+ ξ

(r)
N (γ).

Рассмотрим вероятность P{ζ(r)S (γ) = l}.
Обозначим через ϕ(t), ϕ

(r)
1 (t), ϕ̃(t) и ϕγ(t) ха-

рактеристические функции случайных вели-
чин η1, η

(r)
1 , ξ

(r)
1 и ξ

(r)
1 (γ) соответственно. Ис-

пользуя (10) и (11), нетрудно получить, что

ϕγ(t) = R

(
it+

1

γl

)
/R

(
1

γl

)
. (13)
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Согласно формуле обращения, для вероятно-
сти P{ζ(r)S (γ) = l} справедливо равенство

P{ζ(r)S (γ) = l} � 1

2πBS

πBS∫
−πBS

∣∣∣∣ϕS
γ

(
t

BS

)∣∣∣∣ dt,(14)
где

BS = (S(g − 1)h/ lnh S)1/(g−1). (15)

Используя (12), (13) и (14), нетрудно пока-
зать, что при 0 < ε < 1

P1(l) �
e−1/γ

2πBS

⎛
⎜⎝ ∫
|t|�εBS

∣∣∣∣R
(

it

BS
+

1

γl

)∣∣∣∣∣∣∣
S

dt

+

∫
εBS<|t|�πBS

∣∣∣∣R
(

it

BS
+

1

γl

)∣∣∣∣
S

dt

⎞
⎟⎠ . (16)

Покажем, что интегралы правой части (16)
ограничены. Учитывая, что при достаточно
малых y > 0 верно неравенство 1 − e−y < y,
а при 0 � y � 1 справедливо равенство

ey = 1 + y + δ(y), где δ(y) � y2,

из (7) и (10) находим, что

∣∣∣∣R
(
it+

1

γl

)∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

∑
1�j�γl+mr

exp {(j −mr)

×
(
it+

1

γl

)}
P{ξ(r)1 = j −mr}

∣∣∣∣ � ∣∣∣ϕ(r)
1 (t)

∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣
∑

1�j�γl+mr

eitj exp

{
(j −mr)

1

γl

}
P{η(r)1 = j}

−
∑
j�1

eitjP{η(r)1 = j}
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣ϕ(r)
1 (t)

∣∣∣

+

∣∣∣∣∣∣
∑

1�j�γl+mr

eitj
(
exp

{
j −mr

γl

}
− 1

)

× P{η(r)1 = j}

−
∑

j>γl+mr

eitjP{η(r)1 = j}
∣∣∣∣∣∣ �

∣∣∣ϕ(r)
1 (t)

∣∣∣

+
∑

1�j�mr

P{η(r)1 = j}
(
1− exp

{
j −mr

γl

})

+
∑

mr<j�γl+mr

P{η(r)1 = j}
(
−1 + exp

{
j−mr

γl

})

+
∑

j>γl+mr

P{η(r)1 = j}

�
∣∣∣ϕ(r)

1 (t)
∣∣∣+ 1

γl

∑
1�j<mr

P{η(r)1 = j}(mr − j)

+
1

γl

∑
mr�j<γl+mr

P{η(r)1 = j}(j −mr)

+
∑

mr�j<γl+mr

P{η(r)1 = j}δ
(
j −mr

γl

)

+
∑

j>γl+mr

P{η(r)1 = j}. (17)

Из (3) и (5) нетрудно видеть, что при до-
статочно больших k∑
j>k

P{η(r)1 = j} =
1

1− pr

∑
j>k

P{η1 = j, η1 �= r}

� C1

∑
j>k

pk = C1

∑
j>k

d(1 + o(1))

jg lnh j
(18)

< C2

+∞∫
k

y−g(ln y)−hdy � C3(ln k)
−hk−g+1.

Здесь и далее C1, C2, . . . обозначают некото-
рые положительные постоянные. Аналогично
тому, как получена оценка (18), переходя к ин-
тегральным суммам, можно показать, что при
достаточно больших k справедливы следую-
щие соотношения:∑
j<k

(j −mr)
2P{η(r)1 = j} � C4

∑
j�k

(j −mr)
2pk

� C5k
−g+3. (19)

Из (17), (18) и (19) находим, что∣∣∣∣R
(
it+

1

γl

)∣∣∣∣ � ∣∣∣ϕ(r)
1 (t)

∣∣∣+ M

γl
+ C6

(
(γl)1−g

)

�
∣∣∣ϕ(r)

1 (t)
∣∣∣+ C7

(
(γl)−1

)
.

Отсюда, учитывая, что при выполнении усло-
вий леммы 2 верно соотношение

γl/S =

(
l

S(3g−4)/(2g−2)

)2/3

→ ∞,
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можно показать, что∣∣∣∣R
(
it+

1

γl

)∣∣∣∣ = ∣∣∣ϕ(r)
1 (t)

∣∣∣+ o

(
1

S

)
, (20)

где

ϕ
(r)
1 (t) = Eeitη

(r)
1 =

ϕ(t)− pre
itr

1− pr
. (21)

Пусть δ ∈ (0, 1). Тогда для любого фикси-
рованного r найдется положительное εr такое,
что |ϕ(r)

1 (t)| > δ при |t| � εr. А при r → ∞ из
(3) и (21) находим такое ε > 0, что |ϕ(r)

1 (t)| > δ
при |t| � ε. Тогда из (20) находим, что

∣∣∣∣R
(
it+

1

γl

)∣∣∣∣
S

� |ϕ(r)
1 (t)|S .

Отсюда следует, что первый интеграл в (16)
ограничен.

По свойству характеристических функций
решетчатых распределений с единичным мак-
симальным шагом при ε < |t| � π верно нера-
венство ∣∣∣∣R

(
it+

1

γl

)∣∣∣∣ � C8 < 1.

Значит, и второй интеграл (16) ограничен, сле-
довательно, из (16) получаем, что

P1(l) � C9B
−1
S e−1/γ . (22)

Учитывая, что ln l < C10γ
−C11 , из (8) и (15)

нетрудно показать, что

e−1/γlg lnh l

SBS
< C12 exp

{
−
(

l

S1/(g−1)

)1/3
}

×
(

l

S1/(g−1)

)g

lnC13 l < C14e
−1/γγ−C15 → 0.

Отсюда и из (15), (22) следует, что

P1(l) = o

(
S

lg lnh l

)
. (23)

Рассмотрим P2(l). Нетрудно видеть, что
P2(l) можно представить в виде суммы:

P2(l) =
∑

j>γl+mr

P{ξ(r)S = j −mr} (24)

×P{ζ̃(r)S−1 = l−j+mr, ξ
(r)
i � γl, i = 1, . . . , S−1}.

Введем вспомогательные независимые оди-
наково распределенные случайные величины
ξ
(r)
i,γl, i = 1, . . . , S − 1, для которых

P{ξ(r)1,γl = k}
= P{η1 = k −mr | η1 �= r, η1 � γl},

(25)

и их сумму ζ
(r)
S−1,γl = ξ

(r)
1,γl+ . . .+ ξ

(r)
S−1,γl. Из (5),

(7), (8), (18) и (25), учитывая, что

(γl)1−gS =

(
S

lg−1

)2/3

→ 0, (26)

получаем, что

P{ζ̃(r)S−1 = l − j +mr, ξ
(r)
i � γl, i = 1, . . . , S − 1}

=
(
P{ξ(r)1 � γl}

)S−1
P{ζ(r)S−1,γl = l − j +mr}

=

⎛
⎝1−

∑
k>γl

P{η(r)1 = k +mr}
⎞
⎠

S−1

× P{ζ(r)S−1,γl = l − j +mr}

= P{ζ(r)S−1,γl = l − j +mr}(1 + o(1)). (27)

Используя (24) и (27), P2(l) можно предста-
вить в следующем виде:

P2(l) =

4∑
i=1

Ri(l)(1 + o(1)), (28)

где

Ri(l)=
∑
Ji

P{ξ(r)S =j−mr}P{ζ(r)S−1,γl= l−j+mr},

J1 = {j : γl +mr < j < γ1/2l};
J2 = {j : γ1/2l � j < l − γ−1S1/(g−1)};

J3 = {j : l− γ−1S1/(g−1) � j � l+ γ−1S1/(g−1)};
J4 = {j : j > l + γ−1S1/(g−1)}.

Рассмотрим сначала слагаемое R3(l), посколь-
ку оно дает основной вклад в сумму (28).
Из (3) и соотношения S1/(g−1)/l → 0 получаем,
что в области J3

P{ξ(r)S = j −mr}

=

{
d(1+o(1))

((1−pr)lg ln
h l)

, если j �= r;

0, если j = r.

Отсюда и из (28) находим, что

R3(l) =
d(1 + o(1))

(1−pr)lg ln
h l

P

{
−S1/(g−1)

γ
+mr
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� ζ
(r)
S−1,γl �

S1/(g−1)

γ
+mr

}
. (29)

Пусть g(x) обозначает плотность устойчи-
вого закона с показателем g − 1 и характери-
стической функцией

f(t) = exp
{
Γ(1− g)d cos(π(g − 1)/2)|t|g−1

×
(
1− i

t

|t| tan(π(g − 1)/2)

)}
,

где Γ(x) – значение гамма функции в точке x.
Кроме того, обозначим через ϕγl,r(t) харак-
теристическую функцию случайной величины
ξ
(r)
1,γl. Из (18), (21), (25) и (26) нетрудно видеть,
что

ϕγl,r(t) =
∑
k

eitkP{ξ(r)1,γl = k}

=

ϕ̃(t)− ∑
k>γl

eitkP{ξ(r)1 = k}

1−P{η(r)1 > γl +mr}
(30)

= ϕ̃(t)
(
1 +O((γl)1−g ln−h(γl))

)
= e−itmrϕ

(r)
1 (t) (1 + o(1/S)) .

Отсюда и из [5, лемма 6] следует, что при
r/BS → 0

P{−γ−1S1/(g−1) +mr � ζ
(r)
S−1,γl

� γ−1S1/(g−1) +mr} →
A1∫

−A1

g(x)dx,
(31)

где

A1 =
γ−1(S(1− pr))

1/(g−1)

BS
,

а BS определена в (15). Кроме того, из (30) и
[5, лемма 9] следует, что при r/BS � C16

P{−γ−1S1/(g−1) +mr � ζ
(r)
S−1,γl

� γ−1S1/(g−1) +mr} →
A2∫

−A2

g(x)dx,
(32)

где A2 = γ−1S1/(g−1)/BS . Из (8) и (15) нетруд-
но видеть, что A1, A2 → ∞. Тогда отсюда, из
(31) и (32) вытекает, что

P{−γ−1S1/(g−1) +mr � ζ
(r)
S−1,γl

� γ−1S1/(g−1) +mr} → 1.
(33)

Тогда из (29) и (33) находим, что

R3(l) =
d(1 + o(1))

(1− pr)lg ln
h l

. (34)

Рассмотрим R4(l). Из (3) и (28), учитывая,
что γ−1S1/(g−1)/l → 0, несложно получить,
что

R4(l) �
C17

lg lnh l
P{ζ(r)S−1,γl < −γ−1S1/(g−1)}. (35)

Следуя алгоритму получения соотношения
(31) и используя [5, леммы 6 и 9], нетрудно
показать, что справедливо

P{ζ(r)S−1,γl < −γ−1S1/(g−1)} → 0. (36)

Из (35) и (36) находим, что

R4(l) = o

(
1

lg lnh l

)
. (37)

Оценим R1(l). Учитывая, что γl → ∞, из
(3) и (28) получаем, что

R1(l) �
C18

(γl)g lnh(γl)
P{ζ(r)S−1,γl > l − lγ1/2}. (38)

Оценим вероятность P{ζ(r)S−1,γl > l− lγ1/2}, ис-
пользуя неравенство Чебышева. Из (3) легко
показать, что при достаточно больших k∑

j>k

(j −mr)pj � C19(ln k)
−hk−g+2. (39)

Сделаем оценку первого и второго момента
случайной величины ξ

(r)
1,γl. Из (3), (5), (6), (18),

(25), (39), учитывая, что Eξ
(r)
1 = 0, получаем,

что

∣∣∣Eξ
(r)
1,γl

∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣
∑
k�γl

k
P{η(r)1 = k −mr}

1− (1− pr)−1
∑
k>γl

pk

∣∣∣∣∣∣∣
=
∑
k>γl

kP{ξ(r)1 = k}
(
1 +O

(
((γl)g lnh(γl))−1

))

� C20

∑
k>γl

(k −mr)pk � C20
(γl)2−g

lnh(γl)
. (40)

Аналогично тому, как получено (40), исполь-
зуя (19), нетрудно показать, что справедлива
следующая оценка:

E
(
ξ
(r)
1,γl

)2
=

∑
1−mr�k

k2P{ξ(r)1,γl = k}

� C21

∑
1−mr�k�γl

k2P{ξ(r)1 = k}
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� C22 (γl)
3−g . (41)

Применяя неравенство Чебышева, из (40) и
(41) находим, что

P{ζ(r)S−1,γl > l − lγ1/2}

� C23

l2
E
(
ξ
(r)
1,γl + . . .+ ξ

(r)
S−1,γl

)2
=

C23

l2
(
(S − 1)(lγ)3−g

+ (S − 1)(S − 2)
(γl)−2g+4

ln2h(γl)

)
� C24γ

2g. (42)

Из (8), (38) и (42) получаем, что

R1(l) = O

(
γg

lg lnh(γl)

)
= o

(
1

lg lnh l

)
. (43)

Рассмотрим R2(l). Учитывая, что γ1/2l→∞,
из (3) и (28) следует, что

R2(l) �
C25

(γ1/2l)g lnh(γ1/2l)

× P{ζ(r)S−1,γl > γ−1S1/(g−1)}.
(44)

Пусть u = γ−1S1/(g−1). Поскольку u < γl, ве-
роятность P{ζ(r)S−1,γl > u} можно оценить сле-
дующим образом:

P{ζ(r)S−1,γl > u} = (S − 1)P{ξ(r)1,γl > u}

+ P{ζ(r)S−1,γl > u | ξ(r)i,γl � u, i = 1, . . . , S − 1}

×
(
P{ξ(r)1,γl � u}

)S−1
� (S − 1)P{ξ(r)1,γl > u}

+
(
P{ξ(r)1 � u | ξ(r)1 � γl}

)S−1
P{ζ(r)S−1,u > u}

= (S−1)P{ξ(r)1,γl > u}+
(

1−P{ξ(r)1 > u}
1−P{ξ(r)1 > γl}

)S−1

× P{ζ(r)S−1,u > u}. (45)

Оценим отдельно каждое слагаемое последней
суммы соотношений (45). Из (5), (7), (18), (24),
(25) для первого слагаемого этой суммы полу-
чаем, что

(S − 1)P{ξ(r)1,γl > γ−1S1/(g−1)}

� (S − 1)
P{ξ(r)1 > γ−1S1/(g−1)}

1−P{ξ(r)1 > γl}

� C26
S

1− pr

⎛
⎝ ∑

k>γ−1S1/(g−1),k 	=r

pk

⎞
⎠

×
⎛
⎝1− 1

1− pr

∑
k>γl,k 	=r

pk

⎞
⎠

−1

� C27
γg−1

lnh(γ−1S1/(g−1))
. (46)

Рассмотрим вероятность P
{
ζ
(r)
S−1,u > u

}
при

u = γ−1S1/(g−1). Оценим первый и второй мо-
менты случайной величины ξ

(r)
1,u. Учитывая,

что E
(
ξ
(r)
1

)
= 0, из (5), (7), (18), (19), (24)

и (25) находим, что

∣∣∣E(ξ(r)1,u

)∣∣∣ �
∣∣∣∣∣∣C28

∑
1−mr�k�u

kP{ξ(r)1 = k}
∣∣∣∣∣∣ �

�
∣∣∣∣∣C29

∑
k<u

kP{η1 = k +mr}
∣∣∣∣∣

� C30
(γ−1S1/(g−1))2−g

lnh(γ−1S1/(g−1))
(47)

и

E
(
ξ
(r)
1,u

)2
� C31

∑
1−mr�k�u

k2P{ξ(r)1 = k}

� C32

∑
1−mr�k�u

(k −mr)
2pk

� C33(γ
−1S1/(g−1))3−g. (48)

Применяя неравенство Чебышева, аналогично
тому, как получено соотношение (42), из (47)
и (48) находим, что

P{ζ(r)S−1,u > u} � C34γ
g−1. (49)

Учитывая, что

(γl)1−gS = γ2(g−1) → 0,

из (7), (18) следует, что(
1−P{ξ(r)1 > γ−1S1/(g−1)}

1−P{ξ(r)1 > γl}

)S−1

=

(
1−P{η(r)1 > γ−1S1/(g−1) +mr}

1−P{η(r)1 > γl +mr}

)S−1
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=

(
1 +O

(
(γl))1−g

lnh(γl))

))S−1

=

(
1 + o

(
1

S

))S−1

= 1 + o(1). (50)

Тогда из соотношений (45), (46), (49) и (50)
находим, что

P{ζ(r)S−1,γl > γ−1S1/(g−1)} � C35γ
g−1. (51)

Тогда из (8), (44) и (51) получаем, что

R2(l) = O

(
γg/2−1

lg lnh(γl)

)
= o

(
1

lg lnh l

)
. (52)

Следовательно, из (28), (34), (37), (43) и (52)
находим, что

P2(l) =
d(1 + o(1))

(1− pr)lg ln
h l

. (53)

Осталось рассмотреть P3(l). Из (9) нетруд-
но видеть, что

P3(l) (54)

=

(
S

2

) ∑
k>2(γl+mr)

P{ξ(r)S−1 + ξ
(r)
S = k − 2mr,

ξ
(r)
S−1 > γl, ξ

(r)
S > γl}P{ζ̃(r)S−2 = l − k + 2mr}.

Из (7), (18) получаем, что

P{ξ(r)S−1 + ξ
(r)
S = k − 2mr, ξ

(r)
S−1 > γl, ξ

(r)
S > γl}

=
∑
J

P{ξ(r)S−1 = j −mr}P{ξ(r)S = k −mr − j}

� C36(γl)
−g ln−h(γl)P{ξ(r)S > γl}

� C37(γl)
−2g+1 ln−2h(γl), (55)

где

J = {j : γl +mr < j < k − γl −mr}.
Учитывая, что

Sγ−2g+1l−g+1 = γg−2 → 0,

из соотношений (54) и (55) вытекает, что

P3(l) � C38S
2(γl)−2g+1 ln−2h(γl)

× P{ζ̃(r)S−2 > l − 2lγ} = o
(
Sl−g ln−h l

)
.

(56)

Тогда утверждение леммы следует из соот-
ношений (9), (23), (53) и (56).

Для суммы независимых случайных вели-
чин ζN можно использовать [7, лемма 2], со-
гласно которой для вероятности P{ζN = n}
справедливо следующее утверждение.

Лемма 3. Пусть N,n → ∞, 2 < g < 3,
n/BN → ∞. Тогда

P{ζN = n} =
dN(1 + o(1))

ng lnh n
,

где BN определено в (15).

Теперь можно перейти к доказательству ос-
новных теорем. Учитывая, что N − k = N(1−
pr)(1 + o(1)), из лемм 2 и 3 находим, что

P{ζ(r)N−k = n− kr}
P{ζN = n} → 1. (57)

Тогда при использовании нормального при-
ближения биномиальной вероятности для до-
казательства теоремы 1 и пуассоновского при-
ближения биномиальной вероятности для тео-
ремы 2 утверждения теорем 1 и 2 следуют из
леммы 1 и соотношения (57).
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