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Рассматривается сумма ζN = ξ1 + . . . + ξN независимых одинаково распре-
деленных целочисленных случайных величин. Задача оценивания вероятно-
сти P{ζN = n} при N → ∞ в случае больших уклонений решена в теореме
С. Г. Ткачука. Мы доказали подобную теорему в более узкой зоне измене-
ния параметров N и n, когда распределение слагаемых зависит от неизвестной
медленно меняющейся функции и имеет конечное математическое ожидание и
бесконечную дисперсию, включая случай зависимости параметра этого распре-
деления от N , что приводит к возникновению схемы серий.
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Введение и основной результат

Для решения многих перечислительных за-
дач комбинаторного анализа часто использу-
ется так называемая обобщенная схема разме-
щения частиц по ячейкам, введенная и иссле-
дованная В. Ф. Колчиным (см., например, [2]).
В процессе применения этой схемы нередко
возникает необходимость исследования пре-
дельного поведения сумм независимых оди-
наково распределенных целочисленных слу-
чайных величин в области больших уклоне-
ний. Подходящим инструментом для этого
служит следующая теорема, принадлежащая
С. Г. Ткачуку. Формулировка этой теоремы
опубликована в [7], там же кратко изложена
идея ее доказательства.

Теорема 1. Пусть ξ1, ξ2, . . . – последователь-
ность независимых одинаково распределенных
целочисленных случайных величин, имеющих
функцию распределения, принадлежащую об-
ласти притяжения устойчивого закона с по-
казателем β, 0 < β < 2, β �= 1, при этом если
1 < β < 2, то Eξ1 = 0. Пусть при k → ∞

P{ξ1 = k} = Ck−(β+1)(1 + o(1)),

где C – некоторая положительная посто-
янная. Тогда при N,n → ∞ так, что
nN−1/β → ∞,

P{ξ1 + . . .+ ξN = n} = NP{ξ1 = n}(1 + o(1)).

В последние годы появился ряд работ, в
которых подобные задачи рассматриваются в
случае, когда общее распределение случайных
величин ξ1, . . . , ξN имеет вид

P{ξ1 = k} =
h(k + 1)

(k + 1)τ
, (1)

где k = 0, 1, 2, . . ., τ ∈ (2, 3), а h(x) – медленно
меняющаяся на бесконечности функция. Зада-
чи, связанные с такими распределениями, воз-
никают при изучении структуры и динамики
конфигурационных графов, предназначенных
для моделирования современных сложных се-
тей коммуникаций, а также при исследовании
свойств лесов Гальтона –Ватсона (см., напри-
мер, [3–6, 9–11]). Заметим, что в этих работах
медленно меняющаяся функция h(x) из рас-
пределения (1) ограничена сверху.

Результатом настоящей статьи является
следующая теорема 2, представляющая со-
бой модификацию теоремы 1 для наиболее
важного в упомянутых применениях случая

τ ∈ (2, 3) и N,n → ∞ так, что n/N τ−1 → ∞.
Отличие от теоремы 1 состоит в наличии в
распределении (1) неизвестной медленно ме-
няющейся функции h(x) и в возможности воз-
никновения схемы серий, когда параметр τ
зависит от числа слагаемых в сумме ζN =
ξ1 + . . .+ ξN .

Теорема 2. Пусть ξ1, ξ2, . . . – последователь-
ность независимых одинаково распределенных
целочисленных случайных величин с общим
распределением (1), где

h(x) � C < ∞. (2)

Пусть N,n → ∞ так, что

n/N τ−1 → ∞, (3)

а параметр τ ∈ (2, 3] фиксирован или τ =
τ(N) ∈ [2 + θ, 3], где постоянная θ такова,
что 0 < θ < 1. Тогда

P{ζN = n} =
Nh(n)

nτ
(1 + o(1)).

В следующем разделе приводится доказа-
тельство теоремы 2. Мы надеемся, что это до-
казательство может рассматриваться как схе-
ма доказательства подобных теорем в более
сложных случаях. В частности, в последую-
щих исследованиях желательно расширить об-
ласть изменения параметров N и n и изучить
случай τ = τ(N) ↓ 2.

Доказательство теоремы 2

Пусть значение параметра τ фиксировано.
Обозначим

γ =

(
N (1−α)/(τ−1)

n

)1/6

, (4)

где выбор достаточно малого α > 0 будет ясен
из дальнейшего. Из условия (3) очевидно, что
γ → 0. Справедливо равенство

P{ζN = n} = P1(n) +NP2(N) + P3(n), (5)

где

P1(n) = P{ζN = n, ξi � γn, i = 1, . . . , N},
P2(n) = P{ζN = n, ξi � γn, i � N−1, ξN > γn},

P3(n) = P{ζN = n,
⋃
i 	=j

(ξi > γn, ξj > γn)}.

Оценим P1(n). Обозначим

R(w) =
∑
k�γn

ewkP{ξ1 = k}. (6)



35
Труды Карельского научного центра Российской академии наук. 2024. № 4

Рассмотрим сумму

∑
k>l

P{ξ1 = k} =
∑
k>l

h(k + 1)

(k + 1)τ
.

Обозначая здесь и далее C1, C2, . . . некоторые
положительные постоянные, учитывая (2), и
заменяя суммирование интегрированием, на-
ходим, что∑

k>l

P{ξ1 = k} � C1

∑
k>l

k−τ � C2l
1−τ . (7)

Поскольку при 0 � y � 1

ey = 1 + v(y), (8)

где v(y) < 2y, из (6) получаем

R

(
1

γn

)
= 1−

∑
k>γn

P{ξ1 = k}

+
∑
k�γn

v

(
k

γn

)
P{ξ1 = k}.

(9)

Из (4) ясно, что при достаточно малых α

γn → ∞,
1

γn
= o

(
1

N

)
, (10)

поэтому из (8) получаем

∑
k�γn

v

(
k

γn

)
P{ξ1 = k} = o

(
1

N

)
. (11)

Отсюда и из (7), (10)∑
k>γn

P{ξ1 = k} = o(N−1). (12)

Из (9), (11), (12) вытекает соотношение

R

(
1

γn

)
= 1 + o

(
1

N

)
. (13)

Введем вспомогательные независимые оди-
наково распределенные случайные величины
ξ
(γ)
1 , . . . , ξ

(γ)
N такие, что

P{ξ(γ)1 = k}
= ek/(γn)P{ξ1 = k}/R(1/(γn)),

(14)

где k � γn. Пусть ζ
(γ)
N = ξ

(γ)
1 + . . .+ ξ

(γ)
N . Тогда

из (5), (6), (14)

P1(n) = RN (1/(γn))e−1/γP{ζ(γ)N = n}. (15)

Докажем, что при достаточно больших N,n

P{ζ(γ)N = n} � C3N
−1/(τ−1)+u, (16)

где выбор достаточно малой величины u будет
ясен из дальнейшего. Обозначим ϕ(t), ϕγ(t)
характеристические функции случайных ве-
личин ξ1 и ξ

(γ)
1 соответственно. По формуле

обращения

P{ζ(γ)N = n} =
1

2πN1/(τ−1)−u

×
πN1/(τ−1)−u∫

−πN1/(τ−1)−u

exp

{
− itn

N1/(τ−1)−u

}

× ϕN
γ

(
t

N1/(τ−1)−u

)
dt.

(17)

Рассмотрим выражение

|ϕγ(t)| =
∣∣∣∣R((γn)−1 + it)

R(1/(γn))

∣∣∣∣ . (18)

Используя (6), (8), выводим равенство

|R((γn)−1 + it)|

=

∣∣∣∣∣∣
∑
k�γn

eitkP{ξ1 = k}

+
∑
k�γn

eitkv

(
k

γn

)
P{ξ1 = k}

∣∣∣∣∣∣
= |ϕ(t)|

∣∣∣∣∣∣1− ϕ−1(t)

⎛
⎝∑

k>γn

eitkP{ξ1 = k}

−
∑
k<γn

eitkv

(
k

γn

)
P{ξ1 = k}

⎞
⎠
∣∣∣∣∣∣ .

Отсюда и из (11), (12) находим, что при доста-
точно малых t

|R((γn)−1 + it)| = |ϕ(t)|(1 + o(N−1)).

Поэтому из (13), (18)

|ϕγ(t)|N ∼ |ϕ(t)|N . (19)

Обозначим Fξ(x) функцию распределения
случайной величины ξ1. Из (1) следует, что
при x < 0

Fξ(x) = 0, (20)
а если x > 0, то, в силу [8, гл. VIII, § 9, теоре-
ма 1.а], при x → ∞

Fξ(x) = 1− h(x)

(τ − 1)xτ−1
(1 + o(1)). (21)
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Соотношения (20) и (21) означают, что для
Fξ(x) выполнены условия теоремы 2.6.1 из
[1, гл. II, § 6], поэтому эта функция рас-
пределения принадлежит области притяже-
ния устойчивого закона с показателем τ − 1.
Далее можно воспользоваться теоремами 2.2.2
и 2.6.5 [1, гл. II], из которых следует, что в
окрестности нуля

lnϕ(t) = iλt− c|t|τ−1l(t)

×
(
1− iβ

t

|t| tg
π(τ − 1)

2

)
,

(22)

где константы λ, β и c > 0 определены в тео-
реме 2.2.2 [1], а l(t) – медленно меняющаяся в
нуле функция.

По определению медленно меняющейся в
нуле функции l(t) = L(1/|t|), где L(x) – мед-
ленно меняющаяся на бесконечности функ-
ция. Одно из простейших свойств медленно
меняющейся на бесконечности функции f(x)
состоит в том, что при любом δ > 0 и доста-
точно больших n

n−δ < f(n) < nδ. (23)

Тогда из (22), (23) вытекает, что сколь угод-
но малую положительную величину u можно
подобрать так, что если |t| � εN1/(τ−1)−u, то∣∣∣∣ϕN

(
t

N1/(τ−1)−u

)∣∣∣∣ � exp{−C4|t|τ−1+δ}, (24)

где δ > 0 может быть взято сколь угодно ма-
лым. Если εN1/(τ−1)−u < |t| � πN1/(τ−1)−u, то,
как хорошо известно,∣∣∣∣ϕ

(
t

N1/(τ−1)−u

)∣∣∣∣ � e−C5 . (25)

Разбивая интеграл, стоящий в правой части
(17), на сумму двух интегралов, соответству-
ющих двум указанным выше областям изме-
нения t, с помощью (19), (24), (25) получаем

P{ζ(γ)N = n} � C6N
−1/(τ−1)+u×⎛

⎝ ∞∫
0

exp{−C4|t|τ−1+δ}dt+2πN1/(τ−1)−ue−C5N

⎞
⎠,

откуда и следует (16).
Применяя (23) к h(n), выбирая достаточно

малое δ и объединяя (3), (4), (13), (15), (16),
находим оценку

P1(n) � C7N
−1/(τ−1)+ue−1/γ

= o

(
Nh(n)

nτ

)
.

(26)

Оценим P2(n). Очевидно,

P2(n) =
∑
k∈K

P{ξN = n− k}

× P{ζN−1 = k, ξi � γn, i � N − 1},
(27)

где K = {k : 0 � k < n(1− γ)}. Заметим, что
P{ζN−1 = k, ξi � γn, i � N − 1}
= P{ζN−1 = k|ξi � γn, i � N − 1}

× PN{ξ1 � γn}.
(28)

Обозначим ξ1(γn), . . . , ξN (γn) вспомога-
тельные независимые одинаково распределен-
ные случайные величины, для которых

P{ξ1(γn) = k} = P{ξ1 = k|ξ1 � γn}. (29)

Обозначим также ζN−1(γn) = ξ1(γn) + . . . +
ξN−1(γn). Из (12), (27)–(29)

P2(n) = (1 + o(1))

×
∑
k∈K

P{ξN = n− k}P{ζN−1(γn) = k}.

Эту сумму можно представить следующим об-
разом:

P2(n) = S1 + S2 + S3, (30)

где
Si = (1 + o(1))

×
∑
k∈Ki

P{ξN = n− k}P{ζN−1(γn) = k},

i = 1, 2, 3; K1 = {k : 0 � k � γαn},
K2 = {k : γαn < k � n(1− γ1/6)},

K3 = {k : n(1− γ1/6) < k < n(1− γ)}.
Из (1) находим, что

S1 =
h(n)

nτ
P{ζN−1(γn) � γαn}(1 + o(1)). (31)

Из (29) следует равенство

P{ζN−1(γn) � γαn} (32)

=
P{ξ1+. . .+ξN−1� γαn, ξi � γn, i � N−1}

(1−P{ξ1 > γn})N−1
.

Выше было установлено, что Fξ(x) принадле-
жит области притяжения устойчивого закона с
показателем τ−1. В этом случае, как показано
в [1, формула (2.2.18)], нормирующий множи-
тель из определения области притяжения име-
ет вид BN = N1/(τ−1)q(N), где q(x) – медлен-
но меняющаяся функция. Используя (3), (4),
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(23), нетрудно показать, что при достаточно
малых α, δ

γαn/BN → ∞. (33)

Заметим, что

P{ξ1 + . . .+ ξN−1 � γαn, ξi � γn, i � N − 1}
= P{ξ1 + . . .+ ξN−1 � γαn} (34)

−(N − 1)P{ξ1 + . . .+ ξN−1 � γαn, ξ1 > γn}.
Используя определение области притяжения,
видим, что в силу (33)

P{ξ1 + . . .+ ξN−1 � γαn}

= P

{
ξ1 + . . .+ ξN−1

BN
� γαn

BN

}
→ 1,

а из (12) следует соотношение

(N − 1)P{ξ1 + . . .+ ξN−1 � γαn, ξ1 > γn} → 0.

Отсюда и из (31), (32), (34) следует

S1 =
h(n)

nτ
(1 + o(1)). (35)

Из (1), (30) видно, что

S2 � C8
h(n)

(nγ1/6)τ
P{ζN−1(γn) > γαn}. (36)

Далее, согласно (12),

P{ζN−1(γn) > γαn}

=
P{ξ1 + . . .+ ξN−1 > γαn, ξi � γn, i � N − 1}

(1−P{ξ1 > γn})N−1

� C9P{ζN−1 > γαn}. (37)

Случайная величина ξ1 имеет конечное ма-
тематическое ожидание, поэтому, используя
неравенство Чебышева, из (10) находим

P{ζN−1 > γαn} � C10N/(γαn).

Отсюда нетрудно вывести, что при достаточно
малых α

P{ζN−1 > γαn}/γτ/6 = o(1),

и из (36), (37)

S2 = o

(
h(n)

nτ

)
. (38)

Из (1) и (30) видим, что

S3 �
C11h(n)

(nγ)τ
P{ζN−1(γn) > n(1−γ1/6)}. (39)

Оценивая S3 аналогично (38), из (39) находим,
что

S3 = o

(
h(n)

nτ

)
.

Отсюда и из (30), (35), (38)

P2(n) =
h(n)

nτ
(1 + o(1)). (40)

Осталось рассмотреть P3(n). Легко видеть,
что

P3(n) �
N(N − 1)

2

∑
k<n(1−2γ)

P{ζN−2 = k}

×P{ξN−1 + ξN = n− k, ξN−1 > γn, ξN > γn}.
Отсюда

P3(n) � C12N
2

∑
k<n(1−2γ)

P{ζN−2 = k}

×
(∑

l∈L
P{ξN−1 = l}P{ξN = n−k−l}

)
,

(41)

где L = {l : γn < l < n(1− γ)− k}. Из (1) и
(12) следует∑

l∈L
P{ξN−1 = l}P{ξN = n− k − l}

� C13
h(n)

(γn)τ
P{ξN > γn} � C14

h(n)

(γn)2τ−1
.

Из этого неравенства и (3), (4), (41) при доста-
точно малом α вытекает оценка

P3(n) � C15
N2h(n)

(γn)2τ−1
= o

(
Nh(n)

nτ

)
.

Эта оценка вместе с (5), (26), (40) заверша-
ет доказательство теоремы 2 для фиксирован-
ных τ . Пусть теперь параметр τ зависит от
N : τ = τ(N). Все участвующие в доказатель-
стве функции от τ равномерно непрерывны,
поскольку τ изменяется на компакте [2 + θ, 3].
Таким образом, утверждение теоремы сохра-
няет силу и при изменяющихся τ .
Замечание. Нетрудно проверить, что ес-

ли τ ↓ 2 и скорость сходимости неизвестна, то
нельзя гарантировать выполнение второго из
соотношений (10). Этим и объясняется выбор
левой границы 2 + θ области изменений τ .

Автор выражает глубокую благодарность
рецензенту за полезные замечания, позволив-
шие существенно улучшить текст и устра-
нить опечатки.
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