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В моделях равновероятных исходов схем размещения R частиц по n ячейкам
изучаются вероятностные распределения максимальных уровней заполнения
ячеек (задача 2) и чисел исходов при их фиксированных значениях. Схемы
различаются всеми возможными парными качествами ячеек и частиц по их
различимости. Предложен прием проведения вероятностного анализа схем, со-
стоящий в пересчете ранее полученных результатов при нахождении вероят-
ностных распределений минимальных значений уровней заполнения ячеек (за-
дача 1) при определенных соотношениях между их параметрами. В основе этого
приема лежит специально построенная процедура согласованного размещения
двух типов частиц одного качества по различимости по одним и тем же ячейкам
в каждой изучаемой схеме задачи 2 и аналогичной со своим числом частиц в
изученной схеме задачи 1. В связи с этим получен ряд вспомогательных новых
результатов.
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OCCUPATION IN MODELS OF PARTICLE PLACEMENT TO
CELLS
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The probabilistic distributions of maximum cell occupancylevels (problem 2)
and the numbers of outcomes given their fixed values are studied in models
of equiprobable outcomes of the schemes for placing R particles in n cells. The
schemes differ in all possible pairwise qualities of cells and particles in terms of their
distinguishability. A method for probabilistic analysis of the schemes is proposed,
which consists in recalculating the previously obtained results when finding the
probabilistic distributions of the minimum cell occupancy levels (problem 1) for
certain ratios of their parameters. This technique is based on a specially constructed
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procedure for coordinated placement of two types of particles of the same quality
in terms of distinguishability in the same cells in each scheme studied in problem 2
and its analog with its own number of particles in the scheme studied in problem 1.
In this regard, a number of auxiliary novel results were obtained.
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Введение

В работах [1–6] проводился асимптотиче-
ский анализ вероятностного поведения макси-
мальных уровней заполнения ячеек в схемах
равновероятного размещения различимых ча-
стиц по различимым ячейкам. Здесь представ-
лено доасимптотическое исследование их веро-
ятностных распределений в классе схем c рав-
новероятными исходами размещения r частиц
по n ячейкам при всех парных качествах ячеек
и частиц по различимости.

Фиксация минимального уровня заполне-
ния ячеек, равного k, означает его нижнее
ограничение � k с достижением (первая груп-
па схем или схемы 1), а максимального – (вто-
рая группа схем или схемы 2), равного k∗, – его
верхнее ограничение � k∗ с достижением. На-
хождение вероятностных распределений исхо-
дов схем этих групп будем называть соответ-
ственно задачами 1 и 2. Задача 1 решена в [7], а
задача 2 решается здесь пересчетом из резуль-
татов задачи 1 при специально согласованных
значениях ее параметров с параметрами в за-
даче 2.

Вероятностные распределения для макси-
мальных уровней заполнения ячеек определя-
ются в следующих четырех схемах размеще-
ния частиц по ячейкам, характеризующихся
разными парными качествами по различимо-
сти ячеек и частиц в них, как и в [7]:

схема A – размещение различимых частиц
по различимым ячейкам;

схема B – размещение различимых частиц
по неразличимым ячейкам;

схема C – размещение неразличимых ча-
стиц по различимым ячейкам;

схема D – размещение неразличимых ча-
стиц по неразличимым ячейкам.

Вероятностный анализ схем проводится со
следующими обозначениями:

U – минимальный уровень заполнения яче-
ек k в исходе из схем 1;

V – максимальный уровень заполнения
ячеек k∗ = r − k в исходе из схем 2;

μk – число ячеек с U = k; μk∗ – число ячеек
с V = k∗

Во всех схемах задачи 1 число частиц r �
nk, а во всех схемах задачи 2 – число частиц
R � nk∗.

Напомним обозначения для чисел исходов
в схемах A, B, C, D задачи 1 и введем но-
вые для пересчета чисел исходов в аналогич-
ных схемах, указанных в нижних индексах в
задаче 2: MA = MA(r, n, k), MB = MB(r, n, k),
MC = MC(r, n, k), MD = MD(r, n, k) и
NA = NA(R,n, k∗), NB = NB(R,n, k∗),
NC = NC(R,n, k∗), ND = ND(R,n, k∗) соот-
ветственно в задачах 1 и 2 для событий U = k
и V = k∗.
Постановка задачи: в моделях равнове-

роятных исходов схем A, B, C, D решить за-
дачу 2.

1. Вспомогательные результаты
Здесь представлены отдельные использу-

емые сведения и характеристики изучаемых
схем в задаче 2.
1.1. Основания для связи задач 1 и 2

Для установления соответствия (согласова-
ния) любых значений параметров задачи 2 с
их значениями задачи 1 в условиях схем раз-
мещения A–D предложим следующую интер-
претацию связи между схемами 1 и 2: считая
R частиц в задаче 2 синими, будем к каждому
исходу схем в задаче 2 добавлять r = Rn − R
красных частиц того же качества (по различи-
мости), что и синие, в каждую ячейку до обще-
го уровня R в каждой ячейке. Тогда все соста-
вы уровней заполнения ячеек U = U(r, n) �
k = R − k∗ при размещении красных частиц
по ячейкам взаимно-однозначно соответству-
ют всем возможным составам уровней запол-
нения ячеек V = V (R,n) � k∗ при размеще-
нии синих частиц по тем же ячейкам.

Отличие в методике нахождения вероят-
ностных распределений минимальных и мак-
симальных уровней заполнений ячеек в каж-
дых условиях размещения A–D частиц по
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ячейкам, т. е. в задачах 1 и 2, состоит в опре-
делении разных наборов составов уровней за-
полнения ячеек со своими согласованными ко-
личествами частиц r и R при разных общих
числах исходов, зависящих от r и R.

На этом основании для всех результатов за-
дачи 2 можно получить теоремы, аналогич-
ные теоремам из [7] (для решения задачи 1)
при соответствующих множествах {w̄i} соста-
вов уровней заполнения ячеек в ней w̄i =
(w1, . . . , wn) в задаче 2. Они находятся при ре-
шении задачи 2 покомпонентным вычитанием
из n-мерного вектора (R,R, . . . , R) векторов
множества составов уровней заполнения яче-
ек в задаче 1, которые определены в [7].

1.2. Диапазоны возможных значений k∗,
μk∗

Диапазоны возможных значений k, μk в за-
даче 1 получены в [7] (1 � k � [r/n], l � μk �
L, l = max(1, n(k+1)−r), L = n−1+Cn+r−nk

n ,
где [Z] – целая часть числа Z).

Лемма 1. Диапазон возможных значений k∗
определяется соотношением

k∗ =
([

R+ n− 1

n

]
, R

)
. (1)

Доказательство. Правое ограничение оче-
видно из возможности попадания всех частиц
в одну ячейку, а левое ограничение следу-
ет из получения наименьшего значения k∗ из
условий: k∗ = [R/n], когда R делится на n,
и k∗ = [R/n] + 1, когда R не делится на
n. Это можно записать в виде наименьшего
значения k∗ в (1), т. к. при первом условии
[R/n] = [(R + n − 1)/n], а при втором – оста-
ток от деления R на n ∈ (1, n − 1), а тогда
= [(R+ n− 1)/n] = [R/n] + 1.

Лемма 2. Диапазон возможных значений
μk∗ определяется соотношением

l∗ = max(1, R− n(k∗ − 1))

� μk∗ � [R/k∗] = L∗.
(2)

Доказательство. Из условия существования
схемы μk∗ � 1 и R− μk∗k∗ � (n− μk∗)(k∗ − 1),
или μk∗ � (R−n(k∗−1)), откуда получаем ле-
вое ограничение в (2) для μk∗ , а правое огра-
ничение в (2) следует из того, что [R/k∗] – наи-
большее число ячеек, на которые хватит по k∗
частиц.

1.3. Прием вычисления чисел исходов
схемы B

Лемма 3.

B(r, n) =
∑
({v̄i})

r!∏n
i=j vj !

∏r
a=1 qa!

, (3)

где сумма производится по перечислению всех
составов {v̄i} уровней заполнения n неразли-
чимых ячеек r частицами v̄i = (v1, . . . , vn)
(т. е. без учета порядка ячеек или в их зара-
нее установленном порядке), а q̄=(q1,. . ., qr) –
вторая маркировка уровней заполнения ячеек
(qa – число положительных совпадающих в v̄
уровней заполнения ячеек в исходе, равных a,
где a = 1, r).

Доказательство. B(r, n) – число всех разме-
щений r различимых частиц по n неразличи-
мым ячейкам. Их можно представить как сум-
му размещений в этой схеме по всем составам
уровней заполнения ячеек без учета их поряд-
ка, т. е. в заранее заданном (или одном фик-
сированном, как в схеме перестановок с по-
вторением) порядке составов в исходах и без
учета порядков среди составов совпадающих
уровней заполнения ячеек, что учитывается
делением на

∏r
a=1 qa!. А это значит, что числа

Белла B(r, n) вычисляются по приведенной в
утверждении леммы 3 формуле (3).

Пример 1. Пусть r = 3, n = 3.
(Номера частиц: 1, 2, 3.) Тогда {v̄i} =
(0, 0, 3), (0, 1, 2), (1, 1, 1) и по (3) B(3, 3) =
(3!/0!0!3!)+(3!/0!1!2!)+(3!/1!1!1!3!)=1+3+1=5,
что совпадает с их числом 5 при очевидном пе-
реборе исходов вида составов номеров частиц
в ячейках без учета порядка ячеек, т. е., на-
пример, в возрастающем порядке числа непу-
стых ячеек: (0,0,123), (0,1,23), (0,2,13), (0,3,12),
(1,2,3).

1.4. Числа исходов схемы размещения r
неразличимых частиц по n неразличи-
мым ячейкам

Бесповторное перечисление исходов этой
схемы без ограничений проведено в [8], откуда
число ее исходов N∗(r, n) может быть опреде-
лено (см. [8, (1)]) из N(r, n) – числа исходов в
схеме размещения без пустых ячеек r нераз-
личимых частиц по n неразличимым ячей-
кам, где числоN(r, n) считается по рекурренте
(см. [8, (2)])N(r, n) = N(r−1, n−1)+N(r−n, n)
с начальными значениями: 1) N(r, r) = 1;
2) N(r, n) = 0 при r < n; 3) N(r, 0) = 0;
4) N(r, 1) = 1, а число

N∗(r, n) = N(r + n, n). (4)
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Кроме этого, покажем, что можно вычислять
значение N∗(r, n) из значений N(r, n) по сле-
дующему утверждению.

Лемма 4.

N∗(r, n) =
n−1∑
i=1

N(r, n− i). (5)

Доказательство. Оно следует из того, что
N(r, n)∗ по этой формуле, очевидно, склады-
вается из чисел исходов схем без пустых ячеек
с поединично убывающими от (n− 1) до 1 ко-
личествами непустых ячеек.

Пример 2. Пусть n = 3, r = 5. Тогда по (4) и
по рекурренте получаем N(5, 3)∗ = N(8, 3) =
N(7, 2)+N(5, 3) = N(6, 1)+N(5, 2)+N(4, 2)+
N(2, 3) = 1 + N(4, 1) + N(3, 2) + N(3, 1) +
N(2, 2)+0 = 1+1+N(2, 1)+N(2, 2)+1 = 5, а по
рекурренте и (5) N(5, 3)∗ = N(5, 3)+N(5, 2)+
N(5, 1) = 2 + 2 + 1 = 5. Результаты совпали.

2. Вероятностные распределения
максимальных уровней заполнения
ячеек в схемах A, B, C, D

Идея вычисления вероятностных распреде-
лений максимальных уровней заполнения яче-
ек в условиях схем размещений частиц по
ячейкам A–D с равновероятными исхода-
ми в задаче 2 из соответствующих результа-
тов (полученных по классическому определе-
нию вероятностей) задачи 1 (см. [8]) объяснена
в п. 1.1. Поясним ее подробнее.

Исходы схем 2 определяются составами
уровней заполнения ячеек (для неразличи-
мых частиц в условиях их размещения C и
D) или составами частиц ячеек (для разли-
чимых частиц в условиях их размещения A
и B). Порядки перечисления этих составов в
исходах схем 2 устанавливаются при разли-
чимых ячейках (в условиях их размещения A
и C) в порядке ячеек, а при неразличимых
ячейках (в условиях их размещения B и D) – в
одном заранее определенном порядке, завися-
щем от конкретных составов.
Общие числа исходов в задаче 2 в усло-

виях размещения частиц по ячейкам A–D
определяются, как и в задаче 1, с заменой чис-
ла частиц r на R.

Так как по п. 1.1 все составы уровней запол-
нения ячеек при одинаковых условиях разме-
щения частиц по ячейкам A–D совпадают по
количеству в задачах 1 и 2, то числа бла-
гоприятных исходов в схеме 2 в услови-
ях размещения C и D неразличимых ча-
стиц будем находить по результату решенной

в [7] задачи 1 в диапазоне возможных частот
μk минимальных значений k уровней заполне-
ния ячеек (l, L) (см. п. 1.2) при согласованных
по п. 1.1 с задачей 2 значениях параметров.
А в условиях размещения A и B различи-
мых частиц числа благоприятных исхо-
дов в схеме 2 будем находить, как и в зада-
че 1, с заменой множеств составов уровней за-
полнения ячеек (полученных в задаче 1 при
соответствующих качествах ячеек в условиях
размещения соответственно C и D) на опреде-
ляемые по п. 1.1 задачи 2 при делении разли-
чимых R частиц по ячейкам.

Приведем конкретные формулировки тео-
рем при каждом из условий A–D равноверо-
ятных исходов размещения частиц по ячейкам
с измененными (по п. 1.1) значениями пара-
метров и вычисленными по п. 1.1 составами
уровней заполнения ячеек в задаче 2.

Схема A

Теорема 1. Пусть в условиях схемы A раз-
мещают R частиц по n ячеек. Тогда по (2)
и [7]

P (V (R,n) = k∗) =
MA(R,n, k∗)

nR

=
1

nR

L∗∑
i=l∗

∑
({w̄i})

(
R!∏n

j=1wj !

)(
n!∏r

a=1 qa!

)
,
(6)

где первая сумма производится по перечисле-
нию количеств ячеек с максимальным запол-
нением V (R,n) = k∗, вторая – по перечисле-
нию всех составов {w̄i} уровней заполнения
ячеек w̄i = (w1, . . . , wn) в заранее установ-
ленном порядке при каждой фиксации числа i
ячеек с их заданным максимальным уровнем
заполнения k∗, а q̄ = (q1, . . . , qr) – вторая мар-
кировка уровней заполнения ячеек (qa – число
ячеек с уровнем заполнения a = 1, r).

Доказательство. Оно следует из п. 1.1 и при-
веденных выше рассуждений по классическо-
му определению вероятностей с общим числом
исходов nR (по схеме размещений с повторе-
нием) и благоприятным числом исходов, полу-
ченным по аналогии с задачей 1 с уровнями за-
полнения ячеек, определяемыми по п. 1.1.

Пример 3. Пусть n = 3, R = 4, k∗ = 2. То-
гда из п. 1.1 n = 3, r = 8, k = 2. По [2] в
схеме 1 получаем составы уровней заполнения
ячеек (3,3,2), (4,2,2), откуда в схеме 2 им со-
ответствуют по п. 1.1 составы уровней запол-
нения ячеек (1,1,2), (0,2,2). (Те же составы в
задачах 1 и 2 визуально очевидны.)
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Тогда по (6) получаем

P (V (4, 3) = 2)

=
1

34

(
4!

0!2!2!

3!

2!1!
+

4!

1!1!2!

3!

2!1!

)
=

2

3
.

Схема B

Теорема 2. Пусть в схеме B размещают R
частиц по n ячеек. Тогда по (2) и [7]

P (V (R,n) = k∗) =
MB(R,n, k∗)

B(R,n)

=
1

B(R,n)

L∗∑
i=l∗

∑
({w̄i})

R!∏n
j=1wj !

∏r
a=1 qa!

,

(7)

где B(R,n) вычислены в лемме 3, первая сум-
ма производится по перечислению количеств
ячеек с максимальным заполнением V (R,n) =
k∗, вторая – по перечислению всех соста-
вов {w̄j} уровней заполнения ячеек w̄i =
(w1j , . . . , wnj) в заранее установленном поряд-
ке при каждой фиксации числа i ячеек с их за-
данным минимальным уровнем заполнения k,
а q̄ = (q1, . . . , qr) – вторая маркировка уровней
заполнения ячеек (qa – число ячеек с уровнем
заполнения a = 1, r).

Доказательство. Следует из п. 1.1 и приве-
денных выше рассуждений по классическому
определению вероятностей с общим числом ис-
ходов B(R,n), вычисляемым по (3), и бла-
гоприятным числом исходов, полученным по
аналогии с задачей 1 с уровнями заполнения
ячеек, определяемыми по п. 1.1.

Пример 4. Пусть n = 3, R = 4, k∗ = 2. Тогда
из п. 1.1 n = 3, r = 8, k = 2. Как и в приме-
ре 3, в схеме 1 получаем составы уровней за-
полнения ячеек (3,3,2), (4,2,2), откуда в схеме 2
им соответствуют составы уровней заполнения
ячеек (1,1,2), (0,2,2). B(4, 3) вычисляется по
(3) при {v̄i} = (0, 0, 4), (0, 1, 3), (1, 1, 2), (0, 2, 2):

B(4, 3) =
4!

4!
+

4!

3!
+

4!

2!2!
+

4!

2!2!2!
= 14.

Тогда по (7)

P (V (4.3) = 2) =
1

B(4, 3)

(
4!

2!2!
+

4!

2!2!2!

)
=

9

14
.

Схема C

Теорема 3. Пусть в схеме C размещают R
частиц по n ячеек. Тогда по [7]

P (V (R,n) = k∗) =
NC(k

∗)
CR
n+R−1

=
1

CR
n+R−1

L∑
i=l

Ci
nC

n−i−1
r−kn−1,

(8)

где в задаче 1 по n различимым ячейкам раз-
мещают r = Rn− R неразличимых частиц с
минимальным уровнем заполнения k = R−k∗
частиц в ячейке.

Доказательство. Следует из п. 1.1 и приве-
денных выше рассуждений по классическому
определению вероятностей с общим числом ис-
ходов CR

n+R−1, вычисляемым по схеме сочета-
ний с повторением, и благоприятным числом
исходов в решенной в [7] задаче 1 с приведен-
ными в теореме и согласованными с задачей 2
по п. 1.1 значениями параметров и данному
в [7] диапазону возможных значений i = l.L
чисел ячеек с данным k минимальным уров-
нем заполнения ячеек: (l, L) (см. п. 1.2).

Пример 5. Пусть n = 3, R = 4, k∗ = 2. Тогда
из п. 1.1 n = 3, r = 8, k = 2, i = 1.2. Как и в
примере 3, в схеме 1 по п. 1.1 получаем соста-
вы уровней заполнения ячеек (3,3,2), (4,2,2).
Тогда по (8) получаем

P (V (4.3) = 2) = (C1
3C

1
1 + C2

3C
0
1 )/C

4
6 = 2/5.

Схема D

Теорема 4. Пусть в схеме D размещают R
частиц по n ячеек. Тогда

P (V (R,n) = k∗) =
ND(k

∗)
N∗(R,n)

=
1

N∗(R,n)

L∑
i=l

N(r − nk, n− i),

где N(R,n), N∗(R,n) – числа исходов в схе-
ме размещения r неразличимых частиц по n
неразличимым ячейкам соответственно без
пустых ячеек и без ограничений определяют-
ся по рекурренте из [8], приведенной в п. 1.4
и по (4) и (5); ND(k

∗) – число исходов собы-
тия (V = k∗); сумма производится по пере-
числению количеств i ячеек с минимальным
заполнением U(r, n) = k.

Доказательство. Следует из п. 1.1 и приве-
денных выше рассуждений по классическому
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определению вероятностей с общим числом ис-
ходов N∗(R,n), вычисляемым по схеме раз-
мещения неразличимых частиц по неразличи-
мым ячейкам (см. [8]), и благоприятным чис-
лом исходов из решенной в [7] задачи 1 с при-
веденными в теореме и согласованными с за-
дачей 2 (по п. 1.1) значениями параметров
и данному в [7] диапазону возможных зна-
чений i = l.L чисел ячеек с данным k ми-
нимальным уровнем заполнения ячеек: (l, L)
(см. п. 1.2).

Пример 6. Пусть n = 3, R = 4, k∗ = 2. Тогда
из п. 1 n = 3, r = 8, k = 2, i = 1.2. Общее число
исходов в этом примере N∗(4, 3) = N(7, 3) =
N(6, 2)+N(4, 3) = N(5, 1)+N(4, 2)+N(3, 2)+
N(1, 3) = 1 + N(3, 1) + N(2, 2) + N(2, 1) = 4,
что совпадает с их числом при визуальном пе-
речислении всех составов уровней заполнения
ячеек в примере: (0,0,4), (0,1,3), (0,2,2), (1,1,2).
Тогда P (V (4.3) = 2) = 2/4 = 1/2.
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