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Проверка выполнимости булевых формул (SAT) широко применяется при ре-
шении современных задач автоматизации проектирования микроэлектроники.
Важным приложением такой задачи является проектирование логических це-
пей с заданными характеристиками из заданного набора логических вентилей.
Для решения SAT-задачи можно применять как стандартные решатели, так и
современные оптимизационные инструменты, в том числе относительно новый
инструмент аппаратного решения задачи квантового отжига. Решение данной
задачи может выполняться на системе квантового отжига с помощью постро-
ения по особым правилам так называемой булевой сети и выбора соответству-
ющей целевой функции. В статье рассматривается практическое применение
квантового отжига к построению коротких логических цепей с помощью реше-
ния SAT-задачи на основе предложенных в литературе методов, а также прово-
дится анализ практических аспектов применения таких методов к построению
квантовых цепей.
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The Boolean satisfiability problem (SAT) is widely applied in modern tasks of
microelectronics design automation. An important application of such a task is the
design of logic circuits with specified characteristics from a given set of logic gates.
To solve an SAT problem, both standard solvers and modern optimization tools
can be used, including a relatively new hardware tool for solving the quantum
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annealing problem. The solution of this problem can be performed on a quantum
annealing system by constructing a so-called Boolean network according to special
rules and selecting an appropriate objective function. The article discusses the
practical application of quantum annealing to the construction of short logic circuits
by solving an SAT problem based on the methods proposed in the literature, and
also analyzes the practical aspects of applying such methods to the construction of
quantum circuits.
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Введение

Проверка выполнимости булевых формул
(Boolean satisfiability problem, SAT-задача)
широко применяется при решении современ-
ных задач автоматизации проектирования
микроэлектроники [2, 9, 21, 24] и при проек-
тировании классических логических цепей [3].
В общем случае SAT-задача относится к клас-
су так называемых NP-полных [5] (задач,
для которых не доказано существование ал-
горитма, решающего их за полиномиальное
относительно размера входных данных вре-
мя). В связи с быстрым ростом сложности
таких задач относительно размера исходных
данных широко применяются методы ускоре-
ния расчетов с помощью распределенных [1]
и параллельных [14] вычислений. В этой свя-
зи перспективным является применение кван-
товых вычислительных систем, для которых
известны алгоритмы, превосходящие алгорит-
мы на классических системах с точки зрения
вычислительной сложности (например, алго-
ритм Шора [17]).
Среди разработанных прототипов кванто-

вых вычислителей следует выделить системы,
работающие по принципу квантового отжига
(КО). Такие системы позволяют выполнять
решение задач оптимизации (в частности, при
квадратичной целевой функции, бинарных пе-
ременных и отсутствии ограничений – за-
дачи QUBO) и не являются универсальны-
ми (не позволяют выполнять произвольные
вычисления) [12, 20], однако обладают боль-
шей вычислительной мощностью в сравне-
нии с универсальными квантовыми процессо-
рами (например, система, основанная на КО,
D-Wave 2000Q имеет 2048 кубитов (квантовых
битов, вычислительных единиц системы) [6], в

то время как универсальный квантовый про-
цессор IBM Osprey имеет 433 кубита [11]).
В то же время возможностей КО достаточно
для решения SAT-задачи, что объясняет ин-
терес исследователей к построению алгорит-
мов для указанного класса задач на системах
типа КО [4, 18, 19].

Важным приложением SAT-задачи являет-
ся проектирование логических цепей с задан-
ными характеристиками из заданного набо-
ра логических вентилей (кодирование с помо-
щью SAT-задачи функционала логической це-
пи [3]). Решение данной задачи может выпол-
няться на системе КО с помощью построения
по особым правилам так называемой булевой
сети и выбора соответствующей целевой функ-
ции [18]. Предполагается, что такой метод мо-
жет применяться и для построения некото-
рых классов квантовых цепей [3, 13, 16, 22],
т. е. цепей из так называемых квантовых вен-
тилей (эта модель квантовых вычислений яв-
ляется универсальной [15]). Однако при этом
необходимо обеспечить бинарное представле-
ние всех возможных промежуточных состоя-
ний квантовой цепи, что является открытым
вопросом [3]. Целью данной статьи является
практическое применение КО к построению
коротких логических цепей с помощью реше-
ния SAT-задачи на основе методов, предло-
женных в [4, 18], а также анализ практиче-
ских аспектов применения метода к построе-
нию квантовых цепей.

В работе выполнена экспериментальная
проверка метода кодирования логической це-
пи и решения SAT-задачи на ее основе с помо-
щью симулятора машины D-Wave и рассмот-
рены особенности применения данного метода
к кодированию квантовых цепей.
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Кодирование логических цепей
с помощью квантового отжига

КО – эмпирический метод решения задач
оптимизации, который позволяет найти гло-
бальный минимум заданной целевой функ-
ции [7]. КО является вариантом широко при-
меняемого эмпирического оптимизационного
алгоритма имитации отжига [12]. В отли-
чие от последнего КО использует так назы-
ваемое квантовое туннелирование (квантовые
флуктуации) для преодоления локальных ми-
нимумов целевой функции при осуществле-
нии поиска решения [20, 23], что отличает
КО от большинства алгоритмов, основанных
на так называемом восхождении к вершине
(generalized hill clibming). Реализация КО воз-
можна как на традиционной вычислительной
архитектуре (в режиме имитации), так и (фи-
зически) на специализированных квантовых
вычислительных системах, таких как системы
D-Wave. Особенности расчета на физических
системах заключаются в необходимости учета
топологии графа возможных связей (так на-
зываемой квантовой запутанности) между па-
рами кубитов, а также в ограниченности числа
кубитов.
Одним из видов задач оптимизации, реша-

емых с помощью КО, является поиск конфи-
гурации так называемых спинов, минимизиру-
ющих энергию в модели Изинга, т. е. миними-
зация целевой функции

E(z) =
∑
i∈V

hizi +
∑

(i,j)∈E
Jijzizj , (1)

где

• G = (V,E) – неориентированный граф
возможных взаимодействий между куби-
тами (подграф топологии квантовой си-
стемы),

• z = {−1, 1}|V | – конфигурация спинов,
значения которых указывают энергети-
ческое состояние соответствующих куби-
тов,

• симметричная матрица J = ||Jij ||(i,j)∈E
задает энергию взаимодействия пар ку-
битов,

• вектор h = ||hi||i∈V задает внешнее поле,
воздействующее на отдельные кубиты.

В системах D-Wave имеются следующие
ограничения на используемые коэффициен-
ты целевой функции: hi ∈ [−2, 2], Jij ∈
[−1, 1] [18]. Заметим, что задачу минимизации
E(z) в эквивалентной форме в булевом базисе

{0, 1}|V | принято называть задачей квадратич-
ной неограниченной (безусловной) бинарной
оптимизации (двоичной оптимизации в виде
квадратической функции с неограниченным
диапазоном значений, quadratic unconstrained
binary optimization, QUBO) [18]. Обе указан-
ные формы задачи могут быть решены с помо-
щью эвристики КО, для чего требуется задать
матрицу J и вектор h.
Напомним, что SAT-задача заключает-

ся в поиске такого набора значений x =
(x1, . . . , xn) ∈ {0, 1}n булевой формулы F , при
котором формула является выполнимой, т. е.
F истинна [8].

Пример 1. Рассмотрим булеву формулу с
двумя переменными F = x1 ∧ x2, где ∧ – опе-
рация логического «И». Она выполнима, так
как при x1 = 1 и x2 = 1 F истинна.

В общем случае решение SAT-задачи сво-
дится к перебору всех возможных значений
переменных, входящих в заданную булеву
формулу, для поиска набора, выполняюще-
го формулу, либо доказательства отсутствия
такового.
Подход к решению SAT-задач с помощью

КО предложен в работах [4, 18, 19]. Суть под-
хода состоит в следующих этапах:

1. Представление булевой формулы в виде
логической цепи с соответствующими ло-
гическими операциями;

2. Построение элементов матрицы J и век-
тора h для функции E с помощью ре-
шения специальным образом построен-
ной задачи линейного программирования
(ЛП) в отдельности для каждой логиче-
ской операции, входящей в цепь;

3. Иерархическое построение итоговых мат-
рицы J и вектора h путем объединения
логических операций цепи, связанных от-
ношением предшествования (если выход-
ное значение логической операции явля-
ется входным значением другой опера-
ции) по особым правилам;

4. Добавление выходной переменной цепи
(например, zn) с присвоением максималь-
ного (положительного) коэффициента hn
и максимального по модулю отрицатель-
ного веса соответствующей дуги.

Таким образом, на этапах 1–3 фактически
выполняется кодирование логической цепи с
помощью матрицы J и вектора h, а на заклю-
чительном этапе 4 – постановка SAT-задачи.
Рассмотрим далее указанные этапы более по-
дробно.
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Для экономии обозначений положим здесь,
что цепь состоит из одной логической опера-
ции с n операндами. Согласно [18], для задан-
ной логической операции следует таким об-
разом подобрать коэффициенты матрицы J
и вектора h, чтобы обеспечить достижение
минимального значения энергии (1) на на-
борах z ∈ C, входящих в таблицу истин-
ности C указанной операции (это значение
энергии обозначим l). При этом для значений
z ∈ {−1, 1}n \ C обеспечивается энергетиче-
ский штраф не менее g > 0, причем необхо-
димо максимизировать указанный штраф. Та-
ким образом, решается следующая задача ли-
нейного программирования [18]:

g → max
E(z) = l, z ∈ C,
E(z) � g + l, z ∈ {−1, 1}n \ C,
−2 � hi � 2, i ∈ V,
−1 � Jij � 1, (i, j) ∈ E,
g > 0.

(2)

Отметим, что l есть энергия системы в так
называемом основном состоянии (состоянии с
минимальной энергией), а величина g пред-
ставляет собой промежуток, который отделя-
ет основное состояние от остальных (возбуж-
денных) состояний. Чем больше g, тем боль-
ше вероятность получить основное состояние
в результате выполнения КО и меньше время,
требуемое для выполнения КО. Таким обра-
зом, если указанная задача (2) имеет решение,
то результатом выполнения КО с соответству-
ющей целевой функцией (1) при h, J , явля-
ющихся решением (2), будет с большой веро-
ятностью один из элементов таблицы истин-
ности C. Заметим, что, в связи со спиновым
представлением энергии (1), значения булевых
переменных кодируются следующим образом:
«−1» – ИСТИНА, «1» – ЛОЖЬ.
Поясним кодирование одиночной логиче-

ской операции (этап 2) на следующем примере.

Пример 2. Рассмотрим в качестве примера
логическую операцию ИЛИ-НЕ (NOR), соот-
ветствующую булевой формуле F = ¬(x0∨x1).
Обозначим x2 выходное значение логической
операции NOR, имеющей на входе значения
x0, x1. Таблица истинности для соответствую-
щей логической операции представлена в таб-
лице 1. Таким образом, для логической опе-
рации ИЛИ-НЕ множество троек C, соответ-
ствующих таблице истинности, в задаче опти-
мизации (2) имеет вид

C = {(1, 1,−1), (1,−1, 1), (−1, 1, 1), (−1,−1, 1)}.

Таблица 1. Таблица истинности операции ИЛИ-НЕ
F = ¬(z0 ∨ z1) в спиновой форме записи
Table 1. Truth table of the NOR operation F =
¬(z0 ∨ z1) in spin notation

z0 z1 z2
1 1 −1
1 −1 1

−1 1 1
−1 −1 1

Таким образом, нужно решить задачу
ЛП (2) с переменными h0, h1, h2, J01, J02,
J12, l, g. Для решения задачи ЛП воспользу-
емся пакетом highs для среды вычислений R.
Решение имеет вид: h = (−0.5,−0.5,−1),
J01 = 0.5, J02 = 1, J12 = 1 g = 2, l = −1.5.
На рис. 1 представлено полученное решение в
виде графа, где соответствующие веса hi ука-
заны для вершин i = 0, 1, 2, а веса Jij указа-
ны для ребер (i, j), i, j = 0, 1, 2 (отметим, что
граф полносвязный). Как показывает экспери-
ментальная проверка на симуляторе машины
D-Wave, решение задачи минимизации энер-
гии (1) с помощью КО для полученных векто-
ра h и матрицы J возвращает конфигурации
спинов, которые составляют таблицу истинно-
сти (табл. 1).

0
-0.5

1
-0.5

2
-1.0

0.5

1.0

1.0

Рис. 1. Граф с весовыми коэффициентами, полу-
ченными путем решения задачи ЛП (2) для опера-
ции ИЛИ-НЕ
Fig. 1. Graph with weight coefficients obtained by
solving the LP problem (2) for the NOR operation

Заметим, что задача (2) может не иметь
решений. В этом случае может потребоваться
добавление дополнительных вспомогательных
переменных [4], однако обсуждение этой тех-
ники лежит за рамками данной статьи.
Для построения цепи из нескольких логи-

ческих операций в [18] предлагается получить
соответствующие коэффициенты для отдель-
ных операций, а затем обеспечить, чтобы пе-
ременные в связанных логических операциях
(например, выходная переменная одной опера-
ции, являющаяся входной для другой опера-
ции) принимали одно и то же значение. Для
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этого устанавливается наибольший по модулю
отрицательный весовой коэффициент Jij = −1
для всех пар i, j переменных, для которых тре-
буется обеспечить равенство zi = zj (действи-
тельно, в этом случае Jijzizj принимает наи-
меньшее значение).
Приведем пример объединения двух логи-

ческих операций в логическую цепь (этап 3).

Пример 3. Рассмотрим булеву формулу F2 =
¬(¬(z0∨z1)∨z4). Такая формула эквивалентна
системе логических операций⎧⎨

⎩
z2 = ¬(z0 ∨ z1),

z5 = ¬(z3 ∨ z4),

z3 = z2.

(3)

Таким образом, логическая цепь строится на
основе полученных в Примере 2 логических
операций ИЛИ-НЕ путем добавления ребра
с весовым коэффициентом J23 = −1 между
выходной переменной z2 первого логическо-
го элемента и входной переменной z3 второго
логического элемента. Граф логической цепи
для формулы F2, построенный путем объеди-
нения графов, представлен на рис. 2.
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Рис. 2. Граф с весовыми коэффициентами, полу-
ченными путем решения задачи ЛП (2) и приме-
нения правил этапа 3 для булевой формулы F2

Fig. 2. Graph with weights obtained by solving the
LP problem (2) and applying the rules of stage 3 for
the Boolean formula F2

Наконец, покажем пример постановки SAT-
задачи (этап 4) на примере булевой фор-
мулы F2, кодирование которой выполнено
в Примере 3.

Пример 4. Для получения конфигурации
спинов, при которой F2 истинна, следует до-
бавить переменную z6, эквивалентную выход-
ной переменной z5 формулы F2. Для того
чтобы обеспечить минимизацию энергии при
z6 = −1, коэффициент h6 следует выбрать
максимальным, т. е. h6 = 2 (для маши-
ны D-Wave). Наконец, аналогично этапу 3,

для обеспечения равенства z5 = z6 выби-
раем J56 = −1. Граф логической цепи для
SAT-задачи на основе формулы F2 представ-
лен на рис. 3. Экспериментальная проверка
на симуляторе машины D-Wave показывает,
что решение задачи КО возвращает конфи-
гурации переменных, которые составляют те
строки таблицы истинности формулы F2 в
форме (3) (табл. 2), при которых F2 истин-
но (F2 = −1). При 100 запусках КО возвра-
щает конфигурацию {−1,−1, 1, 1, 1,−1,−1}
30 раз, {1,−1, 1, 1, 1,−1,−1} – 34 раза,
{−1, 1, 1, 1, 1,−1,−1} – 36 раз.
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Рис. 3. Граф логической цепи для SAT-задачи на
основе формулы F2

Fig. 3. Logical circuit graph for SAT-problem based
on formula F2

Таблица 2. Таблица истинности логической цепи,
записанной в виде системы (3)
Table 2. Truth table of a logical chain written as a
system (3)

z0 z1 z2 z3 z4 z5
1 1 −1 −1 1 1

−1 1 1 1 1 −1
−1 −1 1 1 1 −1
−1 −1 1 1 −1 1
1 −1 1 1 1 −1
1 −1 1 1 −1 1

−1 1 1 1 −1 1
1 1 −1 −1 −1 1

Особенности кодирования цепи
из квантовых вентилей

В отличие от классических логических це-
пей квантовые цепи состоят из квантовых вен-
тилей, оперирующих на кубитах. Помимо ба-
зисных значений, традиционно обозначаемых
|0〉 и |1〉, одиночные кубиты могут находить-
ся в смешанном состоянии α |0〉 + β |1〉, где
α, β ∈ C – комплексные коэффициенты, такие
что α2 + β2 = 1 (т. е. множество возможных
значений кубита континуально). Кроме того,
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несколько кубитов могут находиться в так на-
зываемом запутанном состоянии, т. е. состоя-
нии, при котором значения кубитов при изме-
рении являются зависимыми. Для таких цепей
непосредственное применение метода кодиро-
вания, предложенного в [18], представляет ряд
сложностей. В то же время такое кодирова-
ние позволило бы обеспечить решение задачи
построения квантовой цепи минимальной дли-
ны, реализующей заданную функцию, напри-
мер, с помощью метода, предложенного в ра-
боте [10]. Однако решение такой задачи потре-
бует создания бинарного представления для
всех возможных промежуточных значений ку-
битов квантовой цепи, что является открытой
проблемой [3].
В данном разделе рассмотрим применение

метода, представленного в разделе «Кодиро-
вание логических цепей с помощью квантово-
го отжига», к кодированию простой кванто-
вой цепи с бинарным входом и квантовыми
вентилями, выходные значения которых так-
же являются бинарными при бинарных вход-
ных значениях. В качестве таких вентилей вы-
берем вентиль отрицания NOT и вентиль кон-
тролируемого отрицания CNOT. Заметим, что
вентиль CNOT широко применяется в кван-
товых цепях и в так называемой обратимой
логике. Вентиль имеет два входа и два выхо-
да, при этом значение первого входа копирует-
ся на первый выход, а значение второго входа
инвертируется (т. е. вместо |0〉 на выход по-
ступает |1〉 и наоборот) в случае, если первый
вход имеет значение истина, т. е. первый кубит
находится в состоянии |1〉, в противном слу-
чае (если первый кубит равен |0〉) второй вы-
ход копирует второй вход. Таблица истинно-
сти вентиля CNOT представлена в таблице 3.

Таблица 3. Таблица истинности вентиля CNOT с
входными битами z0, z1, выходными битами z2, z3
и дополнительным битом z4 = z0 ∧ z1 ∧ z2
Table 3. Truth table of a CNOT gate with input
bits z0, z1, output bits z2, z3 and an extra bit z4 =
z0 ∧ z1 ∧ z2

z0 z1 z2 z3 z4
1 1 1 1 1
1 −1 1 −1 1

−1 1 −1 −1 1
−1 −1 −1 1 −1

В следующем примере выполним кодирова-
ние квантовой цепи с двумя кубитами, состоя-
щей из последовательного применения венти-
ля CNOT с контрольным первым кубитом, а
затем – применения вентиля отрицания NOT
к первому кубиту. Поскольку рассматривае-

мая цепь при бинарном входе имеет бинарный
выход, удобно представить ее значения в виде
таблицы истинности, представленной в табли-
це 4. Заметим, что нумерация входных и вы-
ходных кубитов в таблице 4 выполнена в соот-
ветствии с Примером 5.

Таблица 4. Таблица истинности цепи, состоящей
из последовательного применения вентиля CNOT
с контрольным первым кубитом, а затем примене-
ния вентиля отрицания NOT к первому кубиту
Table 4. Truth table of a chain consisting of
successively applying a CNOT gate to the control first
qubit, and then applying a NOT gate to the first qubit

z0 z1 z6 z3
1 1 −1 1
1 −1 −1 −1

−1 1 1 −1
−1 −1 1 1

Пример 5. Выполним кодирование вентиля
CNOT с двумя входами. Для значений куби-
тов примем следующие соглашения. Обозна-
чим z0 = 1, если первый входной кубит нахо-
дится в состоянии |0〉, и z0 = −1, если ина-
че. Аналогично закодируем значение второ-
го входного и выходных кубитов. Заметим,
что соответствующая задача ЛП (2) не име-
ет решения для переменных z0, . . . , z3 и требу-
ет введения дополнительной переменной z4 =
z0 ∧ z1 ∧ z2, полученной путем перемножения
трех первых битов (о данном методе подробнее
см. [4]). Решение (2) имеет следующий вид:

h = (0.75, 0.5, 0.75,−0.5,−2.0), g = 1, l = −4,

J =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0.25 −1 0.5 −1
0.25 −0.5 −1

−1 −1
1

⎤
⎥⎥⎥⎦ .

(Для матрицы J указаны только значения
верхнетреугольной подматрицы вследствие
симметричности.) Экспериментальная провер-
ка на 100 запусках КО показала, что значе-
ние {−1,−1,−1, 1,−1} было получено 21 раз,
{−1, 1,−1,−1, 1} – 32 раза, {1,−1, 1,−1, 1} –
19 раз, {1, 1, 1, 1, 1} – 28 раз, т. е. кодирование
вентиля выполнено верно.
Аналогично выполним кодирование опера-

ции NOT с входным кубитом z5 и выходным
z6. Решая задачу ЛП (2), получаем, что h5 =
h6 = 0, J56 = 1, g = 2, l = −1.
Наконец, для кодирования цепи, состоящей

из последовательных вентилей CNOT с кон-
трольным первым кубитом и NOT, применен-
ным к первому кубиту, приравняем первый
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выходной кубит CNOT, z2, и первый входной
кубит, z5, для чего, в соответствии с этапом 3
метода, представленного в разделе «Кодиро-
вание логических цепей с помощью квантово-
го отжига», положим J25 = −1. Выходными
кубитами квантовой цепи при этом будут ку-
биты z3 и z6.
Используем полученные коэффициенты

h, J для запуска КО. В результате 100 за-
пусков КО значение {1,−1, 1,−1, 1, 1,−1}
встречается 35 раз, {−1,−1,−1, 1,−1,−1, 1} –
27 раз, {1, 1, 1, 1, 1, 1,−1} – 21 раз,
{−1, 1,−1,−1, 1,−1, 1} – 17 раз. Как можно
убедиться, указанные значения соответствуют
таблице истинности квантовой цепи, представ-
ленной в таблице 4. Таким образом, выпол-
нено кодирование искомой квантовой цепи с
бинарными входными и бинарным выходными
значениями.

Заключение

В данной работе рассмотрены подходы к
кодированию функциональности логических
цепей и SAT-задач на их основе в виде соответ-
ствующих коэффициентов в модели Изинга и
дальнейшего поиска решения с помощью КО.
Экспериментально показано, что указанный
подход может быть адаптирован для кванто-
вых цепей с бинарным входным и бинарным
выходным значением в случае, если все про-
межуточные состояния цепи также являются
бинарными. Для обобщения данного подхода
на универсальные квантовые цепи необходимо
обеспечить конечность возможных промежу-
точных состояний цепи, однако такая возмож-
ность требует дальнейших исследований.
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