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В контексте проблемы анализа антропогенного воздействия углекислого га-
за на окружающую среду возникает потребность в исследовании динамики
почвенного углерода. Тепловые параметры (теплоемкость, теплопроводность
и температуропроводность) играют существенную роль в процессах переноса
и продуцирования CO2. С учетом зависимости этих процессов от текстуры
почвы и других различных факторов актуальной является задача математи-
ческого описания теплового режима почв для конкретной местности. Суще-
ствует множество оценок коэффициента температуропроводности, каждая из
которых не является универсальной. В данной работе методом наименьших
квадратов проводится оценка коэффициента затухания температурной волны
(температуропроводности) для лесных песчаных почв Восточной Фенноскан-
дии в предположении однородности среды. Также предлагается метод оценки
амплитуды дневного колебания температурной волны и даются практические
рекомендации по проведению измерений.

Ключ е вы е c л о в а: тепловой режим почвы; температуропроводность; метод
наименьших квадратов
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The problem of analyzing the impact of anthropogenic carbon dioxide on the
environment necessitates the study of the soil carbon dynamics. Thermal parameters
(heat capacity, thermal conductivity, and thermal diffusivity) play an essential role
in the processes of CO2 transfer and production. Considering that these processes
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Введение

Мониторинг динамики почвенного CO2

имеет важное значение для количественной
оценки и моделирования глобального цикла
углерода, который, в свою очередь, исследует-
ся в контексте проблемы антропогенного воз-
действия на биосферу. Тепловые параметры
грунта являются существенными факторами
почвообразования и важны для расчета пе-
реноса и продуцирования CO2. Существует
большой объем экспериментальных данных,
описывающих влияние температуры на дина-
мику газовой фазы почв [1, с. 10] (темпера-
тура влияет на гидрофизические характери-
стики, определяет скорости протекания внут-
рипочвенных реакций, активность почвенной
биоты и др.). Под «тепловым режимом» по-
нимаются процессы поступления, перераспре-
деления и расхода тепла в почве и на ее гра-
ницах. А под «температурным режимом» поч-
вы – порождаемая этими процессами динами-
ка температуры на поверхности и в почвенном
профиле (различных слоях почвы) [6, с. 330].
Математическое моделирование и прогноз

распределения температуры по профилю поч-
вы нужен как для проведения фундаменталь-
ных исследований в области почвоведения, в
частности в условиях глобального изменения
климата [8, с. 70], так и в практической агро-
физике [7, 9–12]. Кроме того, актуальной яв-
ляется задача построения алгоритмов, позво-
ляющих получать количественные оценки теп-
ловых параметров почв (теплоемкости, тепло-
проводности и температуропроводности), ис-
пользуя данные об их плотности, пористости,
содержании органического вещества, влажно-
сти и др. Эти данные называются основны-
ми (базовыми) свойствами почв. Они извест-

ны для большинства случаев, так как при
стандартных исследованиях определяются в
первую очередь. Однако экспериментальные
данные по теплоемкости, теплопроводности и
температуропроводности имеют весьма раз-
розненный характер [1, c. 14-15]. Зависимость
этих параметров от базовых свойств затрудня-
ет их оценку.
Стоит отметить, что из-за многообразия

почв и условий их жизненного цикла возни-
кает необходимость более пристального вни-
мания к математическому описанию теплово-
го режима почв для конкретной местности.
В данной работе автор использует следующие
предположения: исследуется песчаная почва,
покрытая лесной подстилкой, в погожий лет-
ний день в конце июля в сосновом лесу Восточ-
ной Фенноскандии. Колебания температуры
затрагивают по существу лишь примерно по-
луметровый корнеобитаемый подповерхност-
ный слой почвы, где из-за физико-химических
процессов разложения органических веществ
и жизнедеятельности микроорганизмов проис-
ходит в основном активное дыхание и проду-
цирование CO2.

Математическая модель

Для описания распространения темпера-
турных волн в почвенном профиле использу-
ется уравнение теплопроводности:

∂(cvT (t, z))

∂t
=

∂

∂z

(
λ · ∂T (t, z)

∂z

)
, (1)

где T (t, z) ([T ] = K) – температура почвы в
момент времени t на глубине z ([z] = м), cv –
объемная теплоемкость ([cv] = Дж ·м−3 ·K−1),
λ – теплопроводность ([λ] = Вт · м−1 ·K−1).

depend on the soil texture and other various factors, mathematical description of the
thermal regime of soils in a specific area is a relevant task. There are many ways to
estimate the thermal diffusivity coefficient, none of which is universal. In this paper,
the least squares method is used to estimate the temperature wave attenuation
coefficient (thermal diffusivity) for sandy forest soils of Eastern Fennoscandia,
under the assumption that the medium is uniform. Also, a method for estimating
the amplitude of daily temperature wave fluctuations is proposed and practical
recommendations for the measurements are given.

K e ywo r d s: soil thermal regime; thermal diffusivity; least squares method

F o r c i t a t i o n: Grudova K. V. Modeling of daily temperature fluctuations
in the root layer of sandy forest soils. Trudy Karel ′skogo nauchnogo tsentra
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В [8, c. 78-80] рассматриваются различные
зависимости cv, λ и их влияние на вид уравне-
ния теплопроводности. Обычно предполагает-
ся, что почва является однородной средой, для
которой характерно постоянство величин cv, λ
[4, с. 166]. В этом случае вводится коэффици-
ент температуропроводности χ ([χ] = м2 · с−1),
связанный с cv и λ соотношением χ = λ/cv, и
уравнение (1) записывается в виде:

∂T (t, z)

∂t
= χ · ∂

2T (t, z)

∂z2
, (2)

где χ является постоянной величиной. В дан-
ной работе остановимся на предположении од-
нородности почвы.
Рассмотрим суточный ход температуры.

Температура почвы обладает периодичным
характером и колеблется в окрестности неко-
торого среднего значения.
Рассмотрим комплексную функцию

T = T0e
i(ωt−αz), (3)

где T0, ω, α – постоянные. Подставим это выра-
жение в уравнение (2) и после преобразований
получим:

iω = −α2χ,

α =
√

−iω/χ = ±(1− i)

√
ω

2χ
.

Таким образом, выражение (3) примет вид:

T = T0e
i(ωt∓√ ω

2χ
z) · e∓

√
ω

2χ
z
. (4)

Это выражение содержит в себе два решения,
которые отличаются знаком в показателе сте-
пени. Колебания температуры начинают воз-
буждаться на поверхности почвы и передают-
ся внутрь ее. По мере удаления от поверхно-
сти среды они должны затухать. Множитель
e
+
√

ω

2χ
z стремится к бесконечности при z → ∞,

что не соответствует условиям задачи. Таким
образом, в выражении (4) оставляем знак ми-
нус. Далее от комплексного решения перехо-
дим к двум вещественным, воспользовавшись
формулой Эйлера eix = cosx+ i sinx:(

∂T1(t, z)

∂t
− χ · ∂

2T1(t, z)

∂z2

)

+ i

(
∂T2(t, z)

∂t
− χ · ∂

2T2(t, z)

∂z2

)
≡ 0,

T1(t, z) ≡ T0 · cos
(
ωt−

√
ω

2χ
z
)
· e−

√
ω

2χ
z
, (5)

T2(t, z) ≡ T0 · sin
(
ωt−

√
ω

2χ
z
)
· e−

√
ω

2χ
z
.

Решения T1,2 однотипны, остановимся на (5).
Применим этот результат к тепловым вол-

нам, возбуждаемым в поверхностном слое поч-
вы суточными и среднегодовыми колебаниями
температуры. Для среднегодового колебания
имеем следующее выражение:
Ty(t, z) = T∞ +ΔTy exp

{− αyz
}

× cos
{
ωyt− αyz

}
, αy ≡

√
ωy[2χy]−1,

где индекс y означает «year»; T∞ – установи-
вшееся значение температуры на глубине
3–4 метра; ΔTy – среднегодовая амплитуда
колебания; τy = 2π/ωy – период колебаний,
равный году; ωy – соответствующая частота;
αy – коэффициент затухания температурных
волн ([αy] = м−1 · с−1); χy – коэффици-
ент температуропроводности. Для ориенти-
ровки по порядку величин значения парамет-
ров приняты в соответствии с [3, с. 101]: период
τy ≈ 365 · 24 · 60 · 60 ≈ 3.15 × 107с, частота
ωy ≈ 2×10−7, коэффициент χy ≈ 2×10−7м2/с.
Тепловая волна распространяется с за-

держкой по фазе. Максимальное значение
температуры приповерхностного слоя почвы
(z = 0) достигается при t = 0. Таким обра-
зом, за начало отсчета времени условно прини-
маем границу июль-август. В текущей работе
нас интересуют суточные колебания темпера-
туры, поэтому в соответствии с [2, с. 36-37],
пренебрегая малой величиной ωyt, фиксируем
«базовое распределение J = July»:

TJ(z) = T∞ +ΔTy exp
{− αyz

}
× cos

{− αyz
}
.

(6)

В дневном диапазоне принимаем аппроксима-
цию (d = day):

Td(t, z) = TJ(z)−ΔTd exp
{− αdz

}
× cos

{
ωdt− αdz

}
,

(7)

где ΔTd – дневная амплитуда колебаний;
ωd ≈ 365 · ωy и αd ≈ 19 · αy. Так как лесная
подстилка оказывает демпфирующее влияние,
амплитуда ΔTd будет невелика (≈ 2 градуса).
За начальный момент времени в форму-

ле (7) принимается начало нагрева почвы по-
сле ночного охлаждения (6 часов утра). Ми-
нимум приповерхностной (z = 0) температуры
достигается при t = 0.
Для нахождения амплитуды дневного ко-

лебания (ΔTd) температуру измеряют начи-
ная с некоторой глубины h > 0, а не с услов-
ной поверхности z = 0. Пусть на фиксирован-
ной глубине tmax – момент времени, при кото-
ром достигается максимальное значение тем-
пературы в течение дня; tmin – момент вре-
мени, при котором достигается минимальное
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значение температуры в течение дня. Обра-
тим внимание на формулу (7). При фиксиро-
ванном значении z = h максимальное и ми-
нимальное значение температуры достигается
при минимальном и максимальном значении
cos(ωdt − αdh) соответственно. Получаем сле-
дующее выражение для ΔTd:

ΔTd = ΔTd,h exp
{
αdh

}
,

где ΔTd,h ≡ (Td(tmax, h) − Td(tmin, h))/2 опре-
деляется по экспериментальным данным. При-
нятая аппроксимация температурной волны в
суточном диапазоне времени преобразуется к
следующему виду:

Td(t, z) = TJ(z)−ΔTd,h exp
{
αd(h− z)

}
× cos

{
ωdt− αdz

}
,

(8)

TJ(z) = T∞ +ΔTy exp
{− αyz

}
× cos

{− αyz
}
.

(9)

Лесные песчаные почвы характеризуются
верхним относительно тонким (≈ 5–8 см) сло-
ем лесной подстилки, после которого идет кор-
необитаемый слой (≈ 30 см), переходящий
в практически однородный песчаный «моно-
лит» до рассматриваемой глубины (1 м). Наи-
более целесообразны измерения на глубинах
примерно 5–30 см.

Тестирование модели

На начальном этапе с помощью принятой
аппроксимации (6)–(7) были сгенерированы
«экспериментальные» данные (Te) для суток
(с 06:00 до 06:00 следующих суток) с времен-
ным шагом равным часу (строки таблицы Te)

на глубине 5, 10, 15 см (столбцы) со следую-
щими значениями коэффициентов: ΔTd = 3 K,
T∞ = 276 K, ΔTy = 8 K, αy = 1 м−1 · с−1,
αd = αy × 19, ωy = 2× 10−7, ωd = 365× ωy.
На следующем шаге, условно «забыв» ко-

эффициент αy, аппроксимировали значения Te

с помощью формул (8)–(9), варьируя неизвест-
ную теперь переменную αy.
Из таблицы Te несколькими способами,

описанными ниже, были получены различ-
ные выборки T l

e (l – номер способа форми-
рования выборки). Для каждого случая ме-
тодом наименьших квадратов (МНК) оцени-
валось значение параметра αy, находилось
Δα = |αy,e − αy|, где αy,e = 1м−1 · с−1 –
«идеальное» значение коэффициента, и опре-
делялась среднеквадратичная относительная
ошибка аппроксимации экспериментальных
данных S по формуле:

S =

√√√√√
n∑

i=1

m∑
j=1

(T (ti,zj)−T l
e(ti,zj)

T l
e(ti,zj)

)2
n ·m .

Полученные результаты сравнивались
между собой с целью определения предпочти-
тельных условий измерения температурных
показателей почвы.
Способ 1. Из таблицы экспериментальных

данных (Te) были выбраны пять строк, соот-
ветствующие моментам времени 06:00, 12:00,
18:00, 00:00 и 05:00. К каждой выборке был
применен МНК. При этом взято значение глу-
бины h для определения амплитуды дневного
колебания равное 15 см. Результаты отобра-
жены на рис. 1, a (Δα = 10−2м−1 · с−1). Стоит
отметить: изменение h с 15 до 5 см не оказало
влияния на Δα, но уменьшило S (рис. 1, b).

a) b)

Рис. 1.МНК для выборок, полученных способом 1: (а.1) 6:00, (а.2) 12:00, (а.3) 18:00, (а.4) 00:00, (а.5) 5:00;
(b.1) 12:00, h = 15 см, (b.2) 12:00, h = 10 см, (b.1) 12:00, h = 5 см
Fig. 1. LS for samples obtained by method 1: (a.1) 6:00, (a.2) 12:00, (a.3) 18:00, (a.4) 00:00, (a.5) 5:00;
(b.1) 12:00, h = 15 cm, (b.2) 12:00, h = 10 cm, (b.1) 12:00, h = 5 cm
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Способ 2. В качестве выборок были взяты
столбцы матрицы Te, соответствующие глуби-
нам z = 5 см, z = 10 см и z = 15 см, к каж-
дому из которых также был применен МНК.
Результаты получились аналогичными преды-
дущим (см. рис. 2). Заметим, что для аппрок-

симации волны на глубине z = 15 см варьи-
рование h не оказывало значительного влия-
ния на квадратичную ошибку аппроксимации
(h � z), в то время как на глубине z = 5
см (h � z) оказало существенное воздействие
(см. рис. 2, b).

a) b)

Рис. 2. МНК для выборок, полученных способом 2: (а.1) z = 5 см, h = 15 см; (а.2) z = 10 см, h = 15 см;
(а.3) z = 15 см, h = 15 см; (b.1) z = 5 см, h = 15 см; (b.2) z = 5 см, h = 10 см; (b.3) z = 5 см, h = 5 см;
(b.4) z = 15 см, h = 15 см; (b.5) z = 15 см, h = 10 см; (b.6) z = 15 см, h = 5 см
Fig. 2. LS for samples obtained by method 2: (a.1) z = 5 cm, h = 15 cm; (a.2) z = 10 cm, h = 15 cm; (a.3)
z = 15 cm, h = 15 cm; (b.1) z = 5 cm, h = 15 cm; (b.2) z = 5 cm, h = 10 cm; (b.3) z = 5 cm, h = 5 cm;
(b.4) z = 15 cm, h = 15 cm; (b.5) z = 15 cm, h = 10 cm; (b.6) z = 15 cm, h = 5 cm

Способы 3–5. Пример схем третьих и чет-
вертых способов генерации выборок из таб-
лицы Te дан на рис. 3 (закрашенные ячей-
ки – элементы, вошедшие в выборку). В каче-
стве последней исследуемой выборки взята вся
таблица Te.

a) b)

Рис. 3. Способ 3 (a) и 4 (b). Элементы, вошедшие
в выборки
Fig. 3. Method 3 (a) and 4 (b). Elements included in
the samples

Во всех предложенных случаях результаты
работы МНК были аналогичны предыдущим
(Δα = 10−2м−1 · с−1).
Итоговое сравнение полученных результа-

тов для выборок, сформированных всеми че-
тырьмя способами, отображено на рис. 4 (h =
5 см). На графиках видно, что наименьшую

ошибку S дает аппроксимация выборки, сфор-
мированной способом 1. Выборки, сформиро-
ванные способами 3 и 4, дают похожие между
собой результаты. Наибольшую ошибку дает
2-й способ генерации выборки.

Рис. 4.МНК для различных выборок: (1) способ 2,
z = 5 см; (2) способ 1, время 12:00; (3) способ 3;
(4) способ 4
Fig. 4. LS for different samples: (1) method 2,
z = 5 cm; (2) method 1, time 12:00; (3) method 3;
(4) method 4
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Проверка модели на полевых данных
Результаты предыдущего раздела подтвер-

ждают эффективность применения МНК в
оценке коэффициента затухания температур-
ной волны. Получим оценку αy для реальных
температурных показателей, характерных для
почв Карелии. Данные взяты из работы [5,
с. 78]. Полевые наблюдения проводили на пло-
щадке, расположенной в центре вырубки, на
расстоянии 30 м от стены леса. Температуру
почвы измеряли в середине июля 2014 г. Для
оценки взяты данные о суточном колебании
температуры на глубине 5 см.
Так как в статье речь идет об открытой

местности, находящейся под прямым воздей-
ствием солнечного тепла, то помимо парамет-
ра αy будет изменяться и среднее значение
температуры на глубине (T∞). Поэтому ис-
пользовался МНК по отношению к двум па-
раметрам: и к αy, и к T∞. Полученные резуль-
таты отображены на рис. 5.

Наименьшая среднеквадратичная ошибка
была приближенно равна 6, 89× 10−2 при зна-
чениях T∞ = 5, 85 ◦C, αy = 1, 75 м−1 · с−1.
График аппроксимации с заданными парамет-
рами представлен на рис. 6.

Заключение

В работе проведена оценка коэффициен-
та затухания температурных волн (температу-
ропроводности) методом наименьших квадра-
тов с учетом особенностей песчаных почв Во-
сточной Фенноскандии в предположении одно-
родности почвы. Тепловые волны, аппрокси-
мированные с помощью МНК, сравнивались
с реальными температурными измерениями
для подтверждения эффективности его при-
менения. Предложен метод оценки амплиту-
ды дневного колебания волны на основе поле-
вых измерений. Определена оптимальная глу-
бина измерений температуры почвы для пред-
ложенной оценки.

Рис. 5. S (ось Z) для T∞ ∈ [5, 10] ◦C (ось Y) и
αy ∈ [0, 2] м−1 · с−1 (ось X)
Fig. 5. S (Z axis) for T∞ ∈ [5, 10] ◦C (Y axis) and
αy ∈ [0, 2] m−1 · c−1 (X axis)

Рис. 6. Оценка реальных температурных показа-
телей (1) МНК (2)
Fig. 6. Real temperature indicators estimation (1) of
the LS (2)
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