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В статье рассмотрена задача моделирования динамики популяций типа
«хищник–жертва» с внутривидовой конкуренцией жертв. Модель представляет
собой гибридную систему (систему с переключениями). Переключения проис-
ходят между режимом взаимодействия и режимом «убежища» (Refuge-regime),
при котором число доступных жертв настолько мало, что хищники не могут их
обнаружить и это приводит к отсутствию взаимодействия популяций. Прове-
ден анализ режимов скольжения на линии переключения по методу Филиппова.
Получены условия существования равновесия и псевдоравновесия в построен-
ной гибридной системе, доказана их глобальная устойчивость.
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The paper studies the problem of modeling the “predator-prey” population dynamics
with intraspecific competition among the prey. The model has the form of a hybrid
system (system with switching). The switching is between the interaction regime
and the refugeregime, where the accessible prey numbers are so small that the
predators cannot find the prey and there is no interaction between the populations.
The sliding modes on the switching line were analyzed using the Filippov approach.
The conditions for the existence of equilibrium and pseudo-equilibrium are derived,
their global stability is proved.
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Введение

Данная работа посвящена математическо-
му моделированию динамики популяций хищ-
ника и жертвы посредством гибридной ди-
намической системы, учитывающей внутри-
видовую конкуренцию жертв. В работе [1]
представлена система, описывающая дина-
мику взаимодействия популяций хищника и
жертв, учитывающая внутривидовую конку-
ренцию жертв вследствие ограниченности ре-
сурсов, основанная на классической модели
Лотки –Вольтерры. Указанная модификация
модели Лотки –Вольтерры позволяет стабили-
зировать систему, получив затухающие коле-
бания численностей популяций [1].
Рассмотрим модель динамики популяций

типа «хищник–жертва» с внутривидовой кон-
куренцией жертв{

ẋ = x(a− by − cx) = f1(x, y),

ẏ = y(kbx−m) = f2(x, y),
(1)

где x, y – количественные характеристики по-
пуляций жертв и хищников соответственно,
a > 0 – коэффициент прироста жертв в от-
сутствие хищников, b > 0 – коэффициент ис-
требления хищником жертв, m > 0 – коэф-
фициент естественной смертности хищников,
0 < k < 1 – доля полученной с потребляемой
хищником биомассой энергии, которая расхо-
дуется им на воспроизводство, c > 0 описыва-
ет внутривидовую конкуренцию. Система (1)
имеет единственное нетривиальное равновесие
P = (x∗, y∗), где x∗ = m

kb , y
∗ = akb−cm

kb2 . Как
можно видеть, необходимым условием поло-
жительности y∗ и, как следствие, существова-
ния этого равновесия является

m

kb
<

a

c
. (2)

Линеаризуя систему (1) в окрестности равно-
весия P , нетрудно установить, что равновесие
P асимптотически устойчиво. При этом если
cm(c+4kb) < 4a(kb)2, то P = (x∗, y∗) – фокус,
а если cm(c+ 4kb) > 4a(kb)2, то P = (x∗, y∗) –
узел.
В настоящей статье будет представлено

развитие модели (1) посредством введения

так называемого режима «убежища» (Refuge-
regime), при котором число доступных жертв
слишком мало и хищники практически не мо-
гут их обнаружить, поэтому отсутствует вза-
имодействие между хищниками и жертвами.
Один из примеров гибридной модели динами-
ки популяций с режимом «убежища» пред-
ставлен в работе [3]. Режим «убежища» опи-
сывается системой вида{

ẋ = x(a− cx) = g1(x, y),

ẏ = −my = g2(x, y).
(3)

Для моделирования изменения режимов бу-
дем использовать гибридную динамическую
систему, под которой будем понимать систему
с переключениями.

Модель «хищник–жертва»
с внутривидовой конкуренцией
и режимом «убежища»
Рассмотрим модель динамики популяций

хищника и жертв с внутривидовой конкурен-
цией и режимом убежища в виде следующей
гибридной системы:{

ẋ = x(a− cx)− ϕ(x, y),

ẏ = −my + kϕ(x, y),
(4)

где

ϕ(x, y) =

{
bxy, x

y > λ,

0, x
y < λ,

(5)

где λ > 0 – заданная пороговая постоян-
ная, характеризующая минимальное количе-
ство жертв, необходимое хищнику в едини-
цу времени для поддержания всех жизненных
функций. Как можно видеть, линией переклю-
чения для гибридной системы (4), (5) является
луч l = {(x, y) ∈ R2

+ : x = λy}, который разби-
вает R2

+ на два множества E1 = {(x, y) ∈ R2
+ :

x < λy} и E2 = {(x, y) ∈ R2
+ : x > λy}. В E1

действует система (3), в E2 – (1).
Главные изоклины системы (1) в R2

+ имеют
вид:
• ẋ = 0: cx+ by = a,

• ẏ = 0: x = m
bk .

Вертикальная изоклина системы (3) в R2
+:

• ẋ = 0: x = a
c .
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Найдем точки пересечения изоклин (1), (3) с
лучом l:

• R1 = (x1, y1) = {cx + by = a} ∩ l =(
λa

b+cλ ,
a

b+cλ

)
,

• R2 = (x2, y2) = {x = m
bk} ∩ l =

(
m
bk ,

m
λbk

)
,

• R3 = (x3, y3) = {x = a
c} ∩ l =

(
a
c ,

a
λc

)
.

Вспомогательные результаты

Будем исследовать скольжение на луче l,
используя метод Филиппова [2].

Лемма 1. На луче l имеем следующие режи-
мы переключения:

• прошивание из E1 в E2 при y <
a+m

cλ+b(1+kλ) ,

• устойчивое скольжение при a+m
cλ+b(1+kλ) <

y < a+m
cλ ,

• прошивание из E2 в E1 при y > a+m
cλ .

При этом векторное поле скольжения име-
ет вид v(z) = yS(y)(λi + j), где S(y) =
(akλ−m−kcλ2y)

1+kλ , z ∈ l, i, j – соответствующие
орты.

Доказательство. Обозначим e = 1√
1+λ2

(λ, 1) –
направляющий вектор l, τ = 1√

1+λ2
(−1, λ) –

нормаль к l. Следуя [2], найдем проекции fτ , gτ
векторных полей f = (f1, f2), g = (g1, g2) в
точках луча l на нормаль τ соответственно.
Имеем

fτ =
λy√
1 + λ2

((cλ+ kbλ+ b)y − a−m), (6)

gτ =
−λy√
1 + λ2

(a+m− cλy). (7)

Из (6), (7) имеем fτ > 0 при y > a+m
cλ+b(1+kλ) ,

gτ > 0 при y > a+m
cλ . Тогда, согласно [2],

получаем прошивание из E1 в E2 при y <
a+m

cλ+b(1+kλ) , из E2 в E1 при y > a+m
cλ , устойчивое

скольжение при a+m
cλ+b(1+kλ) < y < a+m

cλ .
Векторное поле скольжения v(z) для z ∈ l

имеет вид

v(z) = αf + (1− α)g,

где

α =
gτ

gτ − fτ
=

a+m− cλy

b(1 + kλ)y
.

Итак,

v(z) = λy(a− (αb+ cλ)y)i + y(αkbλy −m)j (8)
= yS(y)(λi + j),

где S(y) = (akλ−m−kcλ2y)
1+kλ , z ∈ l, i, j – соответ-

ствующие орты.

Найдем координаты точек касания луча пе-
реключения l к положительным полутраекто-
риям системы (1), (3). Из (6) получаем един-
ственную точку касания Q = (xq, yq) к поло-
жительным полутраекториям системы (1), где
xq = (a+m)λ

cλ+b(1+kλ) , yq = a+m
cλ+b(1+kλ) . Из (7) полу-

чаем единственную точку касания Q̃ = (x̃q, ỹq)
к положительным полутраекториям системы
(3), где x̃q = a+m

c , ỹq = a+m
cλ .

Лемма 2. Пусть λ > m
ak . Тогда существует

P̃ = (x̃, ỹ) в R2
+ такая, что v(P̃ ) = 0.

Доказательство. Из (8) x̃ = akλ−m
kcλ , ỹ =

akλ−m
kcλ2 . Очевидно, x̃ > 0, ỹ > 0 тогда и только
тогда, когда λ > m

ak .

При этом{
S(y) > 0, y < ỹ

S(y) < 0, y > ỹ.

Возможны два случая. При 0 < λ < mb
akb−cm

равновесие P ∈ E2, при λ > mb
akb−cm равновесие

P ∈ E1. Несложно показать, что m
ak < mb

akb−cm .
Исследуем взаимное расположение точек

Q, Q̃, P , P̃ , R1, R2, R3.
Из условия (2) следует, что x3 > x2. По-

скольку λ, a, b, c > 0, имеем λa
b+cλ > λa

cλ = a
c , то

x1 < x3. Несложно показать, что x1 < x2, если
0 < λ < mb

akb−cm .

Лемма 3. Точка касания Q ∈ [R1R2], где
[R1R2] = {(x, y) ∈ l : λa

b+cλ � x � m
bk} при λ ∈(

0, mb
akb−cm

)
, Q ∈ [R2R1], где [R2R1] = {(x, y) ∈

l : m
bk � x � λa

b+cλ} при λ > mb
akb−cm . Точка каса-

ния Q̃ ∈ (R3∞) = {(x, y) ∈ l : x > a
c}.

Доказательство. Сравним ординаты точек
Q, R1.

yq − y1 =
mb+mcλ− akbλ

(b+ cλ)(cλ+ b+ bkλ)
.

Сравним ординаты точек Q, R2.

yq − y2 =
akbλ−mb−mcλ

λbk(cλ+ b+ bkλ)
.



39
Труды Карельского научного центра Российской академии  наук. 2023. № 4

Очевидно, при условии (2), если 0 < λ <
mb

akb−cm , то y1 < yq < y2, а если λ > mb
akb−cm ,

то y2 < yq < y1.
Поскольку Q̃ =

(
a+m
c , a+m

λc

)
, R3 =

(
a
c ,

a
λc

)
,

то, очевидно, Q̃ ∈ (R3∞).

Лемма 4. Пусть λ > m
ak . Тогда P̃ ∈ (0R1)

тогда и только тогда, когда m
ak < λ < mb

akb−cm ,
P̃ ∈ (QR3) тогда и только тогда, когда λ >

mb
akb−cm .

Доказательство. Сравним ординаты точек
P̃ , R1.

ỹ−y1 =
akλ−m

kcλ2
− a

b+ cλ
=

akλb−mλc−mb

kcλ2(b+ cλ)
.

Учитывая условие (2), имеем ỹ < y1, если
λ < mb

akb−cm . А так как ỹ > 0 при λ > m
ak , то

получим P̃ ∈ (0R1).
Сравним ординаты точек P̃ , Q.

ỹ − yq =
akλ−m

kcλ2
− a+m

cλ+ b(1 + kλ)

=
(kλ+ 1)((akb−mc)λ−mb)

kcλ2(cλ+ b(1 + kλ))
.

Учитывая условие (2), получим:

ỹ > yq ⇔ λ >
mb

akb− cm
.

Сравним ординаты точек P̃ , R3.

ỹ − y3 =
akλ−m

kcλ2
− a

cλ
=

−mλc

kc2λ3
< 0.

Таким образом, получаем P̃ ∈ (QR3), если
λ > mb

akb−cm .

Из Леммы 4 следует, что при m
ak < λ <

mb
akb−cm точка P̃ находится на интервале луча
l, в котором происходит прошивание в область
E2, а при λ > mb

akb−cm – на интервале луча l, в
котором происходит скольжение.

Глобальная устойчивость

В [1] указано, что равновесие P глобально
устойчиво для системы (1), рассматриваемой
в R2

+. Будем исследовать влияние введенных
переключений на устойчивость равновесия.

Теорема 1. Пусть λ ∈
(
0, mb

akb−cm
)
. Тогда

равновесие P глобально устойчиво в R2
+ для

гибридной системы (4), (5).

Доказательство. Для исследования устойчи-
вости необходимо изучить поведение траекто-
рий на луче переключения l, который разби-
вается точками касания Q, Q̃ на промежутки

• (0Q) = {(x, y) ∈ l : y < a+m
cλ+b(1+kλ)},

• (QQ̃) = {(x, y) ∈ l : a+m
cλ+b(1+kλ) < y <

a+m
cλ },

• (Q̃∞) = {(x, y) ∈ l : y > a+m
cλ }.

Рассмотрим промежуток (0Q). По Лемме 1,
для любой точки z0 = (x0, y0) ∈ (0Q) имеем
прошивание из E1 в E2. Следовательно, даль-
нейшее движение в E2 происходит по поло-
жительной полутраектории γ(z0) системы (1).
Возможны два случая. Если γ(z0) ∩ l = ∅,
то переключений далее не происходит и, со-
гласно [1], P асимптотически устойчиво. Рас-
смотрим теперь случай, когда γ(z0) ∩ l = z1 =

(x1, y1). Покажем, что z1 ∈ (QQ̃). Поскольку
Q – точка касания, то, в силу невозможности
пересечения траекторий, y1 > yq.
Рассмотрим промежуток (Q̃∞). По Лем-

ме 1, для любой точки z0 = (x0, y0) ∈ (Q̃∞)

имеем прошивание из E2 в E1. Поскольку Q̃ –
точка касания, {x = a

c} – положительная по-
лутраектория системы (3), то, в силу невоз-
можности пересечения траекторий, ρ(z0)∩ l =
z1 = (x1, y1) и a

λc < y1 < ỹq. При этом yq <
a
λc .

Таким образом, осталось исследовать по-
ведение траекторий на промежутке (QQ̃). По
Лемме 1, для любой точки z0 = (x0, y0) ∈
(QQ̃) имеем устойчивое скольжение вдоль l.
При этом векторное поле скольжения v(z0) =
(v1, v2) такое, что v1 < 0, v2 < 0. Следователь-
но, на (QQ̃) происходит скольжение к точке
Q, из которой дальнейшее движение происхо-
дит по положительной полутраектории γ(Q)
системы (1), для которой P асимптотически
устойчиво [1].

Теорема 2. Пусть λ > mb
akb−cm . Тогда точка

P̃ является глобально устойчивым псевдорав-
новесием для гибридной системы (4), (5).

Доказательство. Аналогично доказательству
Теоремы 1 будем исследовать поведение траек-
торий на промежутках (0Q), (QQ̃), (Q̃∞) луча
переключения l. Отметим, что поведение тра-
екторий на промежутке (Q̃∞) такое же, как в
случае λ ∈

(
m
ak ,

mb
akb−cm

)
.

На промежутке (0Q) так же, как и в слу-
чае λ ∈

(
m
ak ,

mb
akb−cm

)
, имеем прошивание из E1
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в E2. Однако при λ > mb
akb−cm равновесие P ∈

E1, где действует система (3). Следовательно,
приближение положительных полутраекторий
системы (1) к P невозможно, поскольку все
они лежат в E2, то есть нарушается устойчи-
вость равновесия P . Исходя из вышесказанно-
го, для любой точки z0 = (x0, y0) ∈ (0Q) имеем
γ(z0) ∩ l = z1 = (x1, y1) и z1 ∈ (QQ̃).
Таким образом, аналогично доказательству

Теоремы 1 необходимо исследовать поведение
траекторий на промежутке (QQ̃). По Лем-
ме 4, при λ > mb

akb−cm точка (псевдоравнове-
сие) P̃ ∈ (QR3) ⊂ (QQ̃). При этом для лю-
бой точки z ∈ (QP̃ ) векторное поле скольже-
ния v(z) = (v1, v2) такое, что v1 > 0, v2 > 0,
а если z ∈ (P̃ Q̃), то v1 < 0, v2 < 0. Та-
ким образом, получаем скольжение к P̃ , для
которой v(P̃ ) = (0, 0), то есть P̃ глобально
устойчиво.

Замечание 1. Равенства cm(c + 4kb) =

4a(kb)2 и λ = mb
akb−cm задают поверхности ко-

размерности 1 соответственно в 5- и 6-мерных
арифметических пространствах параметров.
Соответствующие множества параметров име-
ют лебегову меру ноль. В статье же рассмат-
риваются случаи общего положения, что есте-
ственно при анализе процессов на основе кон-
кретных математических моделей.

Заключение

В работе представлено развитие модели
динамики популяций типа «хищник–жертва»
с учетом внутривидовой конкуренции жертв,
что позволяет оказать стабилизирующий эф-
фект. Данная система имеет единственное гло-
бально устойчивое равновесие. Рассмотрена
задача качественного исследования гибрид-
ной системы, в которой система типа «хищ-

ник–жертва» переключается на режим «убе-
жища» (Refuge-regime), когда число доступ-
ных жертв настолько мало, что хищники не
могут их обнаружить и прекращается взаи-
модействие популяций. Согласно анализу ре-
жимов скольжения на линии переключения
по методу Филиппова, поведение гибридной
системы является более сложным. Показано,
что возможно возникновение псевдоравнове-
сия, получены условия, при которых это про-
исходит. Для обоих случаев доказана глобаль-
ная устойчивость равновесия и псевдоравно-
весия. Таким образом, можно сделать вывод,
что введение переключений к режиму «убежи-
ща» может вызывать качественное изменение
поведения системы.
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