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О ПРОМЕЖУТОЧНЫХ ЗНАЧЕНИЯХ НИЖНЕЙ
ЕМКОСТНОЙ РАЗМЕРНОСТИ
А. В. Иванов
Институт прикладных математических исследований КарНЦ РАН,
ФИЦ «Карельский научный центр РАН» (ул. Пушкинская, 11,
Петрозаводск, Республика Карелия, Россия, 185910)

Для емкостных размерностей (верхней и нижней) рассматривается классиче-
ский вопрос теории размерности о промежуточных значениях: верно ли, что в
метрическом компакте X емкостной размерности α (верхней или нижней) для
любого неотрицательного числа β, не превосходящего α, существует замкнутое
подмножество F , соответствующая емкостная размерность которого равна β?
Для верхней емкостной размерности положительный ответ на этот вопрос по-
лучен в совместной работе автора и О. В. Фомкиной. Однако для нижней ем-
костной размерности в общем случае аналогичное утверждение неверно. При
этом известно, что в широком классе метрических компактов существуют за-
мкнутые подмножества с нижними емкостными размерностями всех промежу-
точных значений. В статье получено достаточное условие, обеспечивающее при-
надлежность фиксированного числа r шкале промежуточных значений нижней
емкостной размерности. А именно, доказано, что если в X существует замкну-
тое подмножество F , верхняя емкостная размерность которого меньше r и при
этом нижняя емкостная размерность любого замкнутого ε-шара F больше r, то
вX найдется замкнутое подмножество, нижняя емкостная размерность которо-
го равна r. Доказанное утверждение позволяет усилить известные результаты
о промежуточных значениях нижней емкостной размерности.

Ключ е вы е c л о в а: метрический компакт; емкостная размерность; теорема
о промежуточных значениях емкостной размерности; ε-разделенное множество
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For box dimensions (upper and lower), we consider the classical intermediate value
question of the dimension theory: is it true that in a metric compact space X of the
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box dimension α (upper or lower) for any non-negative number β not exceeding α,
there exists a closed subset F whose corresponding box dimension is equal to β?
For the upper box dimension, a positive answer to this question was obtained in
the joint work of the author and O. V. Fomkina. However, this statement is not
true in the general case for the lower box dimension. Moreover, it is known that
in a wide class of metric compact spaces there exist closed subsets with lower box
dimensions of all intermediate values. In this paper, a sufficient condition is obtained
that ensures that a fixed number r belongs to the scale of intermediate values of the
lower box dimension. Namely, it is proved that if in X there exists a closed subset
F whose upper box dimension is less than r and the lower box dimension of any
closed ε-ball F is greater than r, then there is a closed subset in X whose lower box
dimension is equal to r. The proved assertion makes it possible to strengthen the
known results on intermediate values of the lower box dimension.

K e ywo r d s: metric compact space; box dimension; intermediate value theorem for
box dimensions; ε-separated set
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В топологической теории компактов изве-
стен вопрос о промежуточных размерностях,
который формулируется следующим образом.
Пусть компакт X имеет лебегову размерность
dimX = n. Верно ли, что для любого k ∈ n в
X существует замкнутое подмножество F раз-
мерности dimF = k? В метризуемом случае
ответ на этот вопрос положительный, посколь-
ку для метрических компактов размерность
dim совпадает с индуктивными размерностя-
ми ind и Ind. Но для неметризуемых компак-
тов это, вообще говоря, не так. В. В. Федор-
чук [3] построил пример n-мерного компакта,
любое замкнутое подмножество которого име-
ет размерность либо n, либо 0.
Емкостные размерности метрических ком-

пактов (верхняя dimB и нижняя dimB) могут
принимать любое неотрицательное веществен-
ное значение, и вопрос о промежуточных зна-
чениях для этих размерностей имеет следую-
щую формулировку:

Пусть емкостная размерность (верхняя
или нижняя) метрического компакта X рав-
на α ∈ (0,∞]. Верно ли, что для любого
β ∈ [0, α) в X существует замкнутое под-
множество, соответствующая емкостная
размерность которого равна β?
Для верхней емкостной размерности поло-

жительный ответ на этот вопрос дан в [5].
Недавно автор показал, что для нижней ем-
костной размерности аналогичное утвержде-
ние в общем случае неверно1. В то же вре-

мя известно, что для многих метрических
компактов вопрос о промежуточных значе-
ниях нижней емкостной размерности решает-
ся положительно. Например, в монографии
Я. Б. Песина [2] это утверждение доказано для
отрезка [0, 1] числовой прямой, причем в суще-
ственно более сильной форме (см. [2, глава 2,
пример 6.1]). В связи с этим представляют ин-
терес достаточные условия, обеспечивающие
существование в компакте X замкнутого под-
множества фиксированной нижней емкостной
размерности r ∈ (0, dimBX).
Основным результатом настоящей публи-

кации является следующая теорема, при дока-
зательстве которой используется техника, раз-
витая в [5]:

Пусть в метрическом компакте X суще-
ствует замкнутое подмножество F такое,
что dimBF < r и dimBB(F, ε) > r для любо-
го ε > 0, где B(F, ε) – замкнутый ε-шар мно-
жества F . Тогда в X существует замкнутое
подмножество A размерности dimBA = r.
Из этой теоремы вытекает следствие, для

формулировки которого необходимы дополни-
тельные определения. Для замкнутого под-
множества A ⊂ X положим

dimB(A,X) = inf{dimBB(A, ε) : ε > 0}
и рассмотрим следующую размерностную ха-
рактеристику метрического компакта X:

zdimBX = sup{dimB(A,X) : A = A ⊂ X,

dimBA = 0}. (1)

1Публикация этого результата ожидается в «Сибирском математическом журнале».
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Из сформулированной выше теоремы следует,
что для любого r ∈ [0, zdimBX) в X суще-
ствует замкнутое подмножество A размерно-
сти dimBA = r.
Если в формуле (1) в качестве A рассмат-

ривать одноточечные подмножества, мы полу-
чим локальную нижнюю емкостную размер-
ность ldimBX, которая рассматривалась в [5].
Очевидно, что всегда ldimBX � zdimBX, при-
чем неравенство может быть строгим. Таким
образом, из основного результата статьи выте-
кает усиление теоремы о промежуточных зна-
чениях dimB из [5], где эта теорема была до-
казана для r ∈ (0, ldimBX).
Напомним необходимые обозначения и

определения. Пусть (X, ρ) – метрический ком-
пакт, x ∈ X, A ⊂ X и ε > 0. Мы используем
следующие стандартные обозначения:

B(x, ε) = {y : ρ(x, y) � ε},
B(A, ε) = {y : ρ(y,A) � ε}.

Подмножество A называется ε-сетью в X, ес-
ли B(A, ε)=X. Говорят, что A является ε-раз-
деленным, если ρ(x, y) > ε для любых двух
различных точек x, y ∈ A.
Для метрического компакта (X, ρ) и чис-

ла ε > 0 через N(X, ε) обозначается наимень-
шее число точек в ε-сети X. Максимальное (по
включению) ε-разделенное подмножество мет-
рического компакта является его ε-сетью. Та-
ким образом, справедливо следующее

Предложение 1. В метрическом компакте
X для любого ε > 0 существует ε-разделенное
подмножество A мощности N(X, ε).

Предложение 2. Если A – ε-разделенное под-
множество X, то N(X, ε/2) � |A|.
Доказательство. Пусть D – (ε/2)-сеть в X.
Тогда

X = B(D, ε/2) =
⋃
x∈D

B(x, ε/2),

и каждое множество B(x, ε/2) содержит не бо-
лее одной точки ε-разделенного множества A.
Следовательно, |D| � |A|.
Верхняя и нижняя емкостные размерности

метрического компакта X определяются (со-
ответственно) по формулам (см. [2, глава 2]):

dimBX = limε→0
logN(X, ε)

− log ε
,

dimBX = limε→0

logN(X, ε)

− log ε
.

Очевидно, что всегда dimBX � dimBX. Если
имеет место равенство dimBX = dimBX, то
используют обозначение dimB X.
Для замкнутого подмножества F метричес-

кого компактаX можно рассматривать ε-сети,
лежащие в X, и определить число

N(F, ε,X) = min{|A| : A ⊂ X,F ⊂ B(A, ε)}.
Простые примеры показывают, чтоN(F, ε) мо-
жет быть больше N(F, ε,X). Однако (как от-
мечено в [1]) это различие не влияет на ве-
личину емкостных размерностей F , при опре-
делении которых можно заменить N(F, ε) на
N(F, ε,X). В дальнейшем мы будем использо-
вать упрощенное обозначение N(F, ε) и в тех
случаях, когда речь идет о ε-сетях для F , ле-
жащих в X.
Следующее предложение доказано в [4, тео-

рема 2]:

Предложение 3. Пусть εn – монотонно
убывающая последовательность, предел ко-
торой равен 0. Если существует константа
c > 0 такая, что εn+1 > cεn для любого n, то

dimBX = limn→∞
logN(X, εn)

− log εn
,

dimBX = limn→∞
logN(X, εn)

− log εn
.

Теорема 1. Пусть (X, ρ) – метрический ком-
пакт, F – замкнутое подмножество X, r∈R,
dimBF < r и dimBB(F, ε) >r для любого ε > 0.
Тогда в X существует замкнутое подмноже-
ство A размерности dimBA = r.

Доказательство. Из неравенства dimBF < r
следует, что при малых ε имеет место неравен-
ство

N(F, ε) < ε−r. (2)

Аналогично в силу неравенства dimBX > r
получаем, что при малых ε

N(X, 2ε) > ε−r. (3)

Выберем число ε0 > 0 так, чтобы для любого
ε ∈ (0, ε0] выполнялись неравенства (2) и (3).
Для n ∈ N положим εn = ε02

−n.
Пусть δ0 = diamX. Для n ∈ N определим

величину

δn = sup{δ : N(B(F, δ), 2εn) � ε−rn }.
Легко проверить, что ε-сеть для F явля-
ется 2ε-сетью для B(F, ε). Следовательно,
N(B(F, ε), 2ε) � N(F, ε). Откуда в силу (2) по-
лучаем, что δn � εn для любого n. При этом в
силу неравенства (3) δn � δ0.
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Покажем, что lim
n→∞ δn = 0. Предположим

противное. Тогда для некоторого числа δ > 0
множество S = {n : δn > δ} бесконечно. По-
скольку по условию теоремы dimBB(F, δ) > r,
при малых ε

N(B(F, δ), 2ε) > ε−r.

Таким образом, существует k ∈ S, для которо-
го

N(B(F, δ), 2εk) > ε−rk .

Откуда из определения δn следует, что δk � δ –
получено противоречие.
Определим теперь числа δ′n. Если δn = δ0,

то δ′n = δn. При δn < δ0 положим

δ′n =
1

2
(δn +min{δi : δi > δn, i < n}).

Поскольку δ′n > δn или δ′n = δ0, из определения
чисел δn следует выполнение неравенства

N(B(F, δ′n), 2εn) > ε−rn (4)

для любого n ∈ N. Кроме того, очевидно, что
lim
n→∞ δ′n = 0.
В силу неравенства (4) и предложения 1

для каждого n ∈ N в множестве B(F, δ′n)
можно выделить 2εn-разделенное подмноже-
ство En мощности |En| = [ε−rn ]. Положим

A = F ∪
⋃
n∈N

En.

Легко проверить, что A – замкнутое подмно-
жество компакта X.
Покажем, что dimBA = r. В силу предло-

жения 2 для любого n ∈ N

N(A, εn) � |En|. (5)

Из неравенства (5) и предложения 3 следует,
что

dimBA = limn→∞
logN(A, εn)

− log εn

� limn→∞
log[ε−rn ]

− log εn
= r.

Для доказательства обратного неравенства
dimBA � r рассмотрим множество

M = {n : δi < δn для любого i > n}.
Легко показать, что M бесконечно. Занумеру-
ем точки M в порядке возрастания:

M = {nk : k ∈ N}.
Для каждого k ∈ N положим

ξk = max{δ′i : i > nk}.

Из определения чисел δ′n следует, что ξk <
δnk

для любого k. Следовательно, имеет место
неравенство

N(B(F, ξk), 2εnk
) � ε−rnk

.

Таким образом, в множестве B(F, ξk) можно
выделить подмножество Ck мощности |Ck| �
ε−rnk
, которое является 2εnk

-сетью для B(F, ξk).
Положим

Gk = Ck ∪
⋃
i�nk

Ei.

По построению множеств Ei и определению ξk
при i > nk

Ei ⊂ B(F, δ′i) ⊂ B(F, ξk).

Следовательно, Gk является 2εnk
-сетью для A.

Оценим мощность Gk:

|Gk| � |Ck|+
∑
i�nk

|Ei| � ε−rnk

+
∑
i�nk

[ε−ri ] � 2
∑
i�nk

ε−ri

= 2ε−r0

∑
i�nk

2ir = 2ε−r0 2r
2nkr − 1

2r − 1
.

Из полученного неравенства следует, что

N(A, 2εnk
) � 2ε−r0 2r

2nkr − 1

2r − 1
.

Таким образом,

dimBA � limk→∞
logN(A, 2εnk

)

− log 2εnk

� limk→∞
log 2ε−r0 2r 2

nkr−1
2r−1

− log 2εnk

= r.

Напомним, что для замкнутого подмноже-
ства A ⊂ X

dimB(A,X) = inf{dimBB(A, ε) : ε > 0}
и

zdimBX = sup{dimB(A,X) : A = A ⊂ X,

dimBA = 0}.
Следствие 1. Для любого r ∈ [0, zdimBX) в
компакте X существует замкнутое подмно-
жество A ⊂ X размерности dimBA = r.
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Доказательство. Для r = 0 утверждение оче-
видно. Пусть r ∈ (0, zdimBX). Тогда по опре-
делению zdimBX в X существует замкнутое
подмножество F , для которого dimBF = 0 < r
и dimB(F,X) > r.

В [5] было введено понятие локальной ниж-
ней емкостной размерности метрического ком-
пакта X:

ldimBX = sup{dimB({x}, X) : x ∈ X}.
Очевидно, что всегда

ldimBX � zdimBX,

причем существуют компакты, для которых
это неравенство является строгим. Примером
такого компакта может служить построенное
в [2, глава 2, пример 6.2] пространствоX, кото-
рое является объединением двух счетных за-
мкнутых непересекающихся подмножеств чис-
ловой прямой. Как отмечено в [5, пример 5.3],
ldimBX < dimBX. При этом множество пре-
дельных точек компакта X состоит из двух
элементов, поэтому zdimBX = dimBX. Та-
ким образом, следствие 1 является усилени-
ем теоремы 5.5 из [5], в которой установ-
лено существование замкнутых подмножеств
A ⊂ X размерности dimBA = r для всех
r ∈ [0, ldimBX) при некоторых дополнитель-
ных ограничениях на метрику компакта X.
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