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В данной работе предлагается новый способ определения центральности для
взвешенных графов на основе законов Кирхгофа. Рассматриваемый метод
имеет относительно невысокую вычислительную сложность. Метод иллюстри-
руется результатами расчетов электрической центральности для ранжирова-
ния вершин графа публикаций математического портала Math-Net.ru. Сделано
сравнение с широко используемым методом PageRank.

Ключ е вы е c л о в а: мера центральности; взвешенный граф; анализ социаль-
ных сетей.

A. B. Zhizhchenko, V. V. Mazalov, B. T. Tsynguev. RANKING OF
NODES IN THE MATHEMATICAL PORTAL MATH-NET.RU
PUBLICATIONS GRAPH
We propose a new method for determining betweenness centraity for weighted
graphs based on Kirchhoff’s law. This method has low computational complexity.
The results of numerical experiments are presented for the coauthors graph from
the math portal Math-Net.ru. A comparison is drawn with the PageRank method.
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Введение
Современные методы исследования сете-

вых структур получили бурное развитие в свя-
зи с появлением феномена социальных сетей
(social network analysis). Методы анализа со-
циальных сетей применяются во многих обла-
стях науки, таких, как экономика, физика, со-
циология, биология и информационные техно-
логии.

Одним из базовых понятий в анализе
сетевых структур является центральность
(betweenness centrality). Центральность вер-
шины – это важная мера, отражающая то,
насколько вершина участвует в процессе рас-

пространения информации между остальны-
ми вершинами в графе. Пусть задан граф G =
(V,E), где V – множество вершин, E – мно-
жество ребер. Обозначим число вершин как
n = |V |, а число ребер как m = |E|. Тогда
центральность вершины v ∈ V определяется
следующей формулой [9]:

cB(v) =
1

nB

∑
s,t∈V

σs,t(v)

σs,t
, (1)

где σs,t – число геодезических путей меж-
ду вершинами s ∈ V и t ∈ V , σs,t(v) – число
геодезических путей между вершинами s и t,
проходящих через вершину v. Коэффициент
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нормировки nB равен nB = (n− 1)(n− 2), ес-
ли вершина v не может быть начальной s или
конечной t вершинами, и nB = n(n− 1) иначе.
Наилучшая вычислительная сложность алго-
ритма поиска центральности равна O(mn) и
представлена в [5].

Для определения центральности можно ис-
пользовать методы кооперативной теории игр.
Здесь вершины графа представляют игроков,
а ребра представляют связи между игрока-
ми. Игроки могут кооперироваться только ес-
ли они связаны, т. е. кооперация ограничена
неориентированным графом. Далее задается
характеристическая функция, определяющая
выигрыш коалиции. Таким образом, задается
коммуникационная игра, в которой, определив
вектор Майерсона [11], можно определить цен-
тральность всех вершин.

Известно, что поиск вектора Майерсона
имеет высокую вычислительную сложность.
В [10] была предложена специальная харак-
теристическая функция, которая существенно
упростила процесс вычисления вектора Май-
ерсона.

В [6, 12] мера центральности вычисляется
на основе модели электрической цепи. В дан-
ной модели граф рассматривается как элек-
трическая цепь с идеальными элементами, где
каждое ребро имеет некую пропускную спо-
собность (значение обратное сопротивлению),
а вершины графа являются ее узлами. Для по-
иска меры центральности в модели электри-
ческой цепи используются правила Кирхгофа.
Для этого электрическая цепь заземляется в
некоторой вершине t и подается электриче-
ский ток в некоторой вершине s. В [6] ток по-
дается в некоторой единственной вершине s,
а также в единственной вершине t сеть зазем-
ляется. Мерой центральности вершины v слу-
жит средняя величина тока, проходящего че-
рез вершину v по всем возможным парам s и t.
Таким образом, в модели электрической цепи
при расчете меры центральности учитывают-
ся не только геодезические пути.

Наилучшая вычислительная сложность из-
вестного на текущий момент алгоритма поис-
ка меры центральности в модели электриче-
ской цепи равна O(I(n − 1) + mn log n), где
I(n − 1) – сложность вычисления обратной
матрицы размерности n− 1.

В [2] рассматривается модель электриче-
ской цепи, где пропускная способность всех
ребер графа принимается равной некоторому
постоянному параметру α. В отличие от [6] в
модели [2] в электрическую цепь искусственно
вводится n + 1 заземленная вершина, и каж-
дая вершина сети соединена с ней ребром с

пропускной способностью 1 − α. Эти измене-
ния позволили существенно уменьшить вычис-
лительную сложность алгоритма. Кроме того,
это дало возможность применить стохастиче-
ские методы в вычислении меры центрально-
сти в графах с большой размерностью. Но дан-
ная модель была предусмотрена только для
невзвешенных графов.

В данной работе предлагается новый спо-
соб определения центральности для взвешен-
ных графов на основе законов Кирхгофа. Ме-
тод имеет относительно невысокую вычис-
лительную сложность. Метод иллюстрирует-
ся результатами расчетов электрической цен-
тральности для ранжирования вершин графа
публикаций математического портала Math-
Net.ru [1, 8]. Сделано сравнение с широко
используемым методом PageRank [7].

Мера центральности для взвешен-
ных графов на основе закона Кирх-
гофа

Пусть дан взвешенный граф G = (V,E,W ),
где V – множество вершин, E – множество ре-
бер, W – матрица весов:

W (G) =


0 w1,2 . . . w1,n

w2,1 0 . . . w2,n
...

...
. . .

...
wn,1 wn,2 . . . 0

 ,

где wi,j > 0 – вес ребра между вершинами vi и
vj , n = |V | – число вершин. Если вершины vi
и vj несмежные, то wi,j = 0. Если G – неори-
ентированный граф, то wi,j = wj,i.

Обозначим D(G) диагональную матрицу
вида:

D(G) =


dv1 0 . . . 0
0 dv2 . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . dvn

 ,

где dvi =
∑n

j=1wi,j – сумма весов ребер инци-
дентных вершине vi в графе G.

Определение. Матрица L(G) называется
матрицей Кирхгофа (Laplacian matrix) взве-
шенного графа G, если

L(G) = D(G)−W (G) =
dv1 −w1,2 . . . −w1,n

−w2,1 dv2 . . . −w2,n
...

...
. . .

...
−wn,1 −wn,2 . . . dvn

 . (2)

Пусть граф G′ получен из графа G пу-
тем добавления дополнительной vn+1 верши-
ны, связанной со всеми вершинами графа G
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ребрами с постоянной проводимостью δ. Та-
ким образом, получим следующую матрицу
Кирхгофа графа G′:

L(G′) = D(G′)−W (G′) =
dv1 + δ −w1,2 . . . −w1,n −δ
−w2,1 dv2 + δ . . . −w2,n −δ

...
...

. . .
...

...
−wn,1 −wn,2 . . . dvn + δ −δ
−δ −δ . . . −δ δn

 . (3)

Предположим, что единица электрического
тока подается в некоторую вершину s ∈ V , а
вершина vn+1 заземлена. Пусть ϕsv обозначает
абсолютный потенциал в вершине v при усло-
вии, что источник электрического тока под-
ключен к вершине s. Тогда вектор абсолютных
потенциалов ϕs(G′) = [ϕsv1 , . . . , ϕ

s
vn , ϕ

s
vn+1

]T в
вершинах графа G′ определится следующей
системой уравнений (правила Кирхгофа) [6]:

ϕs(G′) = L(G′)−1b′s, (4)

где b′s – вектор-столбец, состоящий из n + 1
элементов, значения которых равны:

b′s(v) =

{
1 v = s,

0 иначе.
(5)

Так как матрица Кирхгофа (2) является
вырожденной, примем в вершине vn+1 абсо-
лютный потенциал равным 0.

Тогда из (3) получим:

ϕ̃s(G′) = L̃(G′)−1bs, (6)

где ϕ̃s(G′) и bs получены из ϕs(G′) и b′s
путем удаления элементов, соответствующих
вершине vn+1, а L̃(G′) получен из L(G′) пу-
тем удаления строки и столбца, соответствую-
щих вершине vn+1. Отметим, что при этом из
ϕs(G′) и b′s удаляются элементы равные нулю.

Несложно видеть, что

ϕ̃s(G′) = [D(G)−W (G) + δI]−1bs, (7)

где I – единичная матрица размерности n.
Так как абсолютные потенциалы могут

быть определены с точностью до постоянного
слагаемого, то абсолютные потенциалы ϕ̃s(G′)
можно принять в качестве абсолютных потен-
циалов в вершинах графа G, т. е.

ϕ̃s(G) = [L(G) + δI]−1bs.

Представим (7) в следующем виде.

ϕ̃s(G) = [(D(G) + δI)−W (G)]−1bs =

= [I − (D(G) + δI)−1D(G)D−1(G)W (G)]−1×

×(D(G) + δI)−1bs.

Матрицы (D(G) + δI)−1 и (D(G) +
δI)−1D(G) диагональные с элементами на диа-
гонали 1

di+δ
и di
di+δ

, i = 1, ..., n, обозначим ихD1

и D2, соответственно. Матрица D−1(G)W (G)
стохастическая, обозначим ее P . Тогда

ϕ̃s(G) = [I −D2P ]
−1D1bs =

=

∞∑
k=0

(D2P )
kD1bs. (8)

Из (8) следует, что потенциал можно вычис-
лить рекуррентно в виде

ϕ̃sk+1(G) = D2Pϕ̃
s
k(G) +D1bs, ϕ̃s0(G) = 0.

Ток, протекающий через ребро e = (vi, vj),
согласно закону Ома равен xse = |ϕsvi−ϕ

s
vj |·wi,j .

Величину тока, протекающего через вер-
шину v, можно найти, определив сумму токов
на ребрах, инцидентных ей, и поделив полу-
ченную сумму на 2. Отметим, что необходи-
мость в делении на 2 возникла в связи с тем,
что при суммировании всех токов на ребрах,
инцидентных вершине, учитывается электри-
ческий ток как входящий в вершину, так и вы-
ходящий из нее.

Соответственно величину тока, протекаю-
щего через некоторую вершину v, при усло-
вии, что источник тока находится в вершине
s, можно найти по формуле

xs(v) =
1

2
(bs(v) +

∑
e:v∈e

xse), (9)

где bs(v) =
{
1 v = s,

0 иначе.
Таким образом, меру центральности в вер-

шине v для взвешенных графов CFδ(v) можно
определить по формуле:

CFδ(v) =
1

n

∑
s∈V

xs(v). (10)

Вычислительная сложность алгоритма по-
иска меры центральности для взвешенных
графов (10) равна сложности поиска обратной
матрицы размерности n, т. е. O(n3).
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Пример 1. Частный случай графа G
в форме звезды.

Рассмотрим частный случай, когда граф G
– звезда c n вершинами, у которой одна из
ребер имеет вес равный k, а остальные ребра
имеют вес равный единице. Пусть 1 – центр
звезды, 2 – вершина, инцидентная ребру c ве-
сом k. Тогда матрица Кирхгофа имеет вид

L̃ = L+ δI = D(G)−W (G) + δI =

=


n− 2 + k + δ −k −1 . . . −1

−k k + δ 0 . . . 0
−1 0 1 + δ . . . 0
...

...
...

. . .
...

−1 0 0 . . . 1 + δ


Обратная матрица имеет вид

L̃−1 = (L+ δI)−1 =

=
1

δ(1 + δ)X


(k + δ)(1 + δ)2 k(1 + δ)2 (k + δ)(1 + δ) . . . (k + δ)(1 + δ)
k(1 + δ)2 (k + (n− 1)δ + kδ + δ2)(1 + δ) k(1 + δ) . . . k(1 + δ)

(k + δ)(1 + δ) k(1 + δ) k + δ + δX . . . k + δ
...

...
...

. . .
...

(k + δ)(1 + δ) k(1 + δ) k + δ . . . k + δ + δX

 ,

где X = nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2.

При s = 1 получим следующее

xs(s) =
1

2
(1 +

k(1 + δ) + (n− 2)(k + δ)

nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2
),

xs(2) =
1

2

k(1 + δ)

nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2
,

xs(i) =
1

2

k + δ

nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2
, i = 3, . . . , n.

При s = 2

xs(1) =
1

2

k(δ + 2n− 3)

nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2
,

xs(s) =
1

2
(1 +

k(δ + n− 1)

nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2
),

xs(i) =
1

2

k

nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2
, i = 3, . . . , n.

При s = i, где i = 3, . . . , n

xs(1) =
1

2

δ2 + δ(3k + 2n− 5) + k(2n− 3)

(nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2)(1 + δ)
,

xs(2) =
1

2

k

nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2
,

xs(s) =
1

2
(1+

1

1 + δ
− k + δ

(nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2)(1 + δ)
),

xs(i) =
1

2

k + δ

(nk + (n− 1)δ + 2kδ + δ2)(1 + δ)
, i = 3, . . . , n.

Получаем следующий результат

CFδ(1) =
1

2n
(1 +

2k(δ + n− 1)

X
+

2(n− 2)(δ2 + δ(2k + n− 2) + k(n− 1))

(1 + δ)X
),

CFδ(2) =
1

2n
(1 +

2k(δ + n− 1)

X
),

CFδ(i) =
1

2n
(1 +

1

1 + δ
+

(k + δ)(n− 4)

(1 + δ)X
+

2k + δ

X
), i = 3, . . . , n.

На рис. 1 представлены графики зависимо-
стей значений электрической центральности
от значений n и k при δ = 1. С увеличением
значений n и k центральность CFδ(1) растет.

С другой стороны, с увеличением n централь-
ности CFδ(2) и CFδ(i) уменьшается. Измене-
ние k незначительно влияет на изменение цен-
тральностей CFδ(2) и CFδ(i).
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Рис. 1. Зависимость значений CFδ(1), CFδ(2) и CFδ(i) от n и k при δ = 1

Пример 2. Расчет центральности вер-
шин графа публикаций математического
портала Math-Net.ru.

На рис. 2 представлен фрагмент графа
публикаций, составленного на основе данных
математического портала Math-Net.ru. Общее
число авторов математического портала Math-
Net.ru на момент написания данной работы со-

ставляло 78839. Фрагмент графа публикаций
Math-Net.ru, исследуемый в данной работе, со-
держит 7606 авторов и 10747 статей, написан-
ных в соавторстве. Здесь вершины графа – это
авторы статей, а вес ребра – это число сов-
местных научных статей авторов. Отметим,
что при построении данного графа не учиты-
вались статьи, имеющие более 6 соавторов.

Рис. 2. Фрагмент графа публикаций Math-Net.ru

Для большей наглядности результатов ран-
жирования на рис. 3 представлена главная
компонента графа, полученная путем удале-
ния ребер с весом меньше 7 из графа, пред-
ставленного на рис. 2.

Из рис. 3 видно, что вершины 40, 34, 56 и
20 являются центрами «локальных» звезд и,
соответственно, должны иметь высокую цен-
тральность. Заметим, что вершина 32 также
должна иметь высокую центральность, т. к.
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она соединяет в единый граф две отдельные
компоненты.

В табл. 1 приведены результаты ранжи-
рования для 11 первых вершин графа, пред-
ставленного на рис. 3. Здесь в качестве ме-

тодов ранжирования используются электриче-
ская центральность, рассчитанная по формуле
(10) с параметром δ = 1, PageRank с парамет-
ром α = 0.85, и электрическая центральность
(CF-betweenness), описанная в [6].

Рис. 3. Главная компонента графа публикаций Math-Net.ru

Таблица 1. Результаты ранжирования вершин для графа публикаций Math-Net.ru

Вершина Центральность Вершина PageRank Вершина CF-betweеnness

(CFδ) центральность

40 0.15740 40 0.04438 56 0.54237

34 0.14981 34 0.03285 32 0.53027

20 0.13690 20 0.03210 47 0.48222

47 0.12566 56 0.02774 22 0.41668

56 0.12518 47 0.02088 33 0.41361

26 0.10880 39 0.01874 34 0.39517

30 0.09098 28 0.01824 30 0.39426

9 0.08149 21 0.01695 52 0.37421

33 0.08024 65 0.01632 40 0.36946

32 0.07959 26 0.01552 26 0.35259

22 0.07903 107 0.01424 20 0.34413

Как и предполагалось ранее, вершины 40,
34, 56 и 20 получили высокие ранги по всем
рассматриваемым методам ранжирования.
Однако для метода PageRank вершина 32 по-

лучила относительно низкий ранг (34-е место).
Это связано с тем, что метод PageRank да-
ет малое значение центральности для вершин,
имеющих небольшое число инцидентных ре-
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бер, но связывающих компоненты в единый
граф.

В качестве примера раскроем только неко-
торые данные по вершинам графа публикаций
Math-Net.ru. Вершина 40 – Гельфанд И. М.,
34 – Олейник О. А., вершина 56 – Кутателад-
зе С. С., а вершина 32 – Новиков С. П.

Рис. 1 подготовлен в программном ком-
плексе Gephi [3]. Рис. 2 подготовлен с исполь-
зованием компоненты NETDRAW, входящей в
состав программного продукта «UCINET» [4].

Работа частично поддержана Отделением
математических наук РАН и грантом РГНФ
(проект 15-02-00352).
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