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Рассматриваются конфигурационные графы, степени вершин которых имеют
дискретное степенное распределение с фиксированным параметром. Посред-
ством имитационного моделирования оценивается среднее расстояние (среднее
арифметическое всех расстояний между всеми парами вершин графа) и рас-
сматриваются две характеристики: минимальное среднее расстояние в графе и
максимальное. В работе строятся зависимости этих характеристик от объема
графа и параметра распределения степеней вершин и строится эмпирический
доверительный интервал среднего расстояния в степенном конфигурационном
графе.
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the average distance in the power-law configuration graph is constructed.
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Сложные сети коммуникаций продолжают
оставаться одним из объектов, вызывающих
стойкий интерес исследователей (см., напри-
мер, [4, 6, 8]). Очевидно, что топология таких
сетей влияет на их функционирование, а так-
же на сохранение работоспособности в усло-
виях внешних воздействий. В качестве мате-
матических моделей для описания сложных
сетей нашли широкое применение случайные
графы [4–7], разнообразие которых состоит в
выборе способа определения степеней вершин
и задании связей между этими вершинами.
Например, для моделирования таких объек-
тов, как телекоммуникационные сети, одной
из которых является глобальная сеть Интер-
нет, применяют случайные графы с независи-
мыми одинаково распределенными степенями
вершин с общим дискретным законом распре-
деления [4, 5, 10].
В работе рассматриваются конфигурацион-

ные графы [1], состоящие из N вершин, сте-
пени ξ1, ξ2, . . . , ξN которых представляют со-
бой независимые одинаково распределенные
случайные величины с дискретным степенным
распределением [10]:

P{ξ = k} = k−τ −(k+1)−τ , k = 1, 2, . . . , (1)

где параметр τ > 1 является фиксированным
для всех вершин графа. При построении кон-
фигурационной модели сначала определяют-
ся степени каждой из N вершин в соответ-
ствии с распределением (1) с заранее задан-
ным параметром τ . Степень вершины задает
число различимых полуребер [10]. Все полуре-
бра графа нумеруются в произвольном поряд-
ке. В настоящей работе сумма степеней вер-
шин конфигурационного графа является слу-
чайной величиной. Если она нечетна, то одно
полуребро добавляется к равновероятно вы-
бранной вершине. Далее ребра графа строятся
посредством попарного, равновероятного со-
единения всех полуребер между собой. Оче-
видно, что построенный таким образом граф
может иметь петли, кратные ребра и циклы.

Также о конфигурационных графах известно
(см., например, [4, 6, 10]), что при τ > 1 число
компонент связности такого графа асимптоти-
чески почти наверное больше 1.
Изучение структурных характеристик

сложных сетей представляет определенный
интерес в силу их значимости как при мо-
делировании сетевой топологии, так и при
изучении процессов, происходящих в таких
сетях [4, 6]. Одной из важных числовых ха-
рактеристик сети является расстояние между
ее узлами, чему в случайном графе, как сете-
вой модели, соответствует расстояние между
вершинами графа (см., например, [2, 7]).
В настоящей работе рассматривались две

структурные характеристики: минимальное
среднее расстояние в графе и максимальное
среднее расстояние в графе. Под расстоянием
d(v, u) между двумя произвольно выбранными
вершинами v и u графа (v �= u) будем пони-
мать длину цепи (число ребер, соединяющих
вершины v и u) от вершины v до вершины u
наименьшей длины. Если вершины v и u при-
надлежат разным компонентам связности, то
расстояние между ними полагают равным ∞.
Среднее расстояние вычисляется как среднее
арифметическое всех расстояний графа:

dist =

∑
v �=u d(v, u)

k
, (2)

где k – число расстояний d(v, u) �= ∞ меж-
ду всеми парами вершин графа. Исследова-
ние проводилось с помощью методов имита-
ционного моделирования и рассматривались
конфигурационные графы, число вершин ко-
торых принимало следующие значения: 10 �
N � 100 с шагом 10, 100 � N � 1000 с шагом
50, 1000 � N � 7000 с шагом 500. Значения
параметра τ изменялись от 1, 1 до 3, 0 с шагом
0, 1. Для каждой пары значений (N, τ) гене-
рировалось по 100 графов. Расстояния d(v, u)
между всеми парами вершин каждого графа
находились посредством алгоритма Дейкстры
[3]. Затем для каждого графа рассчитывалось
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среднее расстояние dist по формуле (2), по-
сле чего для каждой пары значений (N, τ)
вычислялось минимальное среднее расстояние
distmin как минимум из 100 средних расстоя-
ний, полученных в 100 экспериментах, и мак-
симальное среднее расстояние distmax – макси-
мум по 100 имитационным графам. Цель рабо-
ты состояла в нахождении зависимостей этих
характеристик от числа вершин графа N и па-
раметра распределения степеней вершин τ и
построении эмпирического доверительного ин-
тервала среднего расстояния в степенном кон-
фигурационном графе.
Для наглядности на рис. 1 графически по-

казана зависимость экспериментальных значе-
ний среднего расстояния dist в графе от числа
его вершин N и параметра распределения (1)
степеней вершин τ .

Рис. 1. Зависимость экспериментальных значений
от N и τ
Fig. 1. Dependence of experimental values of dist on
N and τ

Были получены следующие регрессионные
уравнения зависимостей среднего расстояния
dist, а также минимума distmin и максимума
distmax среднего расстояния в графе от N и τ :

dist = −0, 361

−(0, 075− 0, 658τ2 + 0, 205τ3) lnN,
(3)

distmin = −0, 226

−(0, 567− 1, 091τ + 0, 277τ2) lnN,
(4)

distmax = 0, 432

−(0, 547− 1, 103τ2 + 0, 323τ3) lnN
(5)

с коэффициентами детерминации R2 этих
уравнений, равными 0, 82, 0, 71 и 0, 74 соот-
ветственно. Здесь и далее все коэффициенты
регрессионных уравнений значимы на уровне
значимости 0, 05, а гипотеза H0 : R2 = 0 от-
вергается на 5%-м уровне значимости.
В работе [7] показано, что «типичное рас-

стояние» (математическое ожидание расстоя-
ния) в конфигурационном графе при N → ∞
растет как ln lnN при 1 < τ < 2 и как lnN
при τ > 2. В настоящей работе рассматрива-
ется среднее расстояние в графах в доасимп-
тотической области (N � 7000) на интерва-
ле изменения параметра τ ∈ (1, 3], и заметим,
что согласно (3)–(5) все три рассматриваемые
характеристики растут логарифмически с ро-
стом числа вершин графа N .
На рис. 2 графически представлены зави-

симости (3)–(5) при четырех объемах графа:
10, 100, 1000 и 7000. Сплошные линии на гра-
фиках соответствуют зависимости dist от τ , а
точечная и пунктирная – зависимостям distmin

и distmax соответственно.
Минимальное и максимальное средние рас-

стояния в графе можно рассматривать в ка-
честве граничных значений эмпирического до-
верительного интервала для среднего расстоя-
ния dist. Отметим (см. рис. 2), что этот интер-
вал расширяется примерно к середине отрезка
1, 1 � τ � 3, сужаясь к его границам.
Исследование показало, что все три харак-

теристики: среднее расстояние, минимальное
и максимальное среднее расстояние в конфи-
гурационном графе имеют максимумы на рас-
смотренном интервале изменения параметра
τ ∈ (1, 3].
Введем следующие обозначения:

Mmean = max distmean – максимум сред-
него расстояния в графе;

Mmin = max distmin – максимум мини-
мального среднего расстояния;

Mmax = max distmax – максимум макси-
мального среднего расстояния.

По экспериментальным данным для каждо-
го значения N были вычислены Mmean, Mmin,
Mmax и соответствующие им значения τ , при
которых эти максимумы достигаются:

τ̂mean = τ(max distmean),

τ̂min = τ(max distmin),

τ̂max = τ(max distmax).

Полученные результаты представлены в таб-
лице.
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Рис. 2. Регрессионные зависимости dist, distmin и distmax от τ при: (a) N = 10, (b) N = 100, (c) N = 1000
и (d) N = 7000
Fig. 2. Regression dependencies of dist, distmin and distmax on τ for (a) N = 10, (b) N = 100, (c) N = 1000
and (d) N = 7000

Максимум среднего расстояния Mmean и соответ-
ствующие значения τ̂mean, максимум минимально-
го среднего расстояния Mmin с соответствующими
значениями τ̂min и максимум максимального сред-
него расстояния Mmax с соответствующими значе-
ниями τ̂max для некоторых объемов графа N

Maximum of the average distance Mmean and
corresponding values of τ̂mean, maximum of minimal
average distance Mmin with corresponding values
of τ̂min and maximum of maximal average distance
Mmax with corresponding values of τ̂max for some
graph sizes N

N Mmean τ̂mean Mmin τ̂min Mmax τ̂max

10 1, 97 1, 3 3, 51 1, 3 1, 25 1, 1
100 3, 81 1, 8 7, 53 2, 1 2, 41 1, 3
500 5, 76 2, 0 9, 15 2, 3 3, 35 1, 7
1000 6, 65 2, 3 11, 81 2, 3 3, 45 1, 9
2000 8, 20 2, 3 14, 08 2, 2 4, 78 2, 1
3000 8, 70 2, 4 13, 61 2, 4 5, 01 2, 2
4000 9, 49 2, 3 18, 06 2, 3 6, 03 2, 3
5000 9, 81 2, 3 16, 59 2, 6 6, 03 2, 1
6000 10, 44 2, 4 17, 72 2, 5 6, 61 2, 4
7000 10, 57 2, 4 16, 91 2, 4 7, 06 2, 3

Построены регрессионные зависимости
максимумов среднего расстояния, минималь-
ного среднего расстояния и максимального

среднего расстояния от объема графа N :

Mmean = 1, 405 lnN − 2, 519 (R2 = 0, 96); (6)

Mmin = 0, 807 lnN − 1, 231 (R2 = 0, 91); (7)

Mmax = 2, 394 lnN − 3, 806 (R2 = 0, 91). (8)

Рис. 3. Регрессионная зависимость Mmean от N
Fig. 3. Regression dependence of Mmean on N

На рис. 3, 4 и 5 сплошными линиями по-
казаны регрессионные зависимости (6), (7) и
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(8), точечными – доверительные интервалы
этих зависимостей, серыми точками обозначе-
ны выборочные значения Mmean,Mmin иMmax

соответственно.

Рис. 4. Регрессионная зависимость Mmin от N
Fig. 4. Regression dependence of Mmin on N

Рис. 5. Регрессионная зависимость Mmax от N
Fig. 5. Regression dependence of Mmax on N

С увеличением размера графа максимум
среднего расстояния Mmean, а также макси-
мумы минимального Mmin и максимального
Mmax среднего расстояния растут логарифми-
чески. Что касается соответствующих значе-
ний параметра τ , при которых эти максимумы
достигаются τ̂mean, τ̂min и τ̂max, то при малых
объемах графа они возрастают с ростом N , од-
нако уже начиная с N > 1000 τ̂mean, τ̂min и τ̂max

варьируются в пределах 2 � τ � 2, 5. По урав-
нениям (3)–(5) можно вычислить τ̂mean = 2, 14,
τ̂min = 1, 97 и τ̂max = 2, 28, что также уклады-
вается в данные пределы.
Исследование показало, что в степенных

конфигурационных графах среднее расстоя-

ние принимает наименьшие значения на кон-
цах интервала изменения параметра распре-
деления степеней вершин τ ∈ (1, 3], то есть
чем ближе значение параметра τ к 1 или к 3,
тем меньше среднее расстояние. Этот вывод
также относится и к минимальному и макси-
мальному среднему расстоянию в графе, при-
чем разница между минимальным и макси-
мальным средним расстоянием на концах ин-
тервала τ ∈ (1, 3] меньше, чем в его сере-
дине, т. е. эмпирический доверительный ин-
тервал среднего расстояния dist в конфигу-
рационном графе расширяется примерно в се-
редине отрезка 1 < τ � 3 и сужается к его
граничным значениям. Полученные результа-
ты также показывают, что при τ < 1, 5 мак-
симальное среднее расстояние (верхняя гра-
ница эмпирического доверительного интерва-
ла) не превышает 6 ребер, что соответствует
так называемой «теории шести рукопожатий»
(см., например, [4]). Чем ближе значение па-
раметра τ к 2, 4, тем больше будет среднее
расстояние в конфигурационном графе. Так,
наибольших значений среднее расстояние до-
стигает при 2, 3 � τ � 2, 4, не превышая при
этом 10–11 ребер, минимальное среднее рас-
стояние достигает максимума при τ ≈ 2 и не
превышает 7–8 ребер, а максимальное – при
2, 3 � τ � 2, 5 (для графов с числом вершин
N > 1000), достигая длины в 18–19 ребер.
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